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前 言 


对 称 性 研究 在 物理 学 各 个 领域 都 起 着 越 来 越 重要 的 作用 . 群 论 是 研究 系统 对 称 
性 质 的 有 效 工具 , 因此 群 论 方法 已 逐渐 成 为 物理 工作 者 必 备 的 基础 知识 . 许多 物理 
专业 或 理论 化 学 专业 的 研究 生 把 群 论 课 选 作 学 位 课 或 选修 课 . 

《物理 学 中 的 群 论 》( 第 一 版 ) 由 科学 出 版 社 于 1998 年 出 版 , 当时 作为 “中 国 科 
学 院 研究 生 教学 丛书 ”之 一 , 中 国 科 学 院 研究 生 院 和 不 少 高 等 院 校 选 作物 理 专业 研 
究 生 的 群 论 教材 或 主要 参考 书 . 短 短 7 年 间 此 书 共 印 了 五 次 , 总 印 数 10600 本 . 在 
使 用 过 程 中 , 作者 收 到 不 少 教师 和 同学 的 来 信 来 电 , 除了 表达 对 作者 的 鼓励 外 , 也 提 
出 不 少 中 肯 的 意见 . 意见 归纳 起 来 主要 可 分 三 个 方面 : 一 是 篇 幅 较 大 , 不 能 适合 不 
同情 况 的 教学 需要 . 必 读 部 分 、 选 读 部 分 和 查阅 部 分 混在 一 起 没有 区 分 , 不 便 作 为 
教材 使 用 ; 二 是 书 中 有 的 习题 偏 难 , 不 容易 找到 简洁 明了 的 计算 方法 , 希望 能 看 到 供 
参考 的 习题 解答 ; 三 是 结合 科研 和 教学 各 种 情况 的 需要 , 希望 能 提供 一 些 供 查 阅 的 
常用 资料 和 表格 , 以 及 反映 近 几 年 在 物理 学 中 所 应 用 的 群 论 方法 的 新 发 展 . 本 书 就 
从 这 三 方面 着 手 , 结合 作者 在 这 几 年 科研 和 教学 的 新 经 验 , 对 原 书 做 了 重大 的 调整 . 
重新 组 织 李 群 和 李 代数 的 教学 体系 , 认真 选择 教材 以 区 别 对 待 各 种 不 同 的 需要 , 增 
加 一 些 群 论 方法 发 展 的 新 内 容 , 融入 科研 的 新 成 果 和 教学 的 新 体会 . 希望 本 书 改写 
后 能 更 适合 当前 的 群 论 教学 需要 

经 过 调研 , 目前 各 高 等 院 校 和 科研 院 所 物理 专业 研究 生 群 论 课程 的 课时 很 不 相 
同 . 多 的 约 120 学 时 , 适用 于 理论 物理 专业 的 学 生 ; 少 的 约 60 学 时 , 适用 于 物理 学 
其 他 专业 . 本 书 中 不 带 星 号 的 章节 是 必 读 部 分 , 适合 60 学 时 的 教学 需要 . 如 果 课 时 
多 于 60 学 时 , 可 以 按 学 生 的 具体 情况 , 灵活 选用 带 星 号 的 章节 , 建议 首先 选用 第 六 
章 的 内 容 , 其 次 是 第 八 章 的 内 容 , 再 其 次 是 第 九 章 的 内 容 . 全 部 选用 则 适合 120 学 时 
的 教学 需要 . 附录 部 分 供 参考 和 查阅 之 用 . 

2002 年 科学 出 版 社 出 版 了 《 群 论 习题 精 解 》 此 书 涵盖 了 《物理 学 中 的 群 论 》 
第 一 版 中 全 部 习题 解答 , 列 出 了 一 些 供 查 阅 的 常用 资料 和 表格 , 同时 增加 了 解 题 必 
备 知识 的 简明 介绍 . 原 想 把 这 些 简明 介绍 作为 一 本 群 论 教材 的 简写 本 , 但 看 来 还 不 
够 系统 , 不 能 满足 需要 . 据 反 映 , 此 书 在 帮助 读者 解 题 方面 起 到 了 一 定 的 作用 . 书 中 
列 出 的 一 些 计算 结果 和 重要 结论 的 证 明 , 也 有 利于 参考 和 查阅 . 虽然 《 群 论 习 题 精 
解 》 是 按照 《物理 学 中 的 群 论 》 第 一 版 的 章节 安排 编写 的 , 但 还 基本 适合 第 二 版 的 
需要 . 在 《 群 论 习题 精 解 》 中 已 经 列举 的 一 些 计算 结果 和 计算 方法 , 本 书 不 再 重复 ， 
如 正二 十 面体 中 一 些 结果 的 计算 方法 , 置换 群 不 可 约 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布施 - x 
登 级 数 , 若干 点 群 和 置换 群 群 代数 中 的 正 交 归 一 的 不 可 约 基 的 形式 , 非 紧 致 李 群 无 


ii- 前 a 


穷 维 么 正 表示 的 研究 方法 举例 等 . 对 物理 专业 的 学 生来 说 , 群 论 是 一 个 数学 工具 . 要 
真正 掌握 一 个 数学 工具 , 独立 地 完成 计算 练习 是 必 不 可 少 的 .《 群 论 习题 精 解 》 仅 供 
同学 在 做 完 习题 后 参考 , 不 应 代替 学 习 中 必要 的 独立 计算 练习 . 

《物理 学 中 的 群 论 》 第 一 版 对 第 七 章 以 后 内 容 的 编排 初衷 , 是 希望 学 生 在 接触 
抽象 的 李 群 和 李 代数 理论 之 前 , 对 物理 上 常见 的 李 群 SU(N) 和 SON) 先 有 一 个 
直观 的 了 解 , 有 了 具体 实例 更 便于 掌握 抽象 理论 . 但 实践 证 明 , 在 不 了 解 李 群 和 李 
代数 的 一 般 理论 时 , 对 SU(N) 群 和 SON) 群 的 性 质 很 难 有 深入 的 理解 , 而 且 这 样 
的 安排 在 材料 上 难免 有 重复 . 本 书 第 二 版 在 体系 上 做 了 大 的 调整 , 先 讲 李 群 和 李 代 
数 的 一 般 理 论 , 再 分 别 就 SU(N) 群 、SO(N) 群 和 USp(24) 群 介绍 不 可 约 张 量 基 的 
计算 方法 . 对 李 群 和 李 代 数 的 一 般 理论 , 希望 读者 把 注意 力 更 多 投向 表示 理论 , 即 
计算 李 代数 表示 的 方块 权 图 方法 和 计算 表示 直 乘 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 的 主权 图 
方法 . 

方块 权 图 方法 和 主权 图 方法 没有 涉及 表示 空间 状态 基 的 波 函 数 性 质 , 而 这 些 波 
函数 在 物理 应 用 中 又 十 分 重要 . 在 波 函数 的 计算 方面 , 作者 这 几 年 有 了 新 的 体会 , 发 
展 了 新 的 方法 . 把 波 函数 的 计算 放 在 李 群 和 李 代数 一 般 理 论 的 后 面 讲 , 可 以 讲 得 更 
深入 更 透彻 . 对 SON) 群 来 说 , 这 些 状态 基 的 物理 意义 就 是 角 动 量 本 征 函 数 , 在 物 
理 中 十 分 重要 . 以 前 因为 计算 中 所 涉及 的 无 迹 张 量 , 很 难 明显 表达 出 它们 的 解析 形 
R, 所 以 很 少见 到 讨论 . 作者 在 把 三 维 空间 的 广义 球 谐 多 项 式 方法 推广 到 高 维 空间 
时 , 找到 了 克服 这 一 困难 的 方法 . 本 书 从 群 论 角度 介绍 了 高 维 空间 量子 三 体系 统 独 
立 的 角 动 基本 征 函 数 基 的 计算 方法 , 在 附录 中 还 详细 推导 了 高 维 狄 拉克 方程 的 径 向 
方程 . 

对 《物理 学 中 的 群 论 》 第 一 版 中 的 其 他 章节 , 再 版 时 在 材料 选取 和 教学 方法 上 
也 做 了 认真 戎 酌 , 保留 了 第 一 版 的 特点 , 提高 了 教材 的 可 读 性 , 希望 适合 各 种 层面 的 
教学 需要 . 新 版 能 否 达 到 预期 的 效果 , 还 有 待 实践 的 检验 . 作者 诚恳 欢迎 读者 的 宝 
贵 意见 和 批评 建议 . 

本 书 编写 过 程 中 作者 得 到 国家 自然 科学 基金 的 资助 . 
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号 说 明 

矢量 , 三 维 空间 矢量 用 忌 

单位 矢量 . 

PRERE. 

HAERE. 

RE D(R) 0934186 E. 

HRE D(R) HIENEN. 
线性 空间 或 子 空 间 . 

两 线性 空间 之 和 . 

两 线性 空间 之 直 和 |. 

数 的 乘积 , 矩阵 的 乘积 或 张 基 , 旋 量 的 直 乘 

和 矩阵 的 直 乘 , 表示 的 直 乘 , 置换 群 表示 的 内 积 . 
MARKER, 置换 群 表示 的 外 积 , 杨 图 的 外 积 . 
算 符 , 变换 , 群 元 素 . 

集合 , 复元 素 . 

类 . 

类 中 元 素 的 数目 . 

类 中 元 素 之 和 , 类 算 符 . 

群 中 包含 的 类 的 数目 . 

常用 参数 . 

p RUER, 相差 n 的 取 值 认 为 相等 . 
群 G' 和 群 G 同 构 . 

# G 和 群 C 同 态 . 

表示 D(G) 和 表示 万 (G) 等 价 . 

三 维 转动 群 自身 表示 的 生成 元 . 
SU(N) 群 自身 表示 的 生成 元 . 
SO(N) 群 自身 表示 的 生成 元 . 

李 群 表示 的 生成 元 . 


克 莱 布 施 - 戈 登 系数 , 无 重 表示 时 7 可 省 略 . 
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相似 变换 后 的 状态 基 , 无 重 表 示 时 r 可 省 略 . 
李 群 的 结构 常数 . 

矢量 在 定 坐标 系 K 的 分 量 为 V(x)。， 
在 动 坐标 系 K 中 的 分 其 为 V(z)。. 

p 是 旋 量 的 分 其 指标 , 7 和 上 表 此 函数 基 
属 SO(3) 群 不 可 约 表示 Di k 行 . 

标量 、 张 基 和 旋 量 函数 变换 算 符 . 
横向 置换 和 纵向 置换 . 
横向 对 换 和 纵向 对 换 . 

置换 的 线性 组 合 . 

杨 算 符 、 横 算 符 、 纵 算 符 . 

协 变 和 逆 变 张 量 空间 . 

杨 图 或 置换 群 表示 . 

李 代数 和 实 李 代数 . 

半 单 李 代数 的 嘉 当 子 代数 . 

半 单 李 代数 的 正则 基 . 

半 单 李 代数 的 谢 瓦 莱 基 . 

KA. 

基本 主权 . 

SU(N) 群 , SO(N) 群 和 USp(24) 群 的 张 量 表示 . 
SO(N) 群 自 对 偶 表 示 . 

SO(N) 群 反 自 对 偶 表 示 . 

SO(N) 群 或 SO(24 + 1) 群 基本 旋 量 表示 . 
SO(24) 群 不 可 约 基 本 旋 量 表示 . 

SO(N) 群 高 阶 旋 基 表 示 . 

单纯 李 代数 全 部 根 的 集合 . 

单纯 李 代数 全 部 正 根 的 集合 . 
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群 论 的 主要 数学 工具 是 线性 代数 . 要 学 好 群 论 , 必须 非常 熟悉 线性 代数 中 的 基 
本 概念 和 运算 方法 . 虽然 我 们 假定 读者 已 学 习 过 线性 代数 , 但 根据 作者 的 教学 经 验 ， 
由 于 读者 在 过 去 的 学 习 中 所 用 符号 不 同 , 练习 不 够 , 甚至 接受 了 某 些 糊涂 概念 , 有 时 
会 给 群 论 学 习 造成 一 些 不 必要 的 困难 . 因此 , 在 本 书 之 初 , 我 们 先 紧密 结合 物理 学 ， 
复习 线性 代数 中 的 一 些 基本 概念 和 运算 方法 , 统一 符号 , 强调 某 些 容易 混淆 的 概念 . 
我 们 愿意 提醒 读者 , 理解 这 些 概念 和 运算 方法 , 并 不 等 于 能 熟练 使 用 它们 , 而 能 熟练 
使 用 本 章 复习 的 线性 代数 方法 , 必 将 对 以 后 的 群 论 学 习 产 生 很 大 的 帮助 . 


1.1 线性 空间 和 矢量 基 


设 系统 的 哈密 顿 量 为 H (z), 它 的 本 征 值 E 称 为 能 级 或 能 基 . 2 E Jë m 重 简 
并 的 , 则 能 找到 m 个 线性 无 关 的 本 征 函数 0, (z), 满足 


H(z)wo(z) = Epal), p=1,2,., m (1.1) 


其 中 , z 代表 系统 所 有 自由 度 的 坐标 . 如 (z) 的 任何 线性 组 合 
gz)= F Wlz)an (1.2) 
Ap=l 


仍 是 五 (z) 的 同一 本 征 值 的 本 征 函数 . 反之 , H(z) 的 本 征 值 为 E 的 本 征 函数 都 能 
表 成 p, (z) 的 线性 组 合 形式 (1.2). %(z) 的 集合 构成 m 维 函 数 空间 , 或 称 线性 空间 ， 
(a) 称 为 该 空间 的 矢量 ; Vale) 称 为 该 空间 的 函数 基 , 或 称 矢量 基 . 式 (1.2) 中 的 ov 
称 为 矢 基 9(x) 在 矢 基 基 p, (z) 中 的 分 基 . 

在 线性 空间 中 , 两 矢量 相 加 (BR), 则 它们 的 对 应 分 基 相 加 ( 减 ); 矢量 和 数 相 乘 ， 
则 所 有 分 基 都 乘 此 数 ; 矢量 为 零 必须 所 有 分 基 都 为 零 . 矢量 的 这 些 运算 满足 线性 关 
系 


c > OEDD w) = w, (z) (can + cbu) (1.3) 


p=1 


把 这 些 概念 抽象 出 来 , 就 形成 线性 空间 和 矢量 的 概念 . 对 于 给 定 的 m 个 客体 ey, E 
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义 它们 的 加 法 和 与 数 的 乘法 , 满足 如 下 线性 运算 关系 


eva + eva, = eva, + EpQp ， 


e (= ear + > estu) = > en (Cap + cbu) 
m m m 


其 中 , c ap, av 和 bu 都 是 常数 . 要 求 在 此 线性 运算 中 , 这 m 个 客体 e, 是 线性 无 关 
的 , 即 不 存在 m 个 不 同时 为 零 的 数 c 使 下 式 成 立 


(1.4) 


> epc = 0 (1.5) 
u=1 

这 样 的 m 个 客体 er 称 为 矢量 基 , 矢量 基 的 复线 性 组 合 a 称 为 矢量 
a= > eva, (1.6) 


p=1 


a, WARM a 的 第 p 个 分 量 ， 所 有 这 样 的 矢量 的 集合 构成 m 维 线性 空间 , 记 作 
£. 如 果 限制 所 有 分 基 a, 都 是 实数 , 则 此 线性 空间 称 为 实 线性 空间 ， 在 线性 空间 
H, 两 矢量 相等 必须 m 个 分 基 全 部 对 应 相等 , 两 矢 基 相 加 (BR) 则 所 有 对 应 分 基 相 
加 ( 减 ), 数 与 矢 基 相 乘 则 该 数 与 矢 基 的 每 个 分 量 分 别 相 乘 , 所 有 分 量 为 零 的 矢 基 称 
HERM. 在 数学 上 , 线性 空间 和 矢 基 的 概念 , 是 与 作为 矢 基 基 的 客体 的 具体 物理 
内 容 无 关 的 . 

从 式 (1.6) 可 知 , 在 给 定 的 线性 空间 和 给 定 的 矢 基 基 中 , 矢 基 a 与 一 组 有 序数 
(Qa1,42,… ,Qam) 存在 一 一 对 应 的 关系 , 这 组 有 序数 有 m 个 分 基 , 它们 作为 一 个 整体 
完全 描写 了 这 个 矢量 . 通常 把 这 组 有 序数 排 成 m 行 一 列 的 列 矩阵 形式 


2=| . (1.7) 


矢量 基 给 定 后 , 列 矩 阵 与 矢 其 有 一 一 对 应 的 关系 , 它 是 矢量 的 一 种 描写 方式 . 在 不 
会 引起 混淆 时 , 常 把 矢量 和 列 矩 阵 用 同一 符号 描写 . 
矢 基 基 也 是 一 个 矢量 , 它 只 有 一 个 分 基 不 为 0 而 等 于 1, 即 


= ot 当 jp=v 
ezim ô; 4 py (1.8) 


其 中 , bu 称 为 克 罗 内 克 (Kronecker)ó 函数 . 
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如 果 存 在 n 个 不 全 为 零 的 常数 ci, En PRE a, a (9). .... a, 满足 线性 关 

系 
D acao (1.9) 
i=1 

则 称 此 n 个 矢量 线性 相关 . 反之 , 如 果 不 存在 这 样 n 个 不 同时 为 零 的 常数 ci 使 式 
(1.9) 成 立 , 则 称 此 n 个 矢量 线性 无 关 . 注意 , 式 (1.9) 是 一 个 矢量 等 式 , 它 包含 m 个 
分 基 等 式 . m 维 线性 空间 中 , 线性 无 关 的 矢量 数目 不 能 大 于 m. 矢量 基 是 线性 无 关 
的 , 任何 m 个 线性 无 关 的 矢量 都 可 以 作为 一 组 矢量 基 . 

在 £ 中 , n 个 线性 无 关 矢量 的 所 有 线性 组 合 , 构成 一 个 n 维 线性 空间 , 称 为 线 
性 空间 Z 的 子 空间 L, 也 称 由 n 个 矢量 生成 的 n 维 空间 . 只 包含 零 矢量 的 子 空间 
称 为 零 空间 . 零 空间 和 全 空间 是 任何 线性 空间 都 包含 的 两 个 平庸 的 子 空间 , 通常 只 
讨论 非 平 庸 的 子 空 间 . 

两 个 子 空间 C 和 Ca 的 所 有 矢量 及 其 线性 组 合 的 集合 称 为 两 个 子 空间 的 和 ， 
也 称 并 (union), 记 作 Ci + Co. 这 两 个 子 空间 的 公共 矢量 的 集合 称 为 两 个 子 空间 的 
交 (intersection), 记 作 L1 N Co. 

£ 称 为 两 个 子 空间 Li 和 £2 的 直 和 的 充 要 条 件 是 C = Cl + Co, 且 下 面 等 价 的 
三 个 条 件 之 一 成 立 : 

(1) C 和 Co 的 交 是 零 空间 . 

(2) £ 的 维 数 等 于 Cl 和 Co 的 维 数 之 和 . 

(3) £ 中 任 一 矢量 都 可 唯一 地 分 解 为 分 属 C: 和 C. 的 矢量 之 和 . 

直 和 记 作 L = L1@ Ca, 其 中 Li 和 Co 称 为 互补 (complement) 的 子 空间 . 与 
Li 相 补 的 子 空间 不 是 唯一 的 . 直 和 的 概念 可 以 推广 到 多 于 两 个 子 空间 的 情况 , C 可 
以 分 解 为 若干 个 子 空间 的 直 和 . 


1.2 ”线性 变换 和 线性 算 符 


所 谓 变换 就 是 给 出 一 种 规则 , 每 一 个 函数 都 能 按 此 规则 变 成 一 个 确定 的 新 函数 . 
算 符 是 描写 变换 的 一 种 数学 符号 . 满足 下 述 线性 关系 的 算 符 R(z) 称 为 线性 算 符 . 


R(z) [clgi(z) + caga(z)] = cı R(z)ó) (z) + cs R(z)é2(z) (1.10) 


其 中 , cl 和 ca 是 常 系数 . 线性 算 符 描 写 的 变换 称 线性 变换 . 量子 力学 中 物理 其 用 
线性 算 符 来 描写 , 它 作 用 在 波 函数 上 , 将 波 函数 按 一 定 的 线性 规则 变 成 一 个 新 函数 . 
本 书 如 无 特殊 声明 , 算 符 都 指 线性 算 符 . 线性 算 符 与 矩阵 有 密切 关系 . EREHE 
阵 的 概念 用 得 非常 广泛 , 这 里 先 简单 介绍 一 下 矩阵 的 基本 概念 . 
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把 mn 个 数 Xu 排列 成 一 个 长 方形 , 称 为 m x n HE X 简称 矩阵 


Xu X12 … Xx 
Xa Xn > Xam 

"e EA a11) 
Km Xm2 © Xmn 


人 和 分 别称 为 X 的 行 指标 和 列 指标 , Xu 称 为 X 的 第 4 行 第 v 列 窍 阵 元 素 , 简 
称 矩 阵 元 素 , Xi 称 为 X 的 对 角 元 素 . X 的 列 数 n 为 1 时 , X 称 为 列 矩阵 , 而 行 数 
m 为 1 时 称 为 行 和 矩阵 . 当 m = n 时 X 称 为 普 维 方 矩阵 , 或 简称 m 维 矩阵 . X 中 
若干 行 和 列 的 矩阵 元 素 构 成 的 小 矩阵 称 为 X 的 子 矩 阵 ，m 维 矩 阵 X 的 对 角 元 素 
之 和 称 为 X 的 矩阵 迹 , 用 符号 Tr X 表示 . m EEE X 的 行列 式 定义 为 


det X= J “unum Kim Xopa Xmun ， 


mham (1.12) 
Emm det X = > Emur HmXvin Xvan Xu, na 


其 中 , cemuru 称 为 m 阶 单位 完全 反对 称 张 量 , 简称 m 阶 完全 反对 称 张 基 . CR 
有 如 下 性 质 : 任何 一 对 下 标 对 换 , 它 改 符号 , 下 标 有 重 数 时 它 为 零 , H 


62. = 1 (1.13) 


两 个 m 阶 完全 反对 称 张 基 相 乘 , 其 中 有 m — n 个 指标 相 重 并 求 和 , 则 得 
1 


[2 


eii (1.14) 
= 2 epipngaibp gaabp ``" banbpn, 


其 中 , ep mw 是 n MARIK. 例如 


Y easaersa = orta — basbor 
d 


以 后 我 们 会 经 常用 到 这 一 完全 反对 称 张 基 . 

所 有 和 您 阵 元 素 都 为 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 ， 只 有 对 角 元 素 不 为 零 的 卸 阵 称 为 对 
FRERE, 对 角 元 素 都 相等 的 对 角 矩 阵 称 为 常数 矩阵 , 常数 为 1 的 常数 甜 阵 称 为 单位 
HERE, 记 作 1. 只 有 当 和 矩阵 X 的 列 数 等 于 矩阵 Y 的 行 数 时 , X 才能 与 Y 相 乘 . 一 个 
m x k HERE X 和 一 个 大 xm 矩阵 Y HR, 得 到 一 个 m x n S: BE, 它 的 矩阵 元 素 为 


(xy), -Da (1.15) 
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一 般 说 来 , 矩阵 乘积 次 序 不 能 交换 , 也 称 两 矩阵 不 能 对 易 , 记 作 
[X,Y|=XY-YXZ0, XYZYX (1.16) 


两 个 矩阵 相 乘 , XY 称 为 乘积 矩阵 , X 称 为 左 乘 矩阵 , Y HARER, 通常 说 , 把 X 
左 乘 到 Y E, 或 把 Y 右 乘 到 X F. 若 两 方 矩 阵 乘积 为 单位 矩阵 , 则 此 两 矩阵 互 称 
WEE 
YX Ya X=Y- (1.17) 

方 矩阵 存在 道 矩 阵 的 充 要 条 件 是 它 的 行列 式 不 为 零 . 这 样 的 矩阵 称 为 非 奇 矩阵 . E 
阵 X 的 行列 式 不 为 零 的 子 方 矩阵 的 最 大 维 数 称 为 X 的 秩 , m 维 非 奇 矩阵 的 秩 为 
m. m 维 空间 任 一 组 矢量 基 , 作为 列 矩阵 排列 成 的 m 维 方 矩阵 必 是 非 奇 矩 阵 . 如 果 
把 m 维 空间 的 n 个 矢 其 , 作为 列 矩 阵 排列 成 一 个 m x n ERE, 则 此 n 个 矢 基线 性 
无 关 的 充 要 条 件 是 此 矩阵 的 秩 为 ni. 

把 矩阵 行列 交换 , 所 得 矩阵 称 为 转 置 矩阵 ， 抢 阵 元 素 全 取 复 共 斩 , 所 得 矩阵 为 
IEPENE. KERERE EALE, HERE ENE RE 


(T) = Xm, w= (Xh), = X: (1.18) 


mw 
1381 SE T 对 易 的 矩阵 X, XT = TX, 有 如 下 一 些 简单 而 重要 的 性 质 , 希 
望 能 引起 读者 的 注意 . E Du 关 Tia W Xu = X;, = 0; 反之 , 若 Xu # 0, Wl 
Tun = Tv. 车 T 的 对 角 元 都 互 不 相等 , 则 X 是 对 角 甜 阵 . 
现在 再 回来 讨论 线性 算 符 . 两 个 线性 算 符 的 乘积 仍 是 一 个 线性 算 符 , 它 对 函数 
或 矢 坡 的 作用 定义 为 相继 用 两 个 算 符 分 别 作用 . 一 般 说 来 , 算 符 作 用 的 次 序 不 能 颠 
倒 , 简称 两 算 符 不 能 对 易 . 如 果 算 符 Ra) SSW LH: 互 (z) 可 以 对 易 , 即 


[H(z), R(z)] = H(z)R(z) — R(z)H(z) = 0 (1.19) 
W R(z) 作用 在 H(z) 的 本 征 函 数 Yule) 上 , 仍 是 H(a) 同一 本 征 值 的 本 征 函 数 
H(a) (R(z)%,(z)) = R(z) (H(z)ú,(z)) = E (R(z)ú,(z)) 


设 H(z) 的 本 征 值 E Jš m 重 简 并 的 , 它 的 本 征 函 数 o, 架设 一 个 m 维 函数 空间 z, 
MJ R(z) 作用 在 这 空间 的 任 一 函数 上 仍 是 这 空间 的 一 个 函数 , 特别 是 R(z)w, (z) 可 
以 表 成 函数 基 0, 的 线性 组 合 


R(z)%, (z) = 》 ú,(z)D,,,(R) (1.20) 


这 样 的 线性 空间 £ 称 为 对 算 符 R(z) 不 变 的 空间 , 而 组 合 系数 D,,,(R) 排列 成 m HE 
和 矩阵, 称 为 算 符 R(z) 在 空间 £ 中 关于 基 如 (z) 的 矩阵 形式 , 简称 R(z) 的 矩阵 形式 . 
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注意 , D(R) 依赖 于 R(z), 但 不 依赖 于 z. 设 olr) 是 关于 算 符 R(z) 不 变 的 空间 中 的 
一 个 任意 函数 


dz)= 》 bal)an, R(a)é(z) = óA (z) = Y  w,(z)b, 
p=1 v=1 
则 算 符 R(z) 对 ó(z) 的 作用 规则 完全 由 短 阵 D(R) 来 描写 , 即 


R(z)é(z) = 3 [R(z)#,(z)] a, = X wu Dun Ra 


a 
bv = YD, (R)a, (1.21) 
p=1 


A (1.20) 是 对 矢量 基 求 和 , 求 和 指标 是 矩阵 R 的 行 指标 , 而 式 (1.21) 是 对 矢量 分 基 
RA, 求 和 指标 是 矩阵 R 的 列 指标 . 选取 和 注意 这 样 的 求 和 规则 对 以 后 的 计算 很 有 
帮助 . 

抽象 到 一 般 的 线性 空间 , 线性 算 符 R 描写 线性 空间 矢 基 的 特定 线性 变换 , 它 满 
足 线性 关系 


R{cia + c2b} = cı Ra + eəRb (1.22) 
车 RR 作用 在 线性 空间 C 中 任 一 矢 其 上 , 仍 得 到 属于 该 空间 的 一 个 矢 址 
Ra=beL, YaeC (1.23) 


则 称 此 线性 空间 £ 为 关于 算 符 R 的 不 变 空间 . 在 不 变 空间 中 , 对 给 定 的 矢量 基 , 线 
性 算 符 R 与 它 的 矩阵 形式 D(R) 有 一 一 对 应 关系 . 如 果 不 会 引起 混淆 , 有 时 把 算 符 
和 矩阵 用 同一 符号 描写 . 由 R 对 矢量 基 的 作用 来 计算 D(R) H, 用 D(R) 矩阵 计 
A R 对 不 变 空间 中 任意 矢量 a 的 作用 


Re, = > e,D,,(R) (1.24) 


b= e,b, = Ra = Y (Rep) ap = Y e D,,(R)ay, 
x n vn 
即 
bv = J D;,(R)a,, b= D(R)a (1.25) 
m 


R (1.24) 是 一 个 矢量 等 式 , 它 包含 m 个 分 量 等 式 , 式 中 对 D(R) 的 行 指标 求 和 . R 
作用 在 矢量 基 e, 上 变 成 线性 空间 的 一 个 矢 基 , 式 (1.24) 描写 了 变换 后 矢量 按 矢 量 
基 的 组 合 方式 . 而 式 (1.25) 是 一 个 分 基 等 式 , 它 给 出 变换 前 后 两 矢量 分 量 之 间 的 联 
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系 , 式 中 对 D(R) 的 列 指标 求 和 . 因为 矢量 基 e 是 一 个 特殊 的 矢量 , 只 有 一 个 分 量 
不 为 0, 而 等 于 1, 即 (ep)。 = fuo, 所 以 这 两 个 式 子 是 统一 的 


(Reu), = > Doa(R) (en) = Dou(R) =  (e,), Dvn(R) (1.26) 
入 v 


若 子 空间 Ci 中 的 任何 矢量 , 经 R 作用 后 仍 属于 子 空间 £, 则 C: 称 为 C 中 关 
于 的 不 变 子 空间 . 零 空间 和 全 空间 是 两 个 平庸 的 不 变 子 空间 . 


1.3 相似 变换 


在 线性 空间 C 中 , 对 给 定 的 矢量 基 , 矢 基 和 列 矩 阵 有 一 一 对 应 的 关系 , 线性 算 
符 与 其 矩阵 形式 有 一 一 对 应 的 关系 ， 这样 的 列 矩阵 和 矩阵 分 别 是 矢量 和 线性 算 符 
在 给 定 的 矢量 基 中 的 表现 形式 . 

在 一 个 m 维 线性 空间 中 , 矢量 基 的 选择 不 是 唯一 的 , 任何 m 个 线性 无 关 的 矢 
基 都 可 以 选 作 一 组 矢量 基 . 矢量 基 的 改变 并 不 改变 矢量 和 线性 算 符 本 身 , 但 改变 了 
它们 的 表现 形式 , 即 改 变 了 对 矢量 和 算 符 的 描写 方式 . 本 节 将 讨论 在 新 旧 两 组 矢 基 
基 中 , 同一 个 矢 基 的 两 个 列 矩 阵 形式 之 间 的 关系 , 同一 个 线性 算 符 的 两 个 矩阵 形式 
之 间 的 关系 . 

设 e, 是 m 个 线性 无 关 的 矢量 , 在 原 矢 基 基 eu 中 的 分 基 为 Surs 


, , 
e, = ` eS, ， e, = S. 


m 


(1.27) 


由 于 e, 是 线性 无 关 的 , 故 5 矩阵 是 非 奇 矩 阵 , 即行 列 式 非 零 , FERE S, 
e=) e, (S51),, (1.28) 


v 


# e, 为 新 矢量 基 , 则 原 矢量 基 e, 在 新 基 e, 中 的 分 量 为 (S7), 
同一 矢 基 a 在 两 矢量 基 中 的 分 基 之 间 的 联系 为 


a= > epap = p> e, (S-'),, au = >D era, 
H vp A 
d, = > (S). on ， d=8a (1.29) 
A 


同一 算 符 R 在 两 撩 量 基 中 的 矩阵 形式 之 间 的 联系 为 
Re, = Y (Rep) Sp = Y, enDoo(P)Sw ， 
P Hp 


Re, = esD(R) =Y e,S, D, (R) , 


p Hp 
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Y DiolR)Sw = SioDn(R),  D(R) = S-1D(R)S (1.30) 
P P 


D(R) 和 D(R) 的 这 一 联系 称 为 相似 变换 ， 因 为 两 矩阵 DR) 和 DR) 是 同一 个 算 
符 在 同一 个 不 变 空间 C 中 关于 两 个 不 同 基 的 矩阵 形式 , 有 的 文献 中 把 它们 称 为 
SMERE. 两 矩阵 之 间 的 相似 变换 矩阵 S 不 是 唯一 的 , 设 X 可 与 D(R) 对 易 ,Y 可 
+ D(R) 对 易 , W| XS 和 SY 都 满足 式 (1.30) 的 相似 变换 关系 . 相似 变换 还 有 另 一 
种 常用 的 表达 方式 


D(R) S, = Sp Dn(R), Re, =} e,Dp(R) (131) 
P P 
注意 , S., 正 是 新 基 在 原来 基 中 的 列 矩阵 形式 . 式 (1.31) 表明 , D(R) 矩阵 作用 在 新 
基 上 , 变 成 新 基 的 线性 组 合 , 组 合 系数 是 万 (R) 的 矩阵 元 素 . 因此 式 (1.31) 正 是 算 
符 的 矩阵 形式 (1.24) 在 新 基 中 的 表现 . 式 (1.31) 对 理解 相似 变换 矩阵 的 意义 十 分 重 
要 . 公式 (1.27). (1.29) 和 (1.30) 是 矢量 基 变 换 中 的 基本 关系 式 , 应 在 理解 基础 上 牢 
记 和 熟练 运用 . 
矢量 基 的 变换 并 不 改变 算 符 对 矢量 的 作用 , 例如 b = Ra, 在 原 基 eu 中 表现 为 
b= D(R) a, 而 在 新 基 e, 中 有 


=S! b= S DR)a= S-'D(R)S a = D(R) a (1.32) 
REHE RETER S 作用 的 结果 
s = Se, = > we (1.33) 


m 


H (1.30) 知 , 算 符 S 在 两 组 矢 基 基 中 的 矩阵 形式 是 相同 的 . 这 里 在 符号 上 没有 区 
分 算 符 和 它 的 矩阵 形式 . 如 果 新 基 只 是 改变 原 有 基 的 排列 次 序 , 此 时 相似 变换 也 只 
是 改变 矩阵 行 (和 列 ) 的 排列 次 序 . 这 是 一 种 特殊 的 相似 变换 , 常 称 简单 相似 变换 . 
设 子 空间 Ci 关于 线性 算 符 R 是 不 变 的 , Co 是 它 的 互补 子 空间 . 把 c, 和 Co 
中 的 基 合 起 来 , 作为 原 空间 C 的 新 矢量 基 . 设 子 空间 C 和 Ca 的 维 数 分 别 为 n 和 
m-n, 则 矢量 基 变 换 矩 阵 S 的 前 n 个 列 矩阵 属于 子 空间 L, 后 m-n 个 列 矩 阵 属 
La. 经 5 相似 变换 , 算 符 R 的 矩阵 形式 由 D(R) 变 成 了 D(R). 既然 Ci 关于 R 
变 , 即 
Re, =} eD, (R), 1<pgn (1.34) 
u=1 


可 见 D(R) 的 左下 角 为 零 


DlR)=0, p<n<p 
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(1.35) 


soms=Dm -= ( P” M ) 


0 DØR) 
这 样 的 矩阵 称 为 阶梯 矩阵 . 进一步 , 如 果 Ca 也 对 RRE, 则 M = 0, 


DO)(R) 0 


S-1D(R)S = 万 (R) = ( R DOR) 


) = D®(R) @ D®(R) (1.36) 
这 样 的 矩阵 称 为 [n, (m — n)] 型 的 方块 矩阵 . 这 种 方块 矩阵 可 简写 为 两 个 子 矩阵 的 
直 和 , 如 上 面 最 后 一 等 式 所 示 . 通常 把 能 通过 简单 相似 变换 , 即行 和 列 的 排列 次 序 
的 变换 , 化 成 方块 (阶梯 ) 矩阵 的 矩阵 也 称 为 方块 (阶梯 ) 矩阵 . 这 些 子 矩阵 互相 交叉 
起 来 , 但 它们 涉及 的 行 和 列 互 相 都 不 重 . 这 样 的 矩阵 不 容易 一 眼 就 看 清楚 , 判别 的 方 
法 是 把 矩阵 指标 分 成 两 类 , 看 涉及 两 类 不 同 指标 的 矩阵 元 素 是 否 都 为 零 . 如 果 L 可 
分 解 为 若干 个 子 空间 的 直 和 , 每 一 个 子 空间 都 对 R 保持 不 变 , 则 R 对 应 的 矩阵 形式 
D(R) 可 通过 相似 变换 化 为 若干 个 子 矩阵 的 直 和 形式 , 这 是 更 一 般 的 方块 矩阵 . 若 
T 是 对 角 的 非常 数 和 矩阵, XT = Px, W| X 是 方块 矩阵 . 
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在 量子 力学 中 , 由 物理 量 算 符 R(z) 的 本 征 方程 
R(z)y(z) = My(z) 


计算 本 征 值 和 相应 的 本 征 函 数 %z). 物理 量 算 符 的 本 征 值 是 在 测 基 访 物理量 时 
可 能 测 得 的 数值 , 它 描写 该 物理 量 的 特征 , 与 函数 基 的 选择 无 关 . 
在 线性 代数 中 , 本 征 方程 表 为 


Ra = Xa (1.37) 
在 关于 的 一 个 m 维 不 变 空间 C 中 , 取 定 了 矢量 基 后 , 本 征 方程 表 为 矩阵 形式 
D(R)a=)a, 2 Duo(R)ov= as (1.38) 
可 见 , 本 征 矢量 架设 关于 R 的 一 个 一 维 不 变 子 空间 . 如 果 在 C 中 能 找到 R m + 
线性 无 关 的 本 征 矢量 S.,, 分 别 对 应 本 征 值 ,把 它们 取 为 新 的 矢量 基 er, = S.,, 则 
已 在 此 新 基 er, 中 的 矩阵 形式 就 是 对 角 和 矩阵 , 5-1D(R)S =T, 的 第 /个 对 角 元 就 


是 本 征 值 XZ. 因此 , 要 想 通 过 相似 变换 把 矩阵 D(R) 对 角 化 , 关键 要 找 R ñ m 个 线 
性 无 关 的 本 征 矢量 . 
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本 征 方程 (1.38) 是 关于 m 个 变量 ou 的 联 立 线性 齐 次 方程 , 方程 有 非 零 解 的 充 
要 条 件 是 变量 的 系数 行列 式 为 零 


det [D(R) — M] =0 (1.39) 


R (1.39) 称 为 本 征 值 满足 的 久 期 (secular) 方程 . 久 期 方程 在 相似 变换 中 保持 不 变 ， 
因而 本 征 值 与 矢量 基 的 选择 无 关 . 久 期 方程 是 关于 本 征 值 的 m 次 代数 方程 , 有 m 
个 根 , 即 m 个 本 征 值 . m 个 本 征 值 之 和 等 于 D(R) 的 矩阵 迹 Tr D(R), 本 征 值 之 积 
等 于 D(R) 的 行列 式 det D(R). 

把 本 征 值 代入 式 (1.38) 可 解 得 相应 的 本 征 矢量 . 对 应 不 同 本 征 值 的 本 征 矢量 互 
相 线性 无 关 . 当 久 期 方程 有 重 根 时 , 这 重 根 称 为 重 本 征 值 . 由 于 本 征 方程 (1.38) 关 
于 本 征 矢量 是 线性 齐 次 的 , 本 征 矢 其 允许 乘 任意 非 零 常数 , 对 应 重 本 征 值 的 本 征 矢 
基 还 允许 做 非 奇 线性 组 合 . 如 果 对 应 每 一 个 重 本 征 值 , 存在 与 重 数 相同 的 线性 无 关 
的 本 征 矢 其 , 把 这 些 本 征 矢 量 作为 列 矩 阵 排 列 成 矩阵 S, WERE D(R) 可 以 通过 相 
似 变换 S 对 角 化 , 即 S-1D(R)S =T. S 矩阵 允许 右 乘 一 个 可 与 对 易 的 非 奇 矩阵 ， 
它 既 反映 了 本 征 矢 基 人 允许 包含 一 个 任意 常数 因子 , 也 反映 了 对 应 重 本 征 值 的 本 征 矢 
其 允 许 做 非 奇 线性 组 合 . 在 寻找 两 组 矩阵 间 的 公共 相似 变换 关系 时 , 这 种 不 确定 性 
起 着 关键 作用 . 通过 相似 变换 把 矩阵 对 角 化 的 方法 , 也 可 用 来 寻找 联系 两 个 非 对 角 
矩阵 间 的 相似 变换 关系 . 因为 矩阵 的 本 征 值 在 相似 变换 中 保持 不 变 , 所 以 能 通过 相 
似 变换 联系 起 来 的 两 矩阵 的 本 征 值 必 对 应 相等 . 设 它们 分 别 通过 各 自 的 相似 变换 5 
和 S 化 成 同一 个 对 角 和 矩阵 , 则 S'S-! 正 是 联系 它们 的 相似 变换 矩阵 . 这 些 技术 在 
群 论 计 算 中 经 常用 到 , 希望 读者 能 通过 习题 熟悉 这 些 技术 . 

HERE D(R) 存在 重 本 征 值 时 , 由 式 (1.38) 至 少 可 解 得 对 应 此 本 征 值 的 一 个 本 
征 矢 其 , 但 不 一 定 可 解 得 和 本 征 值 重 数 相同 数目 的 线性 无 关 的 本 征 矢 基 . 最 简单 的 
例子 是 下 面 矩 阵 有 二 重 本 征 值 1, 但 线性 无 关 的 本 征 矢量 只 有 一 个 , 因而 不 能 通过 


相似 变换 对 角 化 
1 b 1 1 
(es G Sa 


HERE X 能 通过 么 正 相 似 变 换 对 角 化 的 充 要 条 件 是 X 和 Xt 可 以 对 易 (见习 题 
第 11 题 ). 物理 上 常见 的 一 大 类 矩阵 往往 能 满足 这 一 条 件 , 如 附录 1 介绍 的 厄 米 矩 
RERI A IERE. 对 它们 可 以 找到 和 和 矩阵 维 数 相同 数目 的 正 交 归 一 的 本 征 矢量 . 把 这 
些 本 征 矢量 对 应 的 列 矩阵 形式 , 作为 矩阵 的 各 列 Sa, HERA EER S, EREE 
RE X 对 角 化 的 么 正 相似 变换 矩阵 , 相似 变换 后 的 对 角 和 矩阵 为 ,对 角 元 正 是 本 征 值 
Av 


XSp= Sy, SXS=T, T,=X464 (1.41) 
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15 矢量 内 积 


到 现在 为 止 , 我 们 只 讨论 了 矢量 间 的 加 法 运算 和 矢 基 与 数 的 乘法 运算 , 现在 开 

始 讨论 矢量 间 的 乘积 运算 . 矢量 间 主 要 有 三 种 乘积 运算 , 本 节 讨论 两 矢量 乘积 变 成 
数 的 运算 , 称 为 矢量 的 内 积 , 或 称 点 乘 , 以 后 再 讨论 两 矢量 乘积 变 成 矢量 或 张 基 的 运 
算 . 
量子 力学 中 两 波 函数 内 积 定义 为 


(é(z)|%(z)) = [enro (1.42) 


式 中 对 连续 坐标 积分 , 对 分 立 坐 标 求 和 . 等 式 左面 的 形式 称 为 狄 拉 克 (Dirac) 符号 . 
把 这 种 内 积 概念 抽象 化 , 定义 线性 空间 两 矢量 的 内 积 (ajb). 两 矢量 的 内 积 关 于 第 一 
个 矢量 是 反 线性 的 , 关于 第 二 个 矢量 是 线性 的 , 交换 两 矢量 时 , KERRAN, 而 且 
非 零 矢量 的 自 内 积 为 正 实数 , 称 为 矢量 的 模 平 方 


(cia) + coa2|b) = ci (aı|b) + ci(azlb) , 
(a|cıbı + c2b2) = cı (a|bi) + ca(alb2) , (1.43) 
(bla) = (a|b)*, — (ala) = |a|? > 0 


REH en 的 内 积 一 般 可 表 为 


(euler) = Rur (1.44) 
由 式 (1.43), fw EEKE 
Aou = Dy = (21),, (1.45) 
任 取 0) 的 非 零 本 征 失 量 a = > ea, Z 0, 
P Nuvas = day 
则 
AD lan? =) aja, = > oar =Y ak(e,le,)a, = (ala) >0 (146) 
n mn w m 


因此 , 2 的 本 征 值 必须 大 于 零 ，? 是 正定 的 龙 米 矩阵 .任意 两 矢量 的 内 积 可 用 下 式 
计算 
a= en b= eb, “(alb)=  a,Qab, (1.47) 
B v pv 
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模 为 1 的 矢 基 称 为 归 一 化 矢量 . 若 两 矢量 内 积 为 零 , 称 两 矢量 正 交 , 非 零 正 交 矢 量 
互相 线性 无 关 . 
其 子 力学 中 , 常 选取 正 交 归 一 的 函数 基 , 即 取 for = Syv 


(加 (zjpv(z)) = uv ， (enler) = fwv (1.48) 


从 而 使 许多 公式 变 得 更 加 简洁 , 以 简化 计算 . 特别 是 可 利用 函数 基 ( 矢 基 基 ) 的 正 交 
归 一 性 来 计算 线性 算 符 R 的 矩阵 元 素 D,,,(R) 


asway, e) => [ewan = Dw(R) , 
n 


1.49. 
(enlRes) = 5 (eslep) Ds(R) = D,,(R) aa 
z 

但 是 , 这 里 我 们 要 强调 问题 的 另 一 个 侧面 ， R (1.49) 不 是 线性 算 符 R 的 矩阵 元 素 
Div(R) 的 定义 , 它 只 是 在 矢量 基 正 交 归 一 情况 下 的 一 个 计算 公式 . 算 符 的 矩阵 形 
式 是 由 式 (1.24) 定义 的 , 与 内 积 的 引入 无 关 . 如 果 在 某 些 情况 下 , 我 们 采用 了 非 正 交 
归 一 的 基 , 例如 在 晶体 理论 中 常 取 不 正 交 归 一 的 晶 格 基 矢 作为 矢量 基 , 则 以 前 习惯 
的 某 些 与 内 积 有 关 的 公式 必须 做 相应 的 修正 , 以 免 产 生 错误 .例如 , 两 矢量 的 内 积 
该 用 式 (1.47) 来 计算 , 而 计算 算 符 矩阵 元 素 的 普遍 公式 是 


> (07),, (e,|Re,) = (0-1), (e,le;)D.,(R) = D,,(R) (1.50) 
P Pr 


矢 基 内 积 的 定义 不 是 唯一 的 . 另 一 种 常用 的 内 积 定义 是 让 内 积 对 两 个 矢量 都 是 
线性 的 , 同时 要 求 2 是 非 奇 对 称 矩 阵 


(cia) + c2a2|b) = ci(a1|b) + c2(a21b) , 
(al|cibi + c2b2) = ci(albi) + ca(alb2) , (1.51) 
(e,le,) = Ru = Ru, — det Q Z 0 


在 这 种 内 积 定义 下 , 矢量 的 自 内 积 不 一 定 是 实数 , 更 不 恒 正 . 对 实 矢 基 空间 , 这 种 定 
义 与 前 面 内 积 定义 是 一 致 的 . 还 有 一 种 内 积 定义 是 把 式 (1.51) 中 的 9 取 为 非 奇 反 
对 称 矩 阵 , 这 种 内 积 常 称 为 尾 内 积 . 

在 给 定 的 矢量 基 中 , REANG. 要 把 两 矢 基 的 内 积 表 为 列 矩阵 的 适当 
乘积 则 遇 到 一 点 麻烦 , 因为 在 矩阵 运算 中 , 甜 阵 的 乘积 已 有 明确 的 定义 . 列 矩阵 的 
共 罗 矩 阵 或 转 置 矩 阵 是 行 矩 阵 , 只 有 行 窍 阵 和 列 矩 阵 相 乘 才 会 变 成 数 


10= Y ob (1.52) 


m 


R 
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aT b=  a,b, (1.53) 
m 


其 中 , 两 列 矩阵 a A b 的 维 数 相同 . 如 果 把 这 样 的 列 矩阵 乘积 与 矢量 内 积 的 定义 对 
应 起 来 , 则 式 (1.52) 对 应 式 (1.43), 而 式 (1.53) 对 应 式 (1.51), 但 其 中 有 一 个 重要 的 
不 同 , 就 是 按照 式 (1.52) 或 (1.53) 定义 的 矢量 内 积 , 矢量 基 自 动 就 是 正 交 归 一 的 , 因 
为 矢量 基 的 列 矩 阵 只 有 一 个 分 量 不 为 0, 而 为 1. 只 有 当 矢量 基 正 交 归 一 时 , 矢量 的 
内 积 才 等 于 列 矩 阵 的 内 积 , 否则 对 应 关系 要 做 相应 的 修正 


(alb) =a! Q b (1.54) 


(a|Rb) = Ü a} Rvpbp(enles) =a! QD(R) b (1.55) 
pvp 


这 一 差别 容易 引起 混淆 , 应 该 特别 注意 . 

最 后 , 简单 介绍 一 下 算 符 R 的 共 辆 算 符 Ri 的 概念 . 共 轿 算 符 Rt 的 定义 是 与 
内 积 定 义 相 联 系 的 , 可 以 从 共 轴 c 和 矩阵 的 定义 中 得 到 启发 . 设 a A b 是 两 维 数 相同 的 
任意 列 矩阵 , D(R) 是 相同 维 数 的 方 矩阵 , WIERE D1(R) 满足 


[D(R)bJI a= [at D(R) b|” = Y aD; (R)b; = Y” byDt,(R)an =b DI(R) a 
py vp 
基 子 力学 中 共 斩 算 符 的 定义 是 此 式 的 推广 , 用 狄 拉克 符号 表达 为 
(Rbla) = (a|Rb)* = (b|Rta) (1.56) 


算 符 的 共 罗 关 系 是 相互 的 . 注意 , 如 果 矢 基 基 不 是 正 交 归 一 的 , HARHA R 
和 Rt, 在 此 基 中 的 矩阵 形式 D(R) 和 X 不 一 定 互 为 共 轿 矩阵 


Re,=3 epDps(R), Rte, = Y enXm 
5 Di, (R)leslev) = (Re,le,) = (eulRte,) = (eslep) Xo 
X = ADİ (R) (1.57) 
只 有 当 矢 量 基 正 交 归 一 时 , HAE AEA I AAE EE. 
16 矩阵 的 直接 乘积 


基 子 系统 由 两 个 子 系统 组 成 时 , 系统 波 函 数 往往 表 成 两 个 子 系统 波 函 数 的 乘积 ， 
或 乘积 的 线性 组 合 . 设 两 子 系统 的 函数 基 分 别 记 作 w, 和 pi 则 合成 系统 波 函数 可 
表 成 下 面 乘积 基 的 线性 组 合 


Wi, 1l<au<m, 1<i<n (1.58) 
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设 两 子 系统 的 函数 空间 分 别 是 m 维和 n 维 的 , 则 合成 系统 的 函数 空间 是 mn 维 的 ， 
通常 称 为 两 个 函数 空间 的 直接 乘积 . 只 要 把 函数 空间 换 成 一 般 的 线性 空间 , 同样 可 
以 定义 两 个 线性 空间 的 直接 乘积 

设 两 子 空间 关于 线性 算 符 R 都 是 不 变 的 , 在 上 述 基 中 算 符 RR 的 矩阵 形式 分 别 
是 m 维和 矩阵 DO(R) fll n EERE DO) (R) 


Ro, =) WDYR), Ré =Y DRR) (1.59) 
v=1 j=1 


则 在 直接 乘积 空间 中 , 尺 算 符 关于 乘积 基 的 矩阵 形式 是 mn 维 的 , 称 为 矩阵 DO (R) 
和 矩阵 DO(R) 的 直接 乘积 , 简称 直 积 , 记 作 DO(R) x DO) (R), B 


Riuh) = 5 (Wd) [zw x DO a (1.60) 
vj š 
[pem x DO(R)] = DI)(R)D)(R) (1.61) 
vimi 


直 乘 空间 的 基 需 要 两 个 指标 u 和 i 作为 整体 来 共同 描写 . 通常 选取 指标 的 排列 次 
序 为 , 第 一 个 指标 自 小 至 大 排列 , 对 第 一 个 指标 的 每 一 个 取 值 , 先 把 第 二 个 指标 自 小 
至 大 顺序 排列 . 例如 , 两 个 二 维 矩 阵 X 和 Y 的 直 乘 , 有 
XuYl XuyY2 X12Yn X42Yi 
> Ex XY ) _ | XuYa XuYe XoYa XıYz 
XaY X22Y XaYı XaYi2 X2Yu X22Y12 
XaYn X21Y22 X22Y21 X22Y22 


(1.62) 
车 参加 直 乘 的 两 矩阵 中 有 一 个 是 一 维 的 , 则 矩阵 直 乘 简化 为 数 与 矩阵 的 乘积 . 
HEERA M FEER. 这 些 性 质 不 难 证 明 , 例如 可 先 设想 矩阵 通过 相似 变换 对 
角 化 , 然后 做 简单 验证 . 
(1) 直 乘 矩 阵 的 维 数 等 于 因子 矩阵 维 数 的 乘积 . 
(2) Tr (X x Y) = (Tr X)(Tr Y). 
(3) BERE X, 和 X, 维 数 相同 , Y, 和 Yo 维 数 相同 , 则 
(Xi x Y1) (X2 x Y2) = (Xi Xo x Yi Y2) (1.63) 
(X xY) =X xY, 
(X xY) =XTxYT, (1.64) 
(X xY) = Xt xY! 


(4) BERE X 和 YY 的 维 数 分 别 为 m fl n, 则 


det (X x Y) = (det X)” (det Y)” (1.65) 


3 m .15 


(5) HERE X A Y 都 是 连续 参数 o 的 函数 , 则 


dx dy 
XxY)= z * Y+ XX 机 (1.66) 


d 
dal 
(6) X x Y 一 般 不 等 于 Y x X, 但 它们 的 差别 仅 在 于 行 ( 列 ) 排列 次 序 不 同 , 即 
相差 一 个 简单 相似 变换 . 例如 , 当 X 和 了 的 维 数 都 为 2 时 , 相差 的 相似 变换 为 


(1.67) 


ooon 
e= c° 
oorno 
~ooo 


习 题 


1. 证 明和 矩阵 的 本 征 值 之 和 等 于 矩阵 迹 , 本 征 值 之 积 等 于 矩阵 行列 式 . 
2. 找 相似 变换 把 下 列 抢 阵 对 角 化 


1 -Vi 1 0 ino 
Do -6|; © (2 a ). 
| 


3. 找 相似 变换 矩阵 M 使 


0 一 cosg  sin@sinç 0 -1 0 
M` cos 0 0 -singcosp |M =| 1 0 o|. 
一 singsinp singcoswp 0 0 0 O 


4. 找 相似 变换 矩阵 M 使 


5 
— 
ooo 
: 

olo 
CERON 
z = x 
II lI lI 
a- I- —— 

P a 
i 
kanya 
L 
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5. 设 
1 St = 
Ta 9) y=1f -1 -v5 
0 -1 21 73 -1 
找 相似 变换 矩阵 M 使 
1 0 0 0 
-1 
mxx X)M = | Š We 
和 人 
0 0 0 -1! 
20 0 0 
02 0 0 
M` (Y xY)M = 1 
2| o 0 -1 -v3 
0 0 v -1 
6. 找 使 下 面 三 矩阵 同时 对 角 化 的 公共 相似 变换 矩阵 M 
000100 000100 000111 
000010 0900001 000111 
000001 000010 LE Hk Es 
100000f |1ı00000f' |111000 
010000 001000 111000 
001000 010000 111000 


“4 


. 写 出 既 么 正 又 厄 米 的 m x m 矩阵 的 一 般 形式 . 

. 车 det X Z 0, 证 明 X! X 和 X X! 都 是 正定 的 厄 米 矩 阵 . 
9. 证 明 : (1) 若 XIX =1, W XX! = 1; 

(2) 若 X-IX =1, W XX =1; 

(3) # XTX =1, W XXT =1. 


10. 试 讨论 2 x 2 么 正和 矩阵 和 实 正 交 矩阵 各 含有 多 少 个 独立 实 参 数 , 并 写 出 它们 的 一 般 表 达 


p 


11. 证 明和 矩阵 X 能 通过 么 正 相 似 变换 对 角 化 的 充 要 条 件 是 X 和 X1 乘积 可 以 对 易 . 
12. 证 明 任何 矩阵 R 都 可 通过 相似 变换 化 为 若 尔 当 (Jordan) 标准 型 的 直 和 , 若 尔 当 标准 型 


入 当 a=b, 
Ræ=4 0 RÈ 1, 当 a+1=b, 
0, 其 他 . 


第 二 章 ” 群 的 基本 概念 


群 论 是 研究 系统 对 称 性 质 的 有 力 工具 . 在 这 一 章 里 , 我 们 首先 从 系统 对 称 性 质 
的 研究 中 , 概括 出 群 的 基本 概念 , 通过 一 些 简单 的 和 物理 中 常见 的 群 的 例子 , 使 读者 
对 群 有 较 具 体 的 认识 ; 然后 , 引入 群 的 各 种 子 集 的 概念 , 群 的 同 构 与 同 态 的 概念 , 群 
的 直接 乘积 的 概念 , 对 有 限 群 来 说 , 群 的 全 部 性 质 都 体现 在 群 的 乘法 表 中 . 我 们 将 
介绍 填写 群 乘法 表 的 方法 和 如 何 由 群 的 乘法 表 来 分 析 有 限 群 性 质 . 
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对 称 是 一 个 人 们 十 分 熟悉 的 用 语 ， 世 界 处 在 既 对 称 又 不 严格 对 称 的 矛盾 统一 
之 中 . 房屋 布局 的 对 称 给 人 一 种 舒服 的 感觉 , 但 过 分 的 严格 对 称 又 给 人 死板 的 感觉 . 
科学 理论 的 和 谐 美 , 其 中 很 大 程度 上 表现 为 对 称 的 美 .在 现代 科学 研究 中 , 对 称 性 
的 研究 起 着 越 来 越 重 要 的 作用 . 

我 们 常 说 , 斜 三 角形 很 不 对 称 , 等 腰 三 角形 比较 对 称 , 正三 角形 对 称 多 了 , 圆 比 
它们 都 更 对 称 . 但 是 , 对 称 性 的 高 低 究竟 是 如 何 描写 的 呢 ? 

对 称 的 概念 是 和 变换 密切 联系 在 一 起 的 , 所 谓 系统 的 对 称 性 就 是 指 它 对 某 种 变 
换 保持 不 变 的 性 质 . 保持 系统 不 变 的 变换 越 多 , 系统 的 对 称 性 就 越 高 ， 只 有 恒 等 变 
换 , 也 就 是 不 变 的 变换 , 才 保持 斜 三 角形 不 变 . 等 腰 三 角形 只 对 底 边 的 垂直 平分 面 
反射 保持 不 变 , 而 正三 角形 对 三 边 的 垂直 平分 面 反射 都 保持 不 变 , 还 对 通过 中 心算 
直 三 角形 所 在 平面 的 轴 转 动 +2x/3 角 的 变换 保持 不 变 . 圆 对 任 一 直径 的 垂直 平分 
面 的 反射 都 保持 不 变 , 也 对 通过 圆心 垂直 圆 所 在 平面 的 轴 转 动 任何 角度 的 变换 保持 
不 变 . 因为 保持 圆 不 变 的 变换 最 多 , 所 以 它 的 对 称 性 最 高 . 

基 子 系统 的 物理 特征 由 系统 的 哈密 顿 晤 (Hamiltonian) 决定 , 基 子 系统 的 对 称 
性 则 由 保持 系统 哈密 顿 量 不 变 的 变换 集合 来 描写 . 例如 , N 个 粒子 构成 的 孤立 系统 
的 哈密 顿 基 为 

六 之 
H=-7 > m; Vi + Ullri- rl) 
2=: i<j 
其 中 , r; 和 m; 是 第 了 个 粒子 的 坐标 矢量 和 质量 , V3 是 关于 ry 的 拉 普 拉 斯 (Laplace) 
算 符 , U 是 两 个 粒子 间 的 二 体 相互 作用 势 , 它 只 是 粒子 距离 的 函数 . 拉 普 拉 斯 算 符 
是 对 坐标 分 基 的 二 阶 微 商 之 和 , 它 对 系统 平移 、 转 动 和 反 演 都 保持 不 变 ， 作用 势 只 
依赖 于 粒子 间 的 相对 坐标 绝对 值 , 它 也 对 这 些 变换 保持 不 变 . 若 粒子 是 全 同 粒子 , 哈 
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密 顿 基 还 对 粒子 间 的 任意 置换 保持 不 变 . 这 个 量子 系统 的 对 称 性 质 就 用 系统 对 这 
些 变换 的 不 变性 来 描述 

保持 系统 不 变 的 变换 称 为 系统 的 对 称 变换 , 对 称 变换 的 集合 描写 系统 的 全 部 对 
称 性 质 . 根据 系统 的 对 称 性 质 , 通过 群 论 方法 研究 , 可 以 直接 得 到 系统 许多 精确 的 、 
与 细节 无 关 的 重要 性 质 . 我 们 还 没有 学 习 群 论 方法 , 还 无 法 用 群 论 方法 对 系统 的 复 
杂 对 称 性 质 进行 研究 , 但 为 了 使 读者 对 群 论 方法 有 一 个 直观 的 了 解 , 下 面 举 一 个 简 
单 例子 说 明 群 论 方法 的 基本 思路 . 

研究 一 个 具有 空间 反 演 对 称 性 的 量子 系统 ， 系统 哈密 顿 基 对 空间 反 演 变换 保 
持 不 变 , 因而 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 通过 空间 反 演 , 仍 是 哈密 顿 基 同一 本 征 值 的 本 
征 函数 . 用 P 代表 在 空间 反 演 下 波 函 数 的 变换 算 符 


Py(ry, r2, +) = Y(-ri, 一 r2，…) 


则 对 哈密 顿 基 来 说 , y 和 Py 有 相同 的 本 征 值 , 而 且 由 于 哈密 顿 基 是 线性 算 符 , % 和 
Py 的 任何 线性 组 合 仍 有 相同 的 本 征 值 . 取 如 下 组 合 


$s +P, ba ~p- Ph 
Pos = $s , Péa = -ġa 


在 空间 反 演 中 按 式 (2.1) 变换 的 波 函数 Bs 和 óA 分 别称 为 具有 偶 字 称 和 奇 宇 称 的 
波 函数 我 们 看 到 , 不 管 系统 的 具体 性 质 如 何 , 只 要 系统 具有 空间 反 演 对 称 性 , 它 的 
定 态 波 函 数 ( 即 哈密 顿 基 本 征 函数 ) 总 可 组 合成 具有 确定 字 称 状态 的 函数 , 这 就 是 
说 , 字 称 是 该 系统 的 守恒 基 , 可 以 用 字 称 来 对 该 系统 的 定 态 波 函 数 进行 分 类 进 一 
步 , 作为 一 级 近似 , 电 侦 极 路 迁 的 概率 与 电 偶 极 算 符 在 初 末 态 间 的 矩阵 元 模 平方 成 
比例 , 这 个 矩阵 元 表达 成 初 末 态 波 函 数 和 电 侦 极 算 符 的 乘积 关于 坐标 的 积分 . 因为 
电 偶 极 算 符 与 坐标 算 符 成 比例 , 是 坐标 的 奇 函 数 , 它 在 空间 反 演 中 改 符号 , 所 以 当初 
末 态 字 称 相同 时 , 这 个 矩阵 元 的 被 积 函 数 是 坐标 的 奇 函 数 , 它 的 空间 积分 为 零 , 也 就 
是 说 , 在 宇 称 状态 相同 的 初 末 态 间 电 偶 极 跃迁 概率 的 一 级 近似 为 零 . 这 一 性 质 在 基 
PHF PIA BERRE EEEN. 

这 一 简单 例子 说 明 , 尽管 系统 哈密 顿 基 可 能 很 复杂 , BEEVI EER, 
但 从 研究 系统 的 对 称 性 质 着 手 , 可 以 得 到 系统 某 些 精确 的 与 细节 无 关 的 重要 性 质 
(例如 , 根据 对 称 性 , 可 确定 系统 的 守恒 量 ), 可 对 系统 的 定 态 波 函数 进行 分 类 , 并 可 
得 出 精确 的 牙 迁 选择 定 则 . 


(2.1) 


22 群 及 其 乘法 表 


保持 系统 不 变 的 变换 称 为 系统 的 对 称 变换 , 系统 的 对 称 性 质 由 对 称 变换 的 集合 
来 描写 . 我 们 先 来 研究 系统 对 称 变换 集合 的 一 般 性 质 . 按照 物理 中 的 惯例 , 两 个 变 
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换 的 乘积 定义 为 相继 做 两 次 变换 . 显然 , 两 个 对 称 变换 的 乘积 仍 是 系统 的 对 称 变换 ， 
三 个 对 称 变换 的 乘积 满足 结合 律 . 不 变 的 变换 , 即 恒 等 变换 也 是 一 个 对 称 变换 , 它 与 
任何 一 个 对 称 变换 的 乘积 仍 是 该 对 称 变换 .系统 对 称 变换 的 道 变换 也 是 系统 的 一 
个 对 称 变换 . 上 述 性 质 是 系统 对 称 变换 集合 的 共同 的 性 质 , 与 具体 系统 的 具体 对 称 
性 质 无 关 . 把 对 称 变换 集合 的 这 些 共同 性 质 归纳 出 来 , 得 到 群 (group) 的 定义 . 

定义 ”在 规定 了 元 素 的 “乘积 ”法 则 后 , 元 素 的 集合 G 如 果 满 足下 面 四 个 条 
件 , 则 称 为 群 . 

(1) 集合 对 乘积 的 封闭 性 . 集合 中 任意 两 元 素 的 乘积 仍 属 此 集合 


RSeG, YVR 和 SeG. (2.2) 
(2) 乘积 满足 结合 律 . 
R(ST)=(RST, YR,S 和 TEeG. (2.3) 
(3) 集合 中 存在 恒 元 E, 用 它 左 乘 集合 中 的 任意 元 素 , 保持 该 元 素 不 变 , 即 
EeG, ER=R, VREG. (2.4) 
(4) 任何 元 素 已 的 逆 R 存在 于 集合 中 , 满足 
YREG, 3R-1eG, {R `R=E. (2.5) 


作为 数学 中 群 的 定义 , 群 的 元 素 可 以 是 任何 客体 , 元 素 的 乘积 也 可 任意 规定 . 一 
旦 确定 了 元 素 的 集合 和 元 素 的 乘积 规则 , 满足 上 述 四 个 条 件 的 集合 就 称 为 群 . 系统 
对 称 变换 的 集合 , 关于 变换 的 乘积 , 满足 群 的 四 个 条 件 因而 构成 群 , 称 为 系统 的 对 称 
变换 群 . 在 物理 中 常见 的 群 大 多 是 线性 变换 群 、 线 性 算 符 群 或 矩阵 群 . 如 果 没 有 特 
别 说 明 , 当 元 素 是 线性 变换 或 线性 算 符 时 , 元 素 的 乘积 都 定义 为 相继 做 两 次 变换 ; 当 
元 素 是 矩阵 时 , 元 素 的 乘积 则 取 通 常 的 矩阵 乘积 . 

在 群 的 定义 中 , 群 元 素 是 什么 客体 并 不 重要 , 重要 的 是 它们 的 乘积 规则 , 也 就 是 
它们 以 什么 方式 构成 群 . 如 果 两 个 群 , 它们 的 元 素 之 间 可 用 某 种 适当 给 定 的 方式 一 
一 对 应 起 来 , 而 且 元 素 的 乘积 仍 以 此 同一 方式 一 一 对 应 , 那么 , 从 群 论 观点 看 , 这 两 
个 群 完全 相同 , 虽然 它们 描述 的 对 象 可 以 完全 不 同 . 文献 中 常 称 这 种 对 应 关系 对 元 
素 乘积 保持 不 变 . 具有 这 种 对 应 关系 的 两 个 群 称 为 同 构 (isomorphism). 

EAN ERG 和 G 的 所 有 元 素 间 都 按 某 种 规则 存在 一 一 对 应 关系 , 它们 的 
乘积 也 按 同 一 规则 一 一 对 应 ， 则 称 两 群 同 构 ， 用 符号 表示 , E RA S < G, F' 和 
S'e @, R) — R, S! — S, YH R'S! — RS, N G = G, HERS “c” RR 
—— JE, “s” RREH. 
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互相 同 构 的 群 , 它们 群 的 性 质 完全 相同 . 研究 清楚 一 个 群 的 性 质 , 也 就 了 解 了 
所 有 与 它 同 构 的 群 的 性 质 . 在 群 同 构 的 定义 里 , 元 素 之 间 的 对 应 规则 没有 什么 限制 
但 如 果 选 择 的 规则 不 适当 , 使 元 素 的 乘积 不 再 按 此 规则 一 一 对 应 , 并 不 等 于 说 , 这 两 
个 群 就 不 同 构 ， 只 要 对 某 一 种 对 应 规则 , 两 个 群 符合 群 同 构 的 定义 , 它们 就 是 同 构 
的 . 


从 群 的 定义 出 发 , 可 以 证 明 , 恒 元 和 逆 元 也 满足 
RE=R, RR'=E (2.6) 


第 二 个 式 子 表明 元 素 与 其 逆 元 是 相互 的 . 由 此 易 证 群 中 恒 元 是 唯一 的 , 即 若 还 存在 
元 素 E', 满足 E'R = R, 则 E' = E. 群 中 任 一 元 素 的 逆 元 是 唯一 的 , 即 若 SR = E, 
则 S= R. 于 是 , 恒 元 的 逆 元 是 恒 元 , 和 (RS) =S R. 作为 逻辑 练习 , 习题 
第 1 题 让 读者 证 明 这 些 结论 . 证 明 中 除了 群 的 定义 外 , 不 能 用 以 前 熟悉 的 任何 运算 
规则 , 因为 它们 不 一 定 适合 群 元 素 的 运算 . 下 面 我 们 认为 这 些 结论 已 经 证 明 , 可 以 
应 用 了 . 

一 般 说 来 , 群 元 素 乘积 不 能 对 易 , RS Z SR. 元素 乘积 都 可 以 对 易 的 群 称 为 阿 
贝尔 (Abel) 群 . 若 群 中 至 少 有 一 对 元 素 的 乘积 不 能 对 易 , 就 称 为 非 阿 贝尔 群 . 元 素 
数目 有 限 的 群 称 为 有 限 群 , 元 素 的 数目 9 称 为 有 限 群 的 阶 (order). 元 素数 目 无 限 的 
群 称 为 无 限 群 , 如 果 无 限 群 的 元 素 可 用 一 组 连续 变化 的 参数 描写 , 则 称 为 连续 群 . 

把 群 的 子 集 , 即 群 中 部 分 元 素 的 集合 R = {R Ron =, Rm} 看 作 一 个 整体 ， 
称 为 复元 素 . 作为 集合 , 复元 素 不 考 虚 所 包含 元 素 的 排列 次 序 , 且 重 复 的 元 素 只 取 
一 次 . 两 复元 素 相等 , 即 R = S 的 充 要 条 件 是 它们 包含 的 元 素 相同 , R c S 和 
S c RR 普通 元 素 和 复元 素 相 乘 仍 是 复元 素 . TR 是 由 元 素 TR 的 集合 构成 的 复 
元 素 , 而 RT 则 由 元 素 RT 的 集合 构成 . 设 S = {51，52,.…，5n}, 两 复元 素 的 乘 
积 RS 是 所 有 形 如 R,S, 的 元 素 集合 构成 的 复元 素 . 上 面 出 现 的 元 素 乘积 , 如 T R;, 
R;T 和 R;S., 均 按 群 元 素 的 乘积 规则 相 乘 . 复元 素 的 乘积 满足 结合 律 . 如 果 复 元 素 
的 集合 , 按照 复元 素 的 乘积 规则 , 符合 群 的 四 个 条 件 , 也 可 构成 群 . 

定理 一 ( 重 排 定理 ) ” 设 工 是 群 G = (E, R, S, -..) 中 的 任 一 确定 元 素 , 则 下 
面 三 个 集合 与 原 群 G 相同 


TG=(T, TR, TS, --.y, 
GT = (T, RT, ST, ---) , 
G-1= (E, R-!, S—1, ...) 
用 复元 素 符号 表达 为 
TG=GT=G-!=G (2.7) 
证 明 以 TG = G 为 例证 明 集合 TG 的 所 有 元 素 都 是 群 G 的 元 素 , 故 
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TG c G. 反之 , 群 G 的 任意 元 素 RTR R = T(T-` R), 而 (T-1R) 是 群 G 的 
元 素 , 故 R 属 于 TG, G c TG. 证 完 . 

对 于 有 限 群 , 群 元 素数 目 有 限 , 我 们 有 可 能 把 元 素 的 乘积 全 部 排列 出 来 , 构成 
一 个 表 , 称 为 群 的 乘法 表 (multiplication table), 简称 群 表 ， 为 了 确定 起 见 ,对 于 
RS = T, 今后 我 们 称 R 为 左 乘 元 素 , S 为 右 乘 元 素 , 而 T 为 乘积 元 素 . 乘法 表 由 下 
法 建立 : 在 表 的 最 左面 一 列 , 把 全 部 群 元 素 列 出 来 , 作为 左 乘 元 素 , 在 表 的 最 上 面 一 
行 , 也 把 全 部 群 元 素 列 出 来 , 作为 右 乘 元 素 , 元 素 的 排列 次 序 可 以 任意 选 定 , 常 让 左 
乘 元 素 和 右 乘 元 素 的 排列 次 序 相同 , 恒 元 排 在 第 一 位 . 表 的 内 容 有 g x g 格 , 每 一 格 
填 入 它 所 在 行 最 左面 一 列 的 元 素 R( 左 乘 元 素 ) 和 它 所 在 列 最 上 面 一 行 的 元 素 SA 
乘 元 素 ) 的 乘积 RS. 如 果 恒 元 排 在 表 中 第 一 个 位 置 , 因 它 与 任何 元 素 相 乘 还 是 该 元 
K, 故 乘法 表 内 容 中 第 一 行 和 右 乘 元 素 相 同 , 第 一 列 和 左 乘 元 素 相 同 . 由 重 排 定理 ， 
乘法 表 乘 积 元 素 中 每 一 行 (或 列 ) 都 不 会 有 重复 元 素 . 乘法 表 完 全 描写 了 有 限 群 的 
性 质 . 

对 两 个 阶 数 相同 的 有 限 群 , 当 把 群 元 素 分 别 按 一 定 次 序列 在 乘法 表 上 时 , 实际 
上 已 给 出 了 它们 元 素 之 间 的 一 种 一 一 对 应 关系 . 如 果 在 此 对 应 下 , 它们 的 乘法 表 完 
全 相同 , 则 此 两 群 同 构 . 当然 , 如 果 由 于 群 元 素 排列 次 序 选 得 不 适当 , 本 来 同 构 的 群 
也 可 能 看 起 来 似乎 有 不 同 的 乘法 表 . 当 阶 数 确定 后 , 重 排 定理 大 大 限制 了 互相 不 同 
构 的 有 限 群 数目 . 例如 , 以 后 我 们 将 证 明 , 阶 数 为 相同 素数 的 有 限 群 都 同 构 . 

我 们 先 来 看 二 阶 群 和 三 阶 群 的 乘法 表 . 当 把 第 一 列 和 第 一 行 按 左 乘 元 素 和 右 乘 
元 素 填 完 后 , 重 排 定理 已 完全 确定 了 表 中 剩余 位 置 的 填充 , 如 表 2.1 和 表 2.2 所 示 . 


表 2.1 ”二 阶 群 的 乘法 表 表 2.2 ”三 阶 群 的 乘法 表 


e o 


e 
ele o e 
w 
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在 二 阶 群 中 , 可 让 e 代表 恒 等 变换 , 代表 空间 反 演 变换 , 则 此 群 正 是 对 空间 反 
演 不 变 的 系统 的 对 称 变换 群 , 常 记 作 V2. 也 可 让 e 代表 数 1, 代表 数 -1, 按 普通 
的 数 乘积 , 它们 也 构成 二 阶 群 , 记 作 C2. 这 两 群 是 同 构 的 , V2 = C, 从 群 论 观 点 看 
它们 完全 相同 . 三 阶 群 中 , 可 设 e = 1, w= exp(—i2z/3) 和 w = exp(i2r/3), 按 复数 
的 乘积 , 它们 构成 三 阶 群 , 记 作 Cs. 

这 两 个 例子 有 一 个 共同 的 特点 , 就 是 群 中 所 有 元 素 都 可 由 其 中 一 个 元 素 的 寡 次 
来 表达 . 二 阶 群 中 , e = o2; 三 阶 群 中 , w = w2, e = w3. 推 而 广 之 , 由 一 个 元 素 R K 
其 吞 次 构成 的 有 限 群 称 为 由 R 生成 的 循环 群 , 记 作 Cn, n 是 循环 群 的 阶 , R 称 为 循 
环 群 的 生成 元 . n 阶 循环 群 的 一 般 形 式 是 


Cn = (E, R, R?, Pr]， R=E, Ri=R"! (28) 
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循环 群 的 一 个 典型 例子 是 由 绕 空间 固定 轴 转 动 2r/N 角 的 变换 R 生成 的 群 . 在 晶 
体 理论 中 , 如 果 玉 是 晶体 的 对 称 变换 , 则 此 轴 就 称 为 晶体 的 N 次 固有 转动 轴 , 简称 
N 次 轴 , 转动 R 称 为 N 次 转动 . 为 了 区 分 R 和 R, 需要 规定 轴 的 正 向 , 按 右手 
螺旋 法 则 绕 轴 的 正 向 旋转 2r/N 角 的 转动 称 为 R. 对 二 次 轴 不 必 规定 轴 的 方向 , 因 
为 R = R-!. 循环 群 中 元 素 乘积 可 以 对 易 , 因而 循环 群 是 阿 贝尔 群 . 循环 群生 成 元 
的 选择 不 是 唯一 的 , 例如 三 阶 循环 群 中 o 和 o" 都 可 作 生 成 元 . 循环 群 的 乘法 表 有 
共同 的 特点 , 当 表 中 元 素 按 生成 元 的 智 次 排列 时 , 表 的 每 一 行 都 可 由 前 一 行 向 左 移 
动 一 格 得 到 , 而 最 左面 的 元 素 移 到 最 右面 去 . 

既然 有 限 群 的 元 素数 目 是 有 限 的 , 那么 有 限 群 任 一 元 素 的 自 乘 , 当 朝 次 足够 高 
时 必然 会 有 重复 . 由 群 中 恒 元 唯一 性 知 , 有 限 群 任 一 元 素 的 自 乘 若 干 次 后 必 可 得 到 
恒 元 . 若 R" = E, n 是 R 自 乘 得 到 恒 元 的 最 低 舌 次 , 则 n 称 为 元 素 R 的 阶 , RER 
的 循环 群 称 为 R 的 周期 . 恒 元 , 也 只 有 恒 元 的 阶 为 1. 同一 有 限 群 中 不 同 元 素 的 阶 
可 以 不 同 , 不 同 元 素 的 周期 也 可 有 重复 或 重合 . 请 注意 不 要 混淆 群 的 阶 和 元 素 的 阶 
这 两 个 不 同 的 概念 , 只 有 循环 群生 成 元 的 阶 才 等 于 该 群 的 阶 . 

有 限 群 中 任 一 元 素 R 的 周期 构成 群 中 一 个 子 集 . 若 此 子 集 尚未 充满 整个 群 , 则 
在 子 集 外 再 任 取 群 中 一 元 素 S, 由 RR 和 S 所 有 可 能 的 乘积 构成 一 个 更 大 的 子 集 . 若 
它 还 没有 充满 整个 群 , 则 再 取 第 三 个 、 第 四 个 元 素 加 入 上 述 乘积 , 最 后 总 能 充满 束 
个 群 , 即 群 中 所 有 元 素 都 可 表 为 若干 个 元 素 的 乘积 . 适当 选择 这 些 元 素 , 使 有 限 群 中 
所 有 元 素 都 可 表 为 尽 可 能 少 的 若干 个 元 素 的 乘积 , 这 些 元 素 称 为 有 限 群 的 生成 元 ， 
有 限 群 生成 元 的 数目 称 为 有 限 群 的 秩 . 由 于 取 生 成 元 数目 尽量 少 , 生成 元 不 能 表 成 
其 他 生成 元 的 乘积 . 

现在 来 研究 四 阶 群 的 乘法 表 . 如 果 群 中 有 一 个 元 素 的 阶 数 为 4, 则 此 群 是 四 阶 
循环 群 C4, 它 的 乘法 表 如 表 2.3 所 示 . 容易 检验 , 四 阶 群 中 元 素 的 阶 不 能 为 3, 否则 
它 的 周期 构成 三 阶 循环 群 , 而 在 乘法 表 中 第 四 个 元 素 所 在 行 (和 列 ) 必定 会 出 现 重 
复元 素 . 余下 的 情况 是 , 除 恒 元 外 所 有 元 素 的 阶 数 都 是 2, 这 样 的 四 阶 群 乘法 表 如 表 
2.4 所 示 . 设 o, r 和 p 分 别 是 空间 反 演 、 时 间 反 演 和 时 空 全 反 演 , 则 此 群 称 为 四 阶 
反 演 群 V4. 对 于 给 定 的 四 阶 群 , 如 何 判断 它 与 哪个 群 同 构 呢 ? 如 果 四 阶 群 中 有 阶 数 
大 于 2 的 元 素 , 它 就 与 C4 群 同 构 ; 反之 , 如 果 在 四 阶 群 中 阶 数 等 于 2 的 元 素 多 于 一 
+, 它 就 与 V4 群 同 构 . 


表 2.3 OMERE C. 的 乘法 表 表 2.4 ONERE V. ORAR 
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最 简单 的 非 阿 贝尔 群 是 正三 角形 对 称 群 Ds, 它 由 六 个 元 素 组 成 : 过 三 角形 中 心 
O 垂直 三 角形 所 在 平面 的 轴 是 三 次 轴 , 以 向 上 方向 为 轴 的 正 向 , 转动 27/3 角 的 元 
素 分 别 记 作 D 和 F, 恒 等 变 换 为 E, 若 三 角形 三 个 顶点 分 别 记 作 A, B 和 C, WE 
个 轴 OA, OB 和 OC 都 是 二 次 轴 , 相应 转动 x 角 的 元 素 分 别 也 记 作 A, BA C. 三 
角形 顶点 和 对 称 变换 元 素 用 相同 的 符号 标记 , 一 般 不 会 引起 混淆， 这 些 转动 是 保持 
三 角形 在 平面 上 的 位 置 不 变 的 全 部 变换 , 因而 它们 构成 正三 角形 的 对 称 变换 群 . 恒 
元 的 阶 为 1, 三 次 转动 元 素 D 和 F 的 阶 为 3, 二 次 转动 元 素 A, BA C 的 阶 为 2. 

CDVB 4Y 


B'(-1,- 3) 


图 2.1 正三 角形 的 坐标 


建立 群 表 的 方法 有 很 多 , 下 面 结合 Ds 群 , 介绍 两 种 典型 的 方法 . 在 平面 上 建立 
平面 直角 坐标 系 OXY, 画 正 三 角形 A4' BC', 中 心 在 原点 , A 点 在 正 z 轴 上 , 三 顶 
点 的 坐标 ( 见 图 2.1) 分 别 为 : 4'(2,0), B'(—1, -V3) 和 C'(—1, V3). 把 同样 大 小 的 正 
三 角形 AABC 放 在 平面 上 , AMA RA, BAB 重合 , C 和 C' 重合 . 现在 固定 
坐标 平面 ,用 上 述 六 种 变换 来 变动 AABO, 使 三 个 顶点 A, B 和 C 分 别 以 不 同方 式 
与 和, B' 和 C' 点 重合 . 六 种 对 称 变换 的 结果 列 于 表 2.5. 现在 可 利用 表 2.5 来 计算 
两 变换 的 乘积 . 例如 , 计算 变换 乘积 DA, 点 4 在 变换 4 中 保持 不 变 , 再 经 变换 D 
变 到 点 O, 点 B 经 变换 A 变 到 点 C, 然后 把 它 看 作 新 的 C 点 , 经 变换 D 变 到 点 
B'. 两 点 已 经 完全 确定 了 三 角形 变换 后 的 位 置 , C 点 经 变换 DA 只 能 变 到 点 A. 初 
学 时 不 妨 仍 用 上 法 计算 作为 检验 , 即 点 C 经 变换 4 变 到 点 B', 然后 把 它 看 作 新 的 
B 点 , 经 变换 D 变 到 点 A. 既然 A, B 和 C 三 点 经 变换 DA 分 别 变 到 C”, B' 和 A 
点 , 从 表 中 查 出 它 与 变换 B 的 结果 相同 , 可 见 DA = B. 同 理 可 计算 其 他 元 素 的 乘 
积 . 以 后 为 方便 起 见 , 在 与 表 2.5 类 似 的 表 中 把 撤 都 省 略 掉 . 

学 会 了 计算 群 元 素 乘积 的 方法 ， 就 可 以 来 填写 Ds 群 的 乘法 表 . 因 Ds 群 售 六 
个 元 素 , 乘法 表 中 有 36 个 位 置 要 填写 . 事实 上 , 我 们 不 必用 上 法 计算 36 次 , 因为 许 
多 乘积 可 用 更 简单 的 方法 算出 来 . 在 表 2.6 中 先 把 第 一 行 和 第 一 列 填 好 , 它们 代表 
恒 元 和 群 元 素 的 乘积 . 因为 三 次 固有 转动 轴 的 三 个 元 素 E, D 和 F 构成 三 阶 循环 
群 , 它们 的 乘法 表 已 由 表 2.2 给 出 , 可 以 先 填 好 . 二 次 转动 轴 的 元 素 A, BA C 的 阶 
为 2, 它们 的 平方 是 恒 元 E, 这 样 在 后 三 行 对 角 线 位 置 都 填 入 E. 再 根据 刚才 的 计 
算 , DA = B, 把 B 填 入 第 二 行 第 四 列 ,第 二 行 的 剩余 两 格 可 以 根据 每 行 和 每 列 元 素 
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不 重复 的 原则 ( 重 排 定理 ), 分 别 填 以 C 和 A, 这 一 原则 也 决定 了 第 三 行 后 面 三 格 的 
填充 . 再 根据 A, B 和 C 是 二 阶 元 素 , 在 DA = B 两 边 , 用 AHR, 然后 再 用 B 左 
R, 算得 D = BA 和 BD = A, 从 而 把 D 和 4 分 别 填 入 第 五 行 的 第 四 和 第 二 列 . R 
下 的 格子 都 可 根据 重 排 定理 , 由 左 向 右 逐 列 填 过 去 . 这 样 , 我 们 只 用 到 Ds 群 群 元 素 
的 阶 数 和 公式 DA = B, 就 完成 了 乘法 表 的 填写 . 由 乘法 表 可 知 , Ds 群 的 秩 为 2, 两 
个 生成 元 可 取 DD 和 A, N F = D2, E = DŠ, B = DA 和 C= AD. 一 般 说 来 ,对 阶 
数 为 9 的 群 , 只 需要 知道 群 元 素 的 阶 数 分 布 和 若干 对 元 素 的 乘积 规则 , 就 可 以 算出 
全 部 g x 9 个 乘积 公式 来 . 


表 2.5 ”正三 角形 的 对 称 变换 表 2.6 正三 角形 对 称 群 Ds 的 乘法 表 


E D F A B c 


对 六 阶 群 , 若 有 一 个 元 素 的 阶 为 6, 则 此 群 为 循环 群 Cs. 由 重 排 定理 , 六 阶 群 
不 能 含有 阶 数 为 4 或 5 的 元 素 . 又 如 习题 第 4 题 让 读者 证 明 的 , 除 恒 元 外 六 阶 群 元 
素 的 阶 数 不 能 都 是 2. 若 六 阶 群 中 有 两 个 元 素 阶 数 为 3, WE D 和 F = D, 其 余 
元 素 记 作 A, B 和 C, W A?, B? 和 C? 都 不 能 等 于 D 或 F, 否则 它 是 六 阶 元 素 . 
由 重 排 定理 , D 和 F 左 乘 到 元 素 A, BH C 上 只 能 取 值 在 A, B 或 C 之 中 , 于 是 
42= B2 =C = 又 从 上 面 讨论 中 看 到 , 一 旦 DA 确定 下 来 , 整个 乘法 表 就 完全 
确定 了 , 而 由 重 排 定理 DA 只 能 等 于 B 或 C, 由 此 只 能 构成 两 种 乘法 表 . 作为 一 个 
抽象 群 , B 和 C 的 地 位 是 完全 平等 的 , 只 要 把 B 和 C 的 名 字 换 一 下 , 两 种 情况 的 乘 
法 表 就 完全 相同 . 换 名 字 相 当 于 给 出 两 群 元 素 间 一 种 一 一 对 应 的 规则 , 因而 这 两 种 
乘法 表 对 应 的 群 是 同 构 的 . 于 是 , 准确 到 同 构 , 六 阶 群 只 有 两 种 : 循环 群 Ce 和 正三 
角形 对 称 群 Ds. 对 于 给 定 的 六 阶 群 , 如 何 判断 它 与 哪个 群 同 构 呢 ? 如 果 六 阶 群 中 阶 
数 等 于 2 的 元 素 多 于 一 个 , 它 就 与 Ds 群 同 构 ; 反之 , 如 果 群 中 存在 阶 数 大 于 3 的 元 
素 ( 自 乘 三 次 还 未 出 现 恒 元 ), 则 它 就 与 Ce 群 同 构 . 

现在 我 们 介绍 建立 群 乘法 表 的 另 一 种 典型 方法 ， 把 正三 角形 的 变换 看 成 平面 
上 点 的 坐标 变换 , 变换 前 的 坐标 记 作 (z, y), 变换 后 的 坐标 记 作 (z”, v), 它们 都 用 
列 抢 阵 表 出 , 而 变换 元 素 表 为 2 x 2 矩阵 


(| e 


对 每 一 个 变换 , 把 变换 前 后 三 角形 顶点 的 坐标 代入 式 (2.9), BT E HETRE 
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HEER. 注意 , A 点 的 坐标 有 一 个 分 其 为 零 , 计算 中 要 尽量 多 利用 . 例如 , 变换 D 
把 4 点 变 到 C' 点 , 把 B 点 变 到 4' 点 , 于 是 有 等 式 


-1 [fab 2 2\_ [ab -1 

Bj] \ca o)’ 0) \ca -v3 
由 前 式 不 难 解 得 = -1/2 和 c = V3/2, 代入 后 式 得 5 = -V3/2 和 d= -1/2. 用 同 
样 方法 可 得 六 个 群 元 素 的 矩阵 形式 如 下 


1 0 1f -1 -v3 1f -1 v3 
(i) a) a). 

1 0 1f -1 v3 _1/ -1 -v3 
. k. RK: 
(2.10) 


由 这 六 个 矩阵 的 乘积 同样 可 以 得 到 乘法 表 2.6. 从 另 一 角度 说 , 这 六 个 矩阵 的 集合 ， 
按照 矩阵 乘积 构成 群 , 式 (2.10) 给 出 了 Ds 群 元 素 和 六 个 矩阵 间 的 一 个 一 一 对 应 关 
系 , 乘法 表 也 相同 , 因而 这 六 个 矩阵 构成 的 群 和 Ds 群 同 构 . 

应 用 上 面 的 方法 可 以 研究 正 N 边 形 对 称 群 Du. 把 正 N 边 形 放 在 zy 平面 上 ， 
中 心 和 原点 重合 , 一 个 顶点 在 z 轴 上 . 保持 正 N 边 形 不 变 的 变换 有 两 类 . z 轴 是 N 
次 固有 转动 轴 , 绕 z 轴 转 动 2x/N 角 的 变换 记 作 T, WE N 个 对 称 变换 T, T2, .... 
TY 和 TY = E. 在 zy 平面 上 , 当 N 是 偶数 时 , 两 相对 顶点 的 联 线 和 两 对 边 中 点 
的 联 线 都 是 二 次 固有 转动 轴 , 当 N 是 奇数 时 , 顶点 和 对 边 中 点 的 联 线 都 是 二 次 固有 
转动 轴 , 绕 它们 转动 n 角 的 变换 都 保持 正 N 边 形 不 变 . 这 样 的 二 次 转动 轴 共 有 N 
+, 它们 与 z 轴 的 夹 角 分 别 为 jn/N f, 对 应 的 对 称 变换 记 作 5;, 0 < j < (N 一 1). 
Dw 群 由 此 2N 个 元 素 Tm 和 S, 构成 . 与 正三 角形 对 称 群 Ds 的 符号 相 比 , T 就 是 
D, 而 So, Sı 和 S; 分 别 是 4,B 和 C. 

研究 Dw 群 元 素 的 乘积 规则 . T 的 周期 是 N 阶 循环 群 , 现在 关键 是 要 计算 TS 
等 于 什么 .既然 这 些 变换 都 不 移动 原点 , 那么 , 再 有 两 点 就 完全 确定 了 平面 图 形 的 
位 置 . 设 与 5; 相应 的 二 次 轴 上 有 点 A, 它 在 变换 S, 中 保持 不 变 , 而 在 变换 T hy: 
时 针 转 动 了 2r/N 角 , 设 转 到 B 点 . 相应 地 , 原先 的 B 点 , 经 S, 变 到 与 二 次 轴 对 称 
的 位 置 , 再 经 T 变换 , 恰好 转 到 4 点 . 可 见 TS, 是 绕 ZAOB 的 角 平 分 线 转动 n 角 
的 变换 , 因为 此 角 平分 线 与 原 二 次 轴 夹 角 为 n/N, 所 以 


TSj= Sj, j mod N (2.11) 


j mod N 是 一 种 常用 的 数学 符号 , 它 把 取 值 相差 N 的 两 个 j 看 作 是 相同 的 , 即 
Sjan = Sj. RÈ (2.11) 是 Ds 群 中 公式 DA = B 的 推广 注意 到 S, 的 阶 是 2, 由 式 
(2.11) 可 扒 得 群 中 所 有 元 素 的 乘积 规则 
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TN=S2= E, T™Sj = Smij » 
Tm = SmS = SjSj-m, SjT™= Sj_m, 


R (2.12) 是 给 出 有 限 群 元 素 乘积 规则 的 另 一 种 方法 , 当 群 的 阶 数 较 高 时 , 这 个 方法 


比 乘法 表 更 方便 , 但 阶 数 较 低 时 采用 乘法 表 更 直观 . 可取 Dy 群 的 生成 元 为 了 和 
So, 而 Sm = T™ So. 


j 和 mmodN (212) 


2.3 和 群 的 各 种 子 集 
一 、 子 群 


群 G 的 子 集 H, 如 果 按 照 原来 的 元 素 乘积 规则 , 也 满足 群 的 四 个 条 件 , 则 称 为 
群 G 的 子 群 (subgroup). 注意 , 乘积 规则 是 群 的 最 重要 的 性 质 , 如 果 给 子 集 元 素 重 
新 定义 新 的 乘积 规则 , 那 它 就 与 原 群 脱离 了 关系 , 即使 此 子 集 构成 群 , 也 不 能 称 为 原 
群 的 子 群 . 

既然 子 集 元 素 满足 原 群 的 元 素 乘积 规则 , 结合 律 是 显然 满足 的 . 如 果子 集 对 元 
素 乘 积 封 闭 , 则 它 必定 包含 子 集 中 任 一 元 素 的 周期 , 对 有 限 群 来 说 , 元 素 R 的 周期 
包含 了 恒 元 和 逆 元 R, 因此 在 判别 有 限 群 的 子 集 是 否 构成 子 群 时 , 检验 子 集 是 否 
满足 封闭 性 就 够 了 . 当然 对 无 限 群 , 判定 子 群 还 必须 检验 恒 元 和 逆 元 是 否 在 子 集中 . 
不 含 恒 元 的 子 集 肯 定 不 是 子 群 , 这 是 否定 子 集 为 子 群 的 最 简单 的 判 据 . 

任何 群 都 有 两 个 平庸 的 子 群 , 恒 元 和 整个 群 , 但 通常 更 关心 非 平庸 子 群 . 任 一 元 
素 的 周期 构成 子 群 , 称 为 循环 子 群 (cyclic subgroup). 循环 子 群 和 阶 数 相同 的 循环 群 
同 构 , 通常 就 记 作 Cu, 必要 时 用 撤 来 加 以 区 分 . 寻找 有 限 群 的 子 群 的 最 好 方法 就 是 
先 列 出 它 的 全 部 循环 子 群 , 然后 把 若干 循环 子 群 并 起 来 , 看 它们 是 否 满足 封闭 性 . 正 
三 角形 对 称 群 Ds 只 包含 循环 子 群 , 它们 是 (E, A}, (E, B), (E, C) 和 {E, D, P). 
Va 群 包含 三 个 循环 子 群 (e, o}, (e, r) 和 (e, p}. Ce 群 包含 两 个 循环 子 群 (E, R} 
和 (E, R°, Rt}. 正六 边 形 对 称 群 De 除 包含 绕 z 轴 转 动 的 循环 子 群 Co, Cs, Ce 和 
六 个 二 次 轴 对 应 的 六 个 循环 子 群 C 外 , 还 包含 三 个 D。 和 两 个 Ds FR, 它们 的 差 
别 仅 在 二 次 轴 的 取向 不 同 


D2 = (E, RŠ, So, S3}, D; = (E, RŠ, Si, Sa}, DY = (E, Rš, S2, Ss) 
Ds = (E, R?, Rt, So, S2, Sa}, — Ds = (E, R2, R4, Sı, S3, Ss} 
(2.13) 


二 、 陪 集 和 不 变 子 群 
设 群 G MA g, 有 子 群 H, 阶 为 h 


H = (S,, S2, S3, ---, Sh}, S =E 
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任 取 群 G 中 不 属于 子 群 H 的 元 素 Rj, 把 它 左 乘 或 右 乘 到 子 群 H E, 得 到 群 G 的 
两 个 子 集 
R;H = (R;, RjS2, RiSs, =+- RjSh} ， 
HR, = {Ri，5S2Ri，SsRi，…，ShRj} , 


R;H 称 为 子 群 H 的 左 陪 集 (left coset), H R, 称 为 右 陪 集 (right coset). 

陪 集 和 子 群 没有 公共 元 素 . 以 左 陪 集 为 例 , 用 反 证 法 证 明 . 设 R;S, = S,, 用 
57! 右 乘 , 得 R, = S,S;1 e H, 与 假设 矛盾 . 因此 陪 集 不 包含 恒 元 , 陪 集 一 定 不 是 
群 G 的 子 群 . 

陪 集中 没有 重复 元 素 , 因而 陪 集 也 包含 h 个 不 同 的 元 素 . 以 左 陪 集 为 例 , 若 
R;S,, = R;S;, 用 Rj! 左 乘 后 必 有 Sh = Sv 

3 HA RH 的 并 还 没有 充满 整个 群 G, 则 再 选 G 中 不 属于 H 和 RjH 的 元 
K R, 构造 新 的 左 陪 集 RH. 同 理 可 证 , ReH 也 包含 h 个 不 同 的 元 素 , 它们 都 不 属 
于 五 和 RH. 事实 上 , 两 个 有 公共 元 素 的 左 陪 集 必 全 同 , 因为 若 R;S, = RS W 


Ry = R;(S,S;1) ， RH = R; (S,S;!) H = RH 


后 式 用 到 了 重 排 定理 . 用 上 法 继续 做 下 去 , 群 G 一 定 可 分 解 为 子 群 H 和 若干 个 左 
陪 集 RH 之 并 , 这 些 子 集 间 都 没有 公共 元 素 , 每 个 子 集 包含 h 个 不 同 元 素 . 因此 , 群 
G 的 阶 数 g 一 定 是 子 群 了 阶 数 h 的 整数 倍 


G=HURHURHU---URH, g=dh (2.15) 


d 称 为 子 群 H 的 指数 (index), 它 等 于 子 群 的 左 陪 集 数 加 1. 正 因为 这 一 性 质 , 阶 数 
为 素数 的 群 没 有 非 平庸 子 群 , 群 中 除 恒 元 外 元 素 的 阶 都 是 该 素数 , 因而 此 群 一 定 是 
循环 群 . 

群 G 中 两 元 素 RA T 属 同一 左 陪 集 的 充 要 条 件 是 RT c H. 因为 如 果 此 
条 件 成 立 , W T = RS,, 而 R = RE, 它们 同属 左 陪 集 RH; 反之 , # T € RH, WJ 
T = RS,, R-IT = S, € H. 

上 述 性 质 同样 适用 于 右 陪 集 . 群 G 一 定 可 分 解 为 子 群 H 和 (d — 1) 个 右 陪 集 
HR, 之 并 , 这 些 子 集 间 都 没有 公共 元 素 , 每 个 子 集 包 含 h 个 不 同 元 素 , 两 个 有 公共 元 
素 的 右 陪 集 必 全 同 , 群 G 中 两 元 素 尺 和 了 属 同一 右 陪 集 的 充 要 条 件 是 TR-! c H. 

用 群 G PFR H 外 一 个 元 素 Rj, 左 乘 和 右 乘 子 群 H, 得 到 的 左 陪 集 RjH 和 
右 陪 集 HR; 不 一 定 相同 . 若 子 群 H 的 所 有 左 陪 集 都 与 对 应 的 右 陪 集 相等 


RH=HR, 即 RiS, = 5,R; (2.16) 


则 此 子 群 称 为 不 变 子 群 (invariant subgroup), 或 称 正规 子 群 (normal subgroup). 注 
意 , 此 定义 并 不 要 求 不 变 子 群 的 元 素 和 群 G 中 所 有 其 他 元 素 对 易 . 当然 , 阿 贝 尔 群 


RieG, RH (214) 
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的 所 有 子 群 都 是 不 变 子 群 . 指数 为 2 的 子 群 必 为 不 变 子 群 ， 因 为 它 只 有 一 个 陪 集 ， 
左右 陪 集 只 能 相等 . 

AE H 及 其 所 有 陪 集 , 作为 复元 素 的 集合 , 按 复元 素 的 乘积 , 满足 群 的 四 
个 条 件 , 构成 群 , 称 为 群 G 关于 不 变 子 群 H 的 商 群 (quotient group), 记 作 G/H. 商 
群 的 恒 元 是 子 群 H, 阶 数 是 子 群 的 指数 . 在 证 明 上 述 复元 素 的 集合 满足 群 的 四 个 条 
件 过 程 中 , 用 到 了 不 变 子 群 的 定义 式 (2.16) 


R;HRzH = RjReHH = (RjRE)H , 
HRjH = RiHH = RH , 
Ri'HRiH = R} 'RjHH = H 


因此 不 能 由 一 般 子 群 及 其 陪 集 定义 商 群 . 

从 群 的 乘法 表 上 很 容易 找到 子 群 的 陪 集 . 事实 上 , 乘法 表 里 与 子 群 元 素 有 关 的 
各 列 中 , 每 一 行 的 元 素 分 别 构成 子 群 或 左 陪 集 , 而 与 子 群 元 素 有 关 的 各 行 中 , 每 一 列 
的 元 素 分 别 构成 子 群 或 右 陪 集 . 例如 , 从 表 2.6 读 出 , Ds 群 的 子 群 (E, A) 有 两 个 
左 陪 集 : (D, B) 和 (F, C), 右 陪 集 也 有 两 个 : (D. C) 和 (F, B). 左右 陪 集 不 对 应 
相等 , 因而 此 子 群 不 是 不 变 子 群 . 另 一 子 群 (E, D, F) 的 指数 为 2, 它 是 不 变 子 群 ， 
陪 集 是 (A, B, C). 
=, KTRK 


对 群 G 中 任意 元 素 S, 元 素 R = SRS! 和 R A HAAIEN (conjugate) 的 元 
素 . 共 辆 是 相互 的 . E RETER EA Ei: 


R=SRS-1, R" =TRT™ = (TS-!)R (TS) 
WMA H.AH2E96 69 26 88 00 fr fe2928 (class), 记 作 
Ca = (Ri, Ro, ++, Rn(o)} = {Rk|Rk = SR;S-1,S € G) (2.17) 


n(o) 是 类 Ca 中 所 包含 的 元 素数 目 , ge 是 群 G 包含 的 类 数 . 对 任意 给 定 的 群 G 元 
X SEG, 当 Rj 取 遍 类 中 所 有 元 素 时 , SRS 不 会 有 重复 元 素 , 故 有 


BS = Gs (2.18) 


反之 , 对 固定 的 Rj, 让 S BUAR G 中 所 有 元 素 , SRS 会 有 重复 的 元 素 , 而 且 可 
证 SR;S-1 等 于 类 中 每 一 个 元 素 Rk 的 重复 次 数 ma) 都 相同 (见习 题 13), 可 见 类 
Ca 中 包含 的 元 素数 目 nla) = g/m(a) 是 群 G 阶 数 的 因子 , 而 此 时 式 (2.17) 的 后 一 
等 式 是 在 复元 素 的 意义 上 成 立 . 

显然 , 恒 元 本 身 自 成 一 类 . 阿 贝尔 群 每 个 元 素 自 成 一 类 . 两 个 类 不 会 有 公共 元 
K, 因而 除 恒 元 外 , 类 不 是 子 群 . 


2.3” 群 的 各 种 子 集 “29 


类 Ca 中 元 素 R; AT Rj! 也 必定 互相 共 斩 
Ri=SR,S-1, Rī’ = SR'S 


AT Rj' 的 集合 也 构成 类 , 记 作 Ca1. Ca 和 Cz! 称 为 相 道 (reciprocal) X, 它们 包 
含 的 元 素数 目 n(a) 相同 . 若 元 素 与 其 逆 元 互相 共 斩 , W| Cu 与 其 相 逆 类 Cz1! RA, 
这 样 的 类 称 为 自首 (self reciprocal) 类 . 

互相 共 郝 的 元 素 存 在 某 种 共同 的 性 质 , 这 就 是 互相 共 孝 元 素 的 集合 称 为 类 的 原 
因 . 例如 , # R" = E, WJ (SRST) = SR"S-1 = ,同类 元 素 的 阶 必 相 同 . 但 阶 数 
相同 的 元 素 不 一 定 属于 同一 类 . 尽管 如 此 , 在 寻找 类 时 , 我 们 只 需 在 阶 数 相同 的 元 
素 中 去 判别 它们 是 否 共 罗 . 对 有 限 群 , 通常 利用 乘法 表 来 判断 两 元 素 是 否 共 入 ,TS 
和 ST EIK, 因为 (ST) = S(TS)S-!. 反之 , 互相 共 轿 的 元 素 一 定 可 表达 成 某 
两 元 素 的 不 同 次 序 的 乘积 , 因为 车 R= S(RS-!), W| R = (RS-!)S. 如 果 乘 法 表 中 
取 左 乘 元 素 和 右 乘 元 素 的 排列 次 序 相同 , 则 在 乘法 表 中 关于 对 角 线 对 称 的 两 元 素 互 
HIENE, 互相 共 轿 的 元 素 也 一 定 会 在 乘法 表 关于 对 角 线 对 称 的 某 位 置 出 现 . 

又 例如 , 设 群 G 是 某 系统 (例如 晶体 ) 的 对 称 变换 群 , 对 称 变换 都 是 绕 通过 空 
间 一 固定 点 O 的 轴 的 转动 变换 . 设 ñ 方向 是 系统 的 N 次 固有 转动 轴 , 元 素 RR 是 
绕 该 方向 转动 2r/N 角 的 变换 ( 这 里 和 以 后 , 按照 物理 中 常用 的 符号 , 用 加 尖 角 的 
方法 来 强调 ñ EFLA). 又 设 S c G 把 ñ 方向 转 到 次 方向 .讨论 元 素 乘积 
SRS-! 的 性 质 . 5-! 变换 先 把 次 方向 转 到 ñ 方向 , 然后 R 变换 把 系统 绕 ñ 方向 
转动 2r/N 角 , 最 后 S 变换 又 把 间 方 向 转 回 到 rh 方向 . 这 样 , 转动 SRS-1 保持 rh 
方向 不 变 , 它 就 是 绕 次 方向 转动 2r/N 角 的 变换 . 因此 , 次 方向 也 是 系统 的 N 次 
固有 转动 轴 , 绕 此 两 方向 转动 相同 角度 的 变换 互相 共 罗 ， 一 般 说 来 , 若 两 个 同 次 轴 
的 正方 向 可 以 通过 对 称 群 中 的 元 素 联系 起 来 , 则 此 两 转动 轴 称 为 等 价 轴 . 等 价 轴 一 
定 是 同 次 轴 . 不 同 次 的 转动 轴 不 可 能 通过 对 称 群 中 的 元 素 联系 起 来 . 若 一 个 NN 次 
轴 的 正 反 两 个 方向 可 以 通过 对 称 群 中 的 元 素 联 系 起 来 , 即 正 反 两 个 方向 的 N 次 轴 
互相 等 价 , 则 此 轴 称 为 双向 轴 , 或 非 极 性 轴 . 二 次 轴 没 有 极 性 的 概念 . 转动 不 同 角度 
HREP. 绕 等 价 轴 转 动 相同 角度 的 变换 , 包括 绕 双向 轴 转 动 正 负 相同 角 
度 的 变换 , LAENE. 当 两 个 固有 转动 轴 次 数 不 相同 时 , 绕 此 两 轴 转 动 的 元 素 , 即使 
转动 角度 相同 , tb — E 3658. 

由 不 变 子 群 的 定义 式 (2.16) 知 , 不 变 子 群 必须 包含 子 群 中 每 个 元 素 的 共 思 元 
K, 即 不 变 子 群 是 由 群 G 中 若干 个 完整 的 类 组 成 . 寻找 群 的 类 和 不 变 子 群 是 分 析 有 
限 群 性 质 的 关键 步 又. 对 有 限 群 , 首先 根据 乘法 表 确 定 每 个 元 素 的 阶 数 , 在 阶 数 相 
同 元 素 中 判断 它们 是 否 共 罗 , 从 而 找 出 所 有 的 类 , 然后 把 若干 类 并 起 来 , 判断 此 子 集 
是 否 构成 子 群 . 若 它 是 子 群 , 则 它 也 是 不 变 子 群 . 判断 的 方法 , 首先 检查 此 子 集 是 否 
满足 子 群 的 必要 条 件 : 子 群 包含 恒 元 , 子 群 的 元 素数 目 是 群 阶 数 的 约 数 , 子 群 完整 
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地 包含 每 一 元 素 的 周期 . 只 有 在 这 些 条 件 都 满足 后 , 才 进 一 步 利用 乘法 表 检验 子 集 
的 封闭 性 是 否 满足 . 

由 RR 生成 的 循环 群 Cn 是 阿 贝尔 群 , 它 的 每 个 元 素 都 自 成 一 类 , Cn 群 的 类 数 
ge 等 于 群 的 阶 数 N. 除 恒 元 是 自 道 类 外 , 只 有 当 N 是 偶数 时 , RN/? 是 自 逆 类 , 其 他 
KERER. 当 N 是 素数 时 , Cv 群 不 存在 非 平庸 的 不 变 子 群 . 若 N 可 分 解 因 
+, N = nm, 则 由 R" 和 R” 分 别 生成 的 循环 子 群 Cm 和 Cn 都 是 不 变 子 群 . 

Ds 群 中 , D A F 的 阶 数 是 3, A, B 和 C 的 阶 数 是 2, 从 乘法 表 中 看 到 , 这 些 阶 
数 相同 的 元 素 都 互相 共 辑 . 因此 Ds 群 有 三 个 类 , 恒 元 构成 一 类 , 三 次 转动 D 和 
F 构成 一 类 , 二 次 转动 A, BA C 构成 一 类 , 这 三 个 类 都 是 自 逆 类 ， 事 实 上 , Ds 群 
中 , 二 次 转动 使 三 次 轴 成 为 双向 轴 , 三 次 转动 使 三 个 二 次 轴 互 相等 价 , 从 而 构成 上 述 
过 类 

推广 到 Dv 群 , 它 包含 一 个 称 为 主轴 的 N 次 轴 和 垂直 平面 均匀 分 布 的 N 个 
二 次 轴 , N 次 轴 的 生成 元 记 作 T, N 个 二 次 轴 生成 元 分 别 记 作 5;, 乘法 规则 已 由 式 
(2.12) 给 出 . 二 次 转动 使 N 次 轴 成 为 双向 轴 . N 是 奇数 时 , N 次 转动 使 所 有 二 次 轴 
互相 等 价 ; N 是 偶数 时 , N 次 转动 使 二 次 轴 分 成 两 组 , 分 别 互相 等 价 . 因此 , D2n+1 
E n + 2 个 自首 类 

{E}, {TT} (SS: Sma) l1<m<n (2.19) 


Doni 群 包含 的 不 变 子 群 , 除了 由 T 生成 的 循环 子 群 Czn+1 外 , 还 有 C2n+1 群 可 能 
包含 的 一 些 不 变 子 群 . D>, Bf n + 3 个 自首 类 
(Ek. -Era T, 1<m<n-1, 
{So0, S2; ++, S2n-2}, {S1, S3, ++, S2n-1} 


作为 正 N 边 形 的 对 称 变换 , 后 两 个 类 包含 的 元 素 , 几何 意义 是 不 同 的 . 它们 都 是 系 
统 的 二 次 转动 , 但 Som 是 关于 相对 顶点 连 线 的 转动 , 而 52m+1 是 关于 对 边 中 点 连 线 
的 转动 . Dan 群 包 含 的 不 变 子 群 ,除了 由 T 生成 的 循环 子 群 Con 及 其 可 能 包含 的 一 
些 不 变 子 群 外 , 还 有 两 个 不 变 子 群 


Dn = (E,T2,T4,...,T2n-2, So, 92 52n-2} ， 
Di = {E,T?, T4,- IT2n 2 S1, S3, +++, San-1} 
例如 , Ds 群 只 包含 一 个 非 平 庸 的 不 变 子 群 
Gs = {E; T, T", Ta Tiy 
Ds 群 包含 五 个 非 平庸 不 变 子 群 
t={B1, G={ET Trh = 
Ds = {E,T?,T*, So, S2, S4}, — D; = (E,T2,T4,S,,Ss,Ss) 


(2.20) 


2.4” 群 的 同 态 关系 ‘31 


24 和 群 的 同 态 关 系 


我 们 已 经 介绍 过 群 的 同 构 关系 。 两 个 同 构 的 群 , 元 素 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关 
£, 而 且 这 种 对 应 关系 对 元 素 乘积 保持 不 变 . 尽管 这 两 个 群 可 以 有 完全 不 同 的 物理 
或 几何 背景 , 但 从 群 论 观 点 看 , 它们 的 性 质 完全 相同 , 一 个 群 完全 描写 了 另 一 个 群 . 
如 果 这 种 对 应 关系 不 是 一 一 对 应 , 而 是 一 多 对 应 , 而 且 对 应 关系 仍 对 群 元 素 乘积 保 
持 不 变 , 那么 , 这 两 个 群 不 再 是 “全 等 ”关系 , 而 变 成 类 似 “ 相 似 ” 关系 , 称 为 同 态 
(homomorphism) 关系 . 本 节 我 们 将 研究 群 的 同 态 关系 是 如 何 建立 起 来 的 , 群 的 哪些 
性 质 在 同 态 关 系 中 保留 了 下 来 , 哪些 性 质 被 掩盖 了 . 

定义 ER G 和 G 的 所 有 元 素 间 都 按 某 种 规则 存在 一 多 对 应 关系 , 即 G 中 
任 一 元 素 都 唯一 地 对 应 G' 中 一 个 确定 的 元 素 , G' 中 任 一 元 素 至 少 对 应 G 中 一 个 
元 素 , 也 可 以 对 应 G 中 若干 个 元 素 , 而 且 群 元 素 的 乘积 也 按 同一 规则 一 多 对 应 , 则 
称 两 群 同 态 . 用 符号 表示 , # RA SEG, RM S EG, R — R, S' 一 5, 必 有 
R'S' — RS, 则 G' ~ G, 其 中 符号 “一 ”代表 一 多 对 应 “~ ”代表 同 态 , 写 在 左面 
的 群 G' 的 元 素 一 多 对 应 于 写 在 右面 的 群 G 的 元 素 . 

两 个 群 元 素 间 的 对 应 关系 不 是 唯一 的 . 只 要 在 两 个 群 元 素 间 存在 一 种 一 多 对 应 
关系 , 而 且 这 种 对 应 关系 对 群 元 素 乘积 保持 不 变 , 这 两 个 群 就 同 态 . 若 G' ~ G, 则 群 
G' 只 反映 了 群 G 的 部 分 性 质 , 下 面 定理 将 精确 地 告诉 我 们 群 G' 反映 了 群 G 的 哪 
部 分 性 质 . 

”定理 二 ” 若 G' ~ G, 则 与 G' 恒 元 相对 应 的 G 中 元 素 的 集合 H 构成 群 G 的 
不 变 子 群 , 与 G' 其 他 每 一 个 元 素 相对 应 的 G 中 元 素 的 集合 构成 H 的 陪 集 , 群 G' 
与 群 G 关于 H 的 商 群 同 构 , G' = G/H, H 称 为 同 态 对 应 的 核 . 

证 明 ”证 明 过 程 主要 用 到 与 群 G 元 素 对 应 的 G 元 素 是 唯一 确定 的 . 先 证 明 与 
G' 恒 元 E' 相对 应 的 G 中 元 素 的 集合 H 构成 群 G 的 子 群 , 再 证 明 它 是 不 变 子 群 ， 
最 后 , 证 明 与 G' 其 他 元 素 R 相对 应 的 G 中 元 素 的 集合 构成 H 的 陪 集 RH. Hit, 
G' JRR G/H 同 构 是 显然 的 . 

设 所 有 与 G' 中 恒 元 E 对 应 的 G 中 元 素 构成 子 集 H, H = {51, 52,…, hh 
由 于 G ~ G, SuSv 仍 对 应 E', 故 属于 子 集 H, 即 子 集 H 对 元 素 乘积 封闭 . 将 G 中 
恒 元 对 应 G' 中 的 元 素 记 作 T”, 则 ES, 对 应 T'E' = T', 但 ES, = S, 对 应 Er. 
因为 G 中 元 素 对 应 的 G' 中 元 素 是 唯一 的 , 所 以 T” = Er, 即 恒 元 E 属于 子 集 H. 将 
G 中 任意 元 素 R 及 其 道 元 R 对 应 的 G' 中 元 素 分 别 记 作 R' 和 已 , 则 RR = E 
既 对 应 P'R' 又 对 应 Er, 由 唯一 性 知 , 已 = R. G 中 互 道 的 元 素 对 应 G' 中 的 元 素 
EEX, 因而 Su 的 道 元 S; 也 对 应 G' 中 恒 元 Er, 也 属于 H. PRH 满足 群 的 四 
个 条 件 , 故 是 G 的 子 群 . 又 因为 RSIR 对 应 G' 中 元 素 R'E'R- = E', 所 以 H 
是 G 的 不 变 子 群 . 
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H 陪 集 RH 的 元 素 都 对 应 G' 中 元 素 RE = R'. 反之 ,将 与 G' 中 R 对 应 的 G 
中 任意 元 素 记 作 Ru, WA RR = E', RR, 对 应 G' 中 的 恒 元 , 故 R-1R, € H, 
B RA R, 同属 陪 集 RH. 这 样 , 我 们 证 明了 商 群 G/H 的 每 一 个 复元 素 H sü RH 
分 别 与 G' 中 元 素 E' 或 R 存在 一 一 对 应 关系 , 它们 的 乘积 也 以 同一 规则 一 一 对 应 ， 
因此 G/H = G'. 证 完 . 

定理 二 说 明 , 当 G' ~ G BF, G' 反映 了 G 中 商 群 G/ H 的 性 质 , 但 同 态 对 应 的 核 
H 内 部 元 素 的 差别 没有 被 反映 出 来 . 

今后 我 们 会 经 常 遇 到 如 下 命题 : 一 个 集合 G' 的 元 素 与 已 知 群 G 的 元 素 间 有 一 
一 对 应 或 一 多 对 应 关系 , 而 且 这 对 应 关系 对 元 素 乘积 保持 不 变 , 要 证 明 集合 G' 构成 
群 , 且 与 已 知 群 G 同 构 或 同 态 . 下 面 的 定理 给 出 了 此 命题 . 

定理 三 ” 设 G 是 一 已 知 群 , G' 是 一 个 定义 了 乘积 规则 又 对 此 乘积 规则 封闭 的 
集合 , 若 群 G 中 任 一 元 素 R 都 按 某 种 规则 唯一 地 对 应 集合 G' 中 一 个 确定 元 素 R, 
G' 中 任 一 元 素 R 至 少 对 应 G 中 一 个 元 素 R, 而 且 这 种 一 一 对 应 或 一 多 对 应 的 关 
系 对 元 素 乘 积 保持 不 变 , 则 集合 G' 构成 群 , 且 与 已 知 群 G 同 构 或 同 态 . 

证 明 ”此 定理 只 需 证 明 集 合 G' 构成 群 , 然后 由 定义 可 知 它 同 构 或 同 态 于 群 G. 
证 明 方法 仍 是 用 与 群 G 元 素 对 应 的 G' 元 素 的 唯一 性 . 下 面 按 一 多 对 应 情况 来 证 明 ， 
一 一 对 应 情况 的 证 明 是 完全 一 样 的 . 

集合 G' 对 元 素 乘积 的 封闭 性 已 由 定理 的 假设 条 件 给 出 . BR — R, S — S 
和 了 一 也 则 尼 S — RS, S'T' — ST, H. (R'S')T' — (RS)T, F(S'T') — 
R(ST), 由 (RS)T = R(ST) 得 (R'S')T' = R'(S'T'), 集合 G' 的 元 素 乘积 满足 结合 
律 , 同 理 , 由 忌 — E, R — R #l E'R' — ER = Rf E'R = R, 集合 G' 包含 
恒 元 B'. 又 设 已 一 R-1, PR — RR = E, WJ P'R' = E', P' Jš R Wty, 存 
在 于 集合 G' 中 . 证 完 . 


2.5 正 多 面体 的 固有 对 称 变换 群 


三 维 空间 的 纯粹 转动 称 为 固有 转动 , 它 保持 坐标 系 手 征 性 不 变 , 即 右手 坐标 系 
经 变换 仍 是 右手 坐标 系 . 如果 转动 后 再 做 空间 反 演 , 它 改 变 坐标 系 的 手 征 性 , 把 右 
手 坐 标 系 变 成 左手 坐标 系 , 称 为 非 固有 转动 .两 类 转动 都 保持 坐标 系 原点 不 变 , 保 
持 空间 任意 点 到 原点 的 距离 不 变 . 由 固有 转动 的 集合 构成 的 有 限 群 称 为 固有 点 群 ， 
前 面 讨论 的 Cw 群 和 Dw 群 都 是 固有 点 群 , 由 两 类 转动 的 集合 构成 的 有 限 群 称 为 非 
固有 点 群 , 简称 点 群 . 

正 多 面体 是 三 维 空间 具有 较 大 对 称 性 的 几何 图 形 , 把 它 的 中 心 放 在 坐标 原点 ， 
它 的 对 称 变换 就 都 保持 原点 不 变 , 对 称 变换 群 是 点 群 , 称 为 正 多 面体 的 点 群 , 其 中 包 
含 的 固有 转动 变换 集合 也 构成 群 , 称 为 正 多 面体 的 固有 点 群 . 本 节 先 研究 正四 面体 
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(tetrahedron)、 正 八 面体 (octahedron) 和 立方 体 (cube) 的 固有 点 群 , 再 一 般 讨论 存 
在 哪些 正 多 面体 , 最 后 研究 正 十 二 面体 (dolecahedron) 和 正二 十 面体 (icosahedron) 
的 固有 点 群 , 下 节 再 讨论 正 多 面体 的 非 固有 点 群 . 


一 、 正 四 面体 、 正 八 面体 和 立方 体 


正四 面体 、 正 八 面体 和 立方 体 有 密切 关系 . 如 图 2.2 建立 直角 坐标 系 , 原点 在 
立方 体 的 中 心 , 坐标 轴 指 向 三 个 面 的 中 心 , 在 zy 平面 上 方 的 四 个 顶点 , 按 逆 时 针 取 
向 , 顺序 记 作 A1, 42, As 和 Aa, 其 中 A 在 第 一 卦 限 . 在 zy 平面 下 方 的 四 个 顶点 分 
别 记 作 Bj, 对 原点 对 称 的 两 顶点 有 相同 的 下 标 . 立方 体 六 个 侧面 的 中 心 及 其 连 线 和 
面 构成 正八 面体 , 而 正八 面体 八 个 侧面 的 中 心 及 其 连 线 和 面 也 构成 立方 体 . 立方体 
和 正八 面体 的 这 种 关系 互 称 为 共 罗 图 形 , 它们 有 着 完全 相同 的 对 称 变换 群 . 立方 体 
和 正八 面体 的 固有 点 群 记 作 O. 立方 体 中 不 相 邻 的 顶点 Ai, As, Bo 和 B, 及 其 连 线 
和 面 构成 正四 面体 . iF Dd ii KJE Ë ESERE. 正四 面体 的 对 称 变换 都 是 立方 体 的 对 
称 变换 , 反之 则 不 然 . 正四 面体 的 固有 点 群 记 作 T, 它 是 立方 体 固有 点 群 O 的 子 群 . 


图 2.2 立方体、 正四 面体 和 正八 面体 的 示意 图 
从 图 2.2 可 以 看 出 , 三 个 坐标 轴 是 立方 体 的 四 次 固有 转动 轴 , 但 对 正四 面体 来 
说 , 它们 只 是 二 次 轴 . 用 Tu n = z, u, z, 表示 绕 三 个 坐标 轴 正 向 转动 z /2 角 的 变 
换 , T? 才 属 于 T 群 . 立方 体 四 根 对 角 线 方向 是 三 次 固有 转动 轴 , 分 别 以 指向 正四 面 
体 顶 点 方向 为 正 向 , 绕 这 些 轴 转动 2r/3 角 的 变换 分 别 记 作 R;. 用 坐标 轴 单 位 矢量 
表 出 它们 的 方向 如 下 


R: 由 Bi 指向 hi,， (ez+ey+ez)/V3 
To: 由 42 指 向 Ba， (e; — ey - e;,)/ V3 
Rs: ”由 Bs 指向 hs,， (—e;-— ey + e,)/ 3 
Rs: ”由 44 指 向 Bt， (-ez+e,- e:)/V3 


(2.21) 


它们 及 其 逆 元 R}, 1 < ; < 4, 都 同时 属于 T 群 和 O 群 。 此 外 , 联结 立方 体 相对 
楼 中 点 的 连 线 是 立方 体 的 六 个 二 次 固有 转动 轴 , 绕 这 些 轴 转 动 r 角 的 变换 记 作 5， 
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1<k< 6. 它们 的 具体 取向 如 下 
Sı: (ez+evy/v2, S2: (ez —ey)/ VĒ 
S3: (ey +ez)/V3, Sa: (ey —e:)/ VĒ (2.22) 
Ss:  (ez+e:)/ VŽ, Se: (es —ez)/ V2 


它们 不 属于 T R, 只 属于 O R. 

先 研究 正四 面体 及 其 固有 点 群 T 的 性 质 . T 群 包含 三 个 互相 垂直 的 二 次 轴 和 
四 个 对 称 分 布 的 三 次 轴 , 共 12 个 元 素 . 设 正 四 面体 的 棱 长 为 1, 外 接 圆 半径 记 作 R, 
内 切 圆 半径 记 作 r, 相 邻 的 三 次 轴 和 二 次 轴 的 夹 角 记 作 0, 两 相 邻 三 次 轴 正 向 间 的 夹 
角 为 20, WA I 
R=V3/8, r=Vi/24, cos@= V1/3， cos(20)=—1/3, 0=54.73° 

š (2.23) 

因为 三 次 转动 把 三 个 二 次 轴 联 系 起 来 , 而 二 次 转动 把 三 次 轴 正 向 两 两 联系 起 来 , 所 
以 了 群 包含 的 三 个 二 次 轴 互 相等 价 , 四 个 三 次 轴 也 互相 等 价 , 但 三 次 轴 不 是 双向 轴 . 
由 于 绕 等 价 轴 旋转 相同 角度 的 变换 互相 共 轿 , T 群 包含 四 个 类 : 恒 元 构成 一 类 , 三 
个 二 次 转动 T? 构成 一 类 , 绕 三 次 轴 正 向 转动 2r/3 角 的 四 个 变换 R; 构成 一 类 , 它 
们 的 道 元 R? 构成 另 一 类 . 前 两 个 类 是 自 逆 类 , 后 两 个 类 互 为 相 逆 类 . 各 类 元 素数 目 
分 别 是 1, 3, 4 和 4. 因为 子 群 阶 数 必须 是 原 群 阶 数 的 约 数 , 所 以 T 群 只 有 一 个 不 变 
子 群 Dz, 它 由 前 两 个 类 合成 , 商 群 是 三 阶 循环 群 , T/D2 =Cs 

再 研究 立方 体 及 其 固有 点 群 O 的 性 质 . O 群 包含 三 个 互相 垂直 的 四 次 轴 , 四 个 
三 次 轴 , 和 六 个 二 次 轴 , 共有 24 个 元 素 . 四 个 三 次 轴 围 绕 四 次 轴 对 称 分 布 , 与 四 次 
轴 的 夹 角 为 9, 由 式 (2.23) 给 出 , 每 个 二 次 轴 都 平分 相 邻 的 四 次 轴 , 与 四 次 轴 夹 角 为 
/4, 也 平分 相 邻 的 三 次 轴 , 与 三 次 轴 夹 角 为 r/2 — 0. 设立 方 体 的 棱 长 为 1, 外 接 贺 
半径 RR 和 内 切 圆 半径 7 为 


R=V3/2, r=1/2 (2.24) 


由 于 四 次 轴 的 存在 , 所 有 四 次 轴 和 三 次 轴 分 别 是 等 价 的 和 双向 的 , 所 有 二 次 轴 是 等 
价 的 . O 群 包含 五 个 类 : 恒 元 构成 一 类 , 八 个 三 次 转动 RE 构成 一 类 , 四 次 轴 中 三 个 
转动 n 角 的 元 素 Ta 构成 一 类 , 六 个 转动 上 x/2 角 的 元 素 TE 构成 一 类 , 六 个 二 次 
转动 Sk 构成 一 类 . 所 有 类 都 是 自 逆 类 . T 群 是 O 群 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 商 群 
同 构 于 V2 群 . T 群 的 不 变 子 群 D 也 是 O 群 的 不 变 子 群 , 两 个 陪 集 RD 和 R?D2 
属于 子 群 T, 另 三 个 陪 集 TzD2, TyDs 和 T:D 不 属于 子 群 T. 作为 复元 素 , 后 三 个 
障 集 的 平方 都 等 于 不 变 子 群 D>, 因为 它们 分 别 包含 T2, T? 和 T2. 这 就 是 说 , 商 群 
O/D2 同 构 于 Ds 群 . 

=. T HH O 群 的 乘法 表 


在 2.2 节 我 们 曾 用 表 2.5 填写 Ds 群 乘法 表 2.6, 这 个 方法 可 以 推广 . 对 阶 数 较 
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高 的 有 限 群 , 填 乘 法 表 的 工作 量 会 比较 大 , 这 时 由 子 群 乘法 表 扩 充 的 办 法 , 可 以 减轻 
工作 量 . 方法 的 主要 精神 如 下 : 找 群 G 的 一 个 尽 可 能 大 的 子 群 H, 它 不 一 定 是 不 变 
TR. 设 它 的 阶 数 为 h, 指数 为 d, 群 元 素 记 作 5,, 乘法 表 已 经 知道 . 把 群 G 元 素 分 
解 为 子 群 及 其 陪 集 之 并 


G = HU RH U---U RH = HUHËEU::--U HRa 


R; 可 以 随意 选择 , 根据 经 验 , 选 所 有 R; ERER, 可 以 简化 计算 . 为 符号 统 
一 起 见 , $ R. = E M RH = HR. = H. —E R; 选 定 了 , 通过 类 似 表 2.5, 计算 所 
有 左 陪 集 元 素 R;S, = Xiu. 等 式 两 边 取道 元 , 就 得 右 陪 集 元 素 Sy Re = Yur. 凡是 不 
属于 子 群 H 的 元 素 都 既 可 表 为 左 陪 集 的 元 素 Xin, 也 可 表 为 右 陪 集 的 元 素 Yur, 即 
Yor 也 可 表 为 R; S, 的 形式 , 由 此 算得 R;S,R.. 把 这 些 乘 积 结果 排列 成 陪 集 表 . 根 
据 子 群 H 的 乘法 表 及 其 陪 集 表 , 就 可 以 简单 地 计算 出 群 G 任何 两 元 素 的 乘积 . 例 
如 , 要 计算 元 素 的 乘积 XY, 根据 陪 集 表 把 X 表 成 R.S,, 把 了 表 成 S Re, A H R 
法 表 中 查 出 S,,S,, 就 可 在 陪 集 表 中 查 出 XY = R,(S,S,)R, 的 结果 . 

如 果 群 G 的 阶 数 不 太 大 , 则 可 用 如 下 方法 列 出 群 G 的 乘法 表 : 把 群 G 乘法 表 
分 成 d? 个 小 方块 , 子 群 H 的 乘法 表 列 在 第 一 行 第 一 列 的 小 方块 位 置 . 把 子 群 H R 
法 表 中 元 素 5,, 逐次 换 成 R.S, Rk, 顺序 排列 在 G 乘法 表 的 第 j 行 第 k 列 的 小 方块 
位 置 . 这 样 就 填 完 了 群 G 的 乘法 表 . 

用 此 方法 计算 T 群 的 乘法 表 . 根据 T 群 每 个 元 素 的 几何 意义 , 从 图 2.2 中 找 出 
四 个 顶点 经 此 变换 分 别 移动 到 什么 新 位 置 . 先 确定 41 点 的 新 位 置 , 再 确定 楼 414s 
的 新 位 置 , 最 后 , Wr Ai 到 As 方向 , 左 侧 是 Ba, HWE Ba 计算 结果 列 于 表 2.7. 两 
元 素 的 乘积 就 是 相继 做 两 次 变换 , 看 经 此 变换 顶点 A 和 As 变 到 什么 位 置 , 再 与 表 
2.7 比较 , 定 出 乘积 元 素 . 


表 2.7 ”正四 面体 的 固有 对 称 变换 
E T2 G T2 Rh R R HB R R R R 


A A B Ba A3 A. A) As B4 B4 B2 B2 A3 
A | A B B A B Bs B A A A A B 
B | B A A B Bs A B Bo A Ba As A 


A 


取 T 群 的 不 变 子 群 H =D2, 它 包含 四 个 元 素 E, T2, T? 和 T? D> 群 同 构 于 
Va 群 , 乘法 表 如 表 2.3 右 图 所 示 . 选 陪 集 代表 元 素 为 Ri 和 RI, 由 表 2.7 很 容易 算 
得 D> 群 的 两 个 左 陪 集 , 填 入 陪 集 表 的 前 两 行 . 把 这 些 关系 式 两 边 取 逆 元 , 就 得 到 D2 
群 的 两 个 右 陪 集 , 填 入 陪 集 表 的 三 和 四 行 . 再 在 这 些 等 式 左边 乘 Ri 或 RI, 填 入 陪 
集 表 的 后 四 行 . 例如 , 由 等 式 RT? = Rs 和 RIT? = R3 等 , POAC TZR} = R3 A 
T2R, = R. 等 , 再 由 陪 集 表 中 的 前 四 行 计算 后 四 行 ( 见 表 2.8) 
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, Pı (Tš) = R (R) =R (RT?) = R}, R(TR)= RE (RaT?) = TÈ , 
R (TÈR) = R (R3) = Rı (RÌT?) =T, — R(T2FD = Rọ (RT?) = Ra 


表 2.8 。 工 群 关 于 子 群 D2 的 陪 集 表 
# | E TÈ TÈ T R 


m | R. Rs R; R 


把 群 T 乘法 表 分 成 三 行 三 列 共 九 个 小 方块 . F D 乘法 表 列 在 群 T RER 
左上 角 的 第 一 行 第 一 列 . 把 陪 集 表 中 第 一 行 和 第 二 行 的 元 素 分 别 替 换 子 群 乘 法 表 中 
的 元 素 , 填 在 群 乘法 表 第 一 列 的 第 二 和 第 三 小 方块 . 把 陪 集 表 中 第 三 行 和 第 四 行 
的 元 素 分 别 蔡 换 子 群 乘法 表 中 的 元 素 , 填 在 群 T 乘法 表 第 一 行 的 第 二 和 第 三 小 方 
块 . 把 陪 集 表 中 第 五 行 和 第 六 行 的 元 素 分 别 替 换 子 群 乘法 表 中 的 元 素 , ER T R 
法 表 第 二 行 的 第 二 和 第 三 小 方块 .把 陪 集 表 中 第 七 行 和 第 八 行 的 元 素 分 别 替换 子 
群 乘法 表 中 的 元 素 , MER T 乘法 表 第 三 行 的 第 二 和 第 三 小 方块 . 这 样 就 完成 了 群 
TT 的 乘法 表 ( 见 表 2.9). 


表 2.9 ”正四 面体 固有 对 称 群 T 的 乘法 表 


ETT TR R R R m M M- H 1 
E E Pon T R R R Ra R RBR RB R 
| se m e 9 R R R Rs R F R HF 
T| 2 22 E T2 R FR R R H R R HR 
2 Re Rs R R. RR BB R 
R | R è R R Ra R RB RR R E To 3 T 
R | R R R R R R RB R T R. -T oon 
R | R FR R Hs R R A RB .2 
R| FR R R F = R B 2 U +- Ë 
RÌ | RR R RB R A F Rh F Rs 
R | R RR RB m aa M mU. 9. R R F RF 
RIB B m m RR R ER R Rs R RF 
R| RR RB R FR 7T Ë TÉ E Rs R R R 


如 果 选 循环 子 群 Cs = (E, Ri, R} 作为 子 群 H, 由 于 子 群 指数 为 4, T 群 的 乘 
法 表 被 分 成 16 块 . 另 一 方面 , 在 计算 陪 集 元 素 时 , 要 充分 利用 子 群 D, 元 素 的 乘积 
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关系 以 简化 计算 . 作为 练习 , 习题 第 14 题 请 读者 以 此 法 重新 填写 T 群 的 乘法 表 . 

现在 来 计算 O 群 的 乘法 表 . T 群 是 O 群 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 . 陪 集中 的 代 
表 元 素 可 随意 选取 , 但 选取 二 次 转动 如 S, 会 比较 方便 . 扩充 表 2.7, 根据 每 一 个 陪 
集 元 素 的 几何 意义 , 在 图 2.2 上 找 出 经 此 变换 后 A, 和 As 点 的 新 位 置 , 列 在 表 2.10 
中 , 对 陪 集 代表 元 素 S, 则 需要 列 出 所 有 八 个 顶点 的 新 位 置 , 以 便 计算 O 群 关于 子 
群 了 的 陪 集 表 2.11. 具体 说 , 先 把 S, 左 乘 到 子 群 元 素 上 , 算得 表 2.11 的 第 一 行 , 再 
把 此 乘积 关系 两 边 取 逆 元 , 得 到 表 2.11 的 第 二 行 , 最 后 把 右 陪 集 元 素 表 为 S 和 子 
群 元 素 的 乘积 , 得 到 表 2.11 的 第 三 行 .有 了 表 2.9 和 2.11 就 可 以 计算 O 群 任何 两 个 
元 素 的 乘积 . 例如 , 计算 TeSa. ER 2.11 中 查 出 T, = S, Rs 和 Ss = R451, 再 由 表 
2.9 查 出 RsR2 = T2, 根据 表 2.11 查 得 T, S, = S,T2S, = TŻ. 


表 2.10 ”立方 体 的 部 分 固有 对 称 变换 
T TŠ T, R T Ë h S 5 S Š S 
A |A Bs B A M A B BbB Ah B A B 
A |B 4 A B 4 4 B Bi B A B A 


Sı | Ba Ba B Ba A A A 44 


表 2.11 ORXTFH T 的 陪 集 表 
ER] E T 22 TP CR m 有 局 大 局 | 和 
S |9 T T? 5 R 5 Te a T TW S s| 
a T T S T S Ty S Te T S S| 5 


* 三 、 正 多 面体 


EN 面体 的 侧面 是 N 个 全 等 的 正 多 边 形 , 设 为 正 n 边 形 . 侧面 的 边界 是 楼 , 每 
条 楼 联结 两 个 顶点 , 又 为 两 个 侧面 所 共有 . 设 正 N 面体 包含 工 条 棱 和 V 个 顶点 , 每 
个 顶点 有 m 条 棱 相 会 , 即 每 个 顶点 为 m 条 楼 所 共有 , 也 为 m 个 侧面 所 共有 . 根据 
这 些 简 单 的 几何 联系 可 写 出 上 述 参 数 间 的 关系 式 
nN =2L=mV (2.25) 
当 侧面 是 正三 角形 时 , n = 3, 由 于 三 角形 内 角 是 x /3, m 个 三 角形 交会 要 构成 立体 
BDE, m 只 能 等 于 3, 4 或 5, 分 别 对 应 正四 面体 (m = 3), 正八 面体 (m = 4) 和 正二 
十 面体 (m = 5). 同 理 , 当 侧面 是 正方 形 或 正 五 边 形 时 , n = 4 或 5, m 只 能 等 于 3, 分 
别 对 应 正六 面体 (立方 体 ) 和 正 十 二 面体 . 侧面 的 正 多 角形 的 边 数 超过 5 时 , 由 于 内 
AKK, 无 法 构成 立体 图 形 . 可 能 的 正 多 面体 只 有 这 五 种 , 它们 的 参数 列 于 表 2.12. 
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表 2.12 正 多 面体 的 参数 
4 


侧面 数 N 6 8 12 20 
顶点 数 V | 4 8 6 20 12 
侧面 多 边 形 边 数 nn 3 4 3 5 8 
交 于 每 顶点 棱 数 m 3 3 4 3 5 
总 楼 数 L 6 12 12 30 | 30 
固有 点 群 T ° ° I T 
固有 点 群 阶 数 2L | 12 24 24 60 60 


把 正 多 面体 各 个 侧面 的 中 心 作为 顶点 联结 起 来 构成 的 图 形 也 是 正 多 面体 , 称 为 
原 正 多 面体 的 对 偶 正 多 面体 . 图 形 的 对 偶 关 系 是 相互 的 . 两 对 偶 正 多 面体 的 面 数 N 
和 顶点 数 V 对 换 , 侧面 边 数 n 和 在 每 个 顶点 交会 的 楼 数 m 对 换 , GRR L 保持 不 
变 . 正八 面体 的 对 偶 图 形 是 正六 面体 , 正二 十 面体 的 对 偶 图 形 是 正 十 二 面体 , 正四 
面体 与 自己 对 偶 , 是 自 对 偶 图 形 . 显然 互相 对 偶 的 正 多 面体 有 相同 的 对 称 变换 群 . 正 
四 面体 的 固有 点 群 为 T, 立方 体 和 正八 面体 的 固有 点 群 为 O, 正 十 二 面体 和 正二 十 
面体 的 固有 点 群 记 作 L 把 正 多 面体 中 心 放 在 坐标 原点 . 正 多 面体 的 位 置 可 由 一 条 
楼 的 位 置 来 确定 , 每 个 对 称 变换 可 由 这 条 棱 在 变换 后 的 新 位 置 来 描写 . 经 过 对 称 变 
换 , 这 条 楼 可 置 于 L 条 楼 中 的 任 一 条 位 置 , 再 考虑 楼 的 两 种 取向 , 因此 正 N 面体 的 
固有 点 群 包含 2L 个 元 素 . 1 群 的 阶 数 为 60. 


* 四 、 正 十 二 面体 、 正 二 十 面体 和 点 群 I 


正 十 二 面体 和 正二 十 面体 有 相同 的 固有 对 称 变换 群 I 把 正二 十 面体 中 心 O0 和 
原点 重合 ( 见 图 2.3), 一 对 顶点 Ao 和 Bo WEF z 轴 上 , Ao 在 正 z 向 , 与 Ao 相 邻 的 
五 个 顶点 , RWE z 轴 的 右手 螺旋 方向 , 顺序 记 作 Aj, 1 < j < 5, A 在 zz 平面 内 的 
偏 正 z 方向 . 在 zy 平面 下 方 的 六 个 顶点 分 别 记 作 B;, 0 < j < 5, 对 原点 对 称 的 两 
顶点 有 相同 的 下 标 . 

由 B; 指向 A; 的 六 个 轴 都 是 正二 十 面体 的 五 次 转动 轴 , 绕 它们 转动 2r/5 角 的 
变换 分 别 记 作 Tj, 0 < j < 5. 除 一 个 五 次 轴 沿 正 z 轴 方 向 外 , 其 余 五 个 五 次 轴 正 向 
的 极 角 都 是 91, 方位 角 分 别 为 pn. 两 个 相对 侧面 中 心 的 联 线 都 是 三 次 轴 , 都 以 偏 
IE z 方 向 为 正 向 , 绕 它 们 转动 2r/3 角 的 变换 分 别 记 作 Rj, 1 < ; < 10. 前 五 个 三 次 
轴 (1 < j < 5) 正 向 的 极 角 都 是 02, 后 五 个 三 次 轴 (6 < j < 10) 正 向 的 极 角 都 是 bs， 
HLADA oP. 例如 , Ri 的 转轴 是 由 O 点 指向 AAAA 的 中 心 , 而 Re 的 转 
轴 是 由 O 点 指向 AA B44。 的 中 心 . 两 个 相对 楼 中 点 的 联 线 都 是 二 次 轴 , 绕 它们 转 
BJ n 角 的 变换 分 别 记 作 S;, 1 < j < 15, 前 五 个 二 次 轴 (1 < ; < 5) 的 极 角 都 是 94 
方位 角 分 别 为 f, 次 五 个 二 次 轴 (6 < ; < 10) 的 极 角 都 是 05, 方位 角 分 别 为 p4”， 
最 后 五 个 二 次 轴 (11 < j < 15) 在 zy 平面 , 极 角 为 z, 方位 角 分 别 为 oP. 例如 ,S51 
的 转轴 由 O 点 指向 AoA 的 中 点 , 56 的 转轴 由 O 点 指向 A142 的 中 点 , 而 Su 的 
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转轴 由 O 点 指向 ABa 的 中 点 . S12 的 转轴 是 y 轴 . 上 述 这 些 角度 列 于 下 式 


tangl =2, tanh =3— v5, tanbs =3+V5 
tan = (V5—1)/2, tan0s=(V5+1)2, 91=204~ 63.43° (226) 
02 ~ 37.38°, bs ~ 79.19°, 65 ~ 58.28° 


p=2G0- Dn/5, P = (2j-l)n/5, ç) =(43-3)z/10 


设 正二 十 面体 的 楼 长 为 1, 外 接 圆 半径 R 和 内 切 圆 半径 7 分 别 为 


1⁄2 
R (2) 09511, r= S+V _ 07558 (2.27) 


43 


Bo 
图 2.3 正二 十 面体 示意 图 


正二 十 面体 具有 很 高 的 对 称 性 . 五 次 转动 使 所 有 五 次 轴 和 所 有 三 次 轴 分 别 互相 
等 价 , 且 都 为 双向 轴 , 所 有 二 次 轴 也 互相 等 价 . 因此 , 1 群 包含 五 个 类 : 恒 元 构成 一 
X, 15 个 二 次 轴 转 动 元 素 S, 构成 一 类 , 绕 10 个 三 次 轴 转 动 土 2r/3 角 的 元 素 R 
构成 一 类 , 绕 6 个 五 次 轴 转 动 +2z/5 角 的 元 素 TE 构成 一 类 , 转动 +4n/5 角 的 元 
KTP 构成 另 一 类 . 五 个 类 都 是 自首 类 , 它们 包含 的 元 素数 目 分 别 为 1, 15, 20, 12 
和 12. 工 群 没有 非 平 庸 的 不 变 子 群 . 

I 群 有 一 个 明显 的 子 群 Ds, 它 由 沿 z 轴 的 五 次 轴 转 动 和 处 于 zy 平面 的 五 个 二 
次 轴 转 动 元 素 组 成 . Ds 群 有 10 个 元 素 , 指数 为 6, 陪 集 的 代表 元 素 无 法 表 成 一 个 元 
KHR, 使 它 的 陪 集 表 不 易 计算 . 由 图 2.3 看 到 , I 群 有 互相 垂直 的 二 次 轴 , 在 三 个 
互相 垂直 的 二 次 轴 的 对 称 位 置 有 三 次 轴 , 它们 构成 子 群 T. TRA 12 个 元 素 , 指数 
为 5, 陪 集 代 表 元 素 可 以 选 To HEK, 从 而 简化 陪 集 表 的 计算 . 由 图 2.3 可 知 , S12 
是 绕 v 轴 的 转动 , S, 和 Se 的 转轴 都 在 zz 平面 , 稍 偏 离 z 和 z 轴 . 这 三 个 转动 轴 
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互相 垂直 , 把 它们 看 作 坐标 轴 , 就 可 以 找 出 所 需要 的 四 个 三 次 轴 , 从 而 构成 子 群 了. 1 
群 部 分 元 素 和 T 群 元 素 的 具体 对 应 关系 如 下 


RE RË, RE! Rin, RE RË, RẸ RE 


Ss + 一 12, S — T?, Sı — T2 (2.28) 


根据 这 一 对 应 关系 , 把 T 群 乘法 表 2.8 做 替换 后 , 就 得 到 1 群 的 子 群 T 的 乘法 表 
2.13. 


表 2.13 180389 T 的 乘法 表 
E S S S$ R R R R R R R Ro 


E| E S S Si R Rọ R RB R R R Ro 
S | S E S Sa Rh Re RB F RB R Ro F 
S | Sa S E Ss R RB Re Rh R Ro R R 


R | R Ro FR Fm E S S Su Re RB Rb HR 
Ro|Ro R R R S E Sa S R F R Rh 
R | R Fm R Ro S Se E S$ Ro F Re R 
R | Ro Ri Ro R S S SI E R. Rọ Ri Re 


表 2.14 ”正二 十 面体 的 固有 对 称 变换 


R? A2 Ao RÌ As B 


25 正 多 面体 的 固有 对 称 变换 群 AA. 
RE 
Ao A A As A As B B B; Bs Bı Bs 
而 |4 À À A A 4 Bo BPB B Ba B B 
T | A A 4 hs A 4 Bo B Bs B B B 
R|” 4 hs A A As Bo Ba Bs B B Bs 
Té | A 4 A: 4 As M Bo Bë Bi B Bs Bı 
表 2.15 工 群 关于 子 群 T 的 陪 集 表 
ER| E Ss S2 S Re Ro R R R R R Rio |#* 
m” | T F w A R Te S G wG H 
T |Ë RB Ss TÑ Ss R RR n T Ta R S 
T| R mh F S F R S Rs Ñ T 
Té T T2 Su Hs R T T S T S h R 
T T Su R N R S T Re Tí S T? | To 
T B Sn T So R R Ta R m RR s%| m 
To Ro Ss m T S Tf FR S Re Te T| 72 
T T Ss R R T T S R S h RIT 
To |R R So T s R Å x T T. F So| To 
To |T Ro Su Ts r W Di w Rh Tà T| 
mu [32 oq Sul Re NA. Te 9 Sa. E SU SO ORKO T 
T |E S Ss S R R R R R R R R | T 
T |T Re Ss T T S H e S R T T| To 
T |T R mha RR R hs R S % F| DT 
T |E So S 5 R R R R RE QC Ña N A e 
TR |T R Su B R Roe & m Re T- Re 39 | T 
TR |H _ R Sh R R R h s T 5 nn R|D 
T | E S Ss S R HR R R R R Fc RIR 
R| F Sa FR B Ra S S R mG S |R 
T |R FR, Su h S RN Fm m R m R s| 
T| E S S S Ro R F F Ro R R R| To 
T |T R w R T “Be. S. y R H S T| T 
这 二 二 S T RB R R G R S| T 
T | 2 R sa T T So 型 k S R T£ BLT 


用 四 个 五 次 转动 T, 1 < m < 4, 作为 陪 集 的 代表 元 素 . 根据 1 群 每 个 元 素 的 
几何 意义 , 从 图 2.3 确定 两 点 Ao 和 A 经 此 变换 后 的 新 位 置 , 列 于 表 2.14. 对 陪 集 
的 代表 元 素 TT, 则 需要 列 出 正二 十 面体 所 有 12 个 顶点 位 置 变化 的 相对 关系 , 以 便 
计算 I 群 关于 子 群 T 的 陪 集 表 2.15. 由 子 群 T 的 乘法 表 2.13 及 其 陪 集 表 2.15, 可 
以 计算 工 群 任何 两 个 元 素 的 乘积 例如 , 计算 51073. 根据 陪 集 表 2.15 把 So 表 成 
左 陪 集 的 元 素 , Sio = Të Rë, Tš 表 成 右 陪 集 的 元 素 , Tš = SsTo, 由 乘法 表 2.13 查 出 
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有 S58 = Rio, 最 后 由 陪 集 表 2.15 查 得 S10T3 = Të RioTo = R2. 


26 ” 群 的 直接 乘积 和 非 固有 点 群 


一 、 群 的 直接 乘积 
定义 B H, fl H; 是 群 G 的 两 个 子 群 


Hi={Ri, Ra, Ra),  H2={S1, S2, +, Sha) (2.29) 


满足 ， 

(1) 除 恒 元 Ri = S. = E bh, 子 群 H 和 H, 无 公共 元 素 ; 

(2) 分 属 两 子 群 的 元 素 乘积 可 以 对 易 , MH R e Hi, S, € Hx, WJ RjS, = S,Rj; 

(3) 群 G 是 所 有 形 如 R,S, 的 元 素 构成 的 集合 . 
则 群 G 称 为 群 H, 和 H, 的 直接 乘积 , 简称 直 乘 , 记 作 G = H @ Ha. 群 H, 和 群 
Ha 都 是 群 G 的 不 变 子 群 

集合 {BSu} 中 不 会 有 重复 元 素 . 因为 若 有 RjS, = RkS,, 则 Rg R; = 9871， 
它们 分 属 两 个 子 群 , 故 只 能 等 于 公共 的 恒 元 E, B R, = R, 和 5, = S,. 因此 , ER 
群 G 的 阶 等 于 两 子 群 的 阶 数 乘积 , 9 = hh2. 

在 实际 问题 中 , 我 们 经 常 遇 到 的 情况 是 , HE (2.29) 给 出 的 两 个 群 H 和 Ha 分 
别 作用 于 两 个 不 同 的 对 象 上 , 因而 分 属 两 群 的 元 素 乘积 可 以 对 易 


R;S, = S,R, (2.30) 


设 两 群 的 恒 元 分 别 为 R. 和 51. 重新 定义 两 个 同 构 的 群 H S, 和 Ri H>. 补 上 的 恒 
元 不 影响 两 群 元 素 的 乘积 规则 , 但 使 两 群 有 了 公共 的 恒 元 R151. 定义 集合 


G = (R;S,|R; € Hi, Su € H2} (2.31) 


在 原来 的 元 素 乘积 定义 下 , 由 于 式 (2.30), 集合 G 显然 满足 群 的 四 个 条 件 , 因而 构成 
群 , 称 为 群 H, 和 H; 的 直接 乘积 


二 、 非 固有 点 群 


我 们 先 来 一 般 性 地 研究 非 固有 点 群 G. 既然 是 非 固有 点 群 , 它 必定 包含 非 固有 
转动 元 素 , 同时 它 也 一 定 包含 若干 固有 转动 元 素 , 因为 至 少 恒 元 是 固有 转动 元 素 . 非 
男 有 转动 变换 可 看 成 回 有 转动 变换 和 空间 反 演 o 的 乘积 , 而 o 可 与 任何 转动 变换 
对 易 , 且 平 方 为 恒 元 . 因此 , 两 个 非 加 有 转动 元 素 的 乘积 是 固有 转动 元 素 , 非 回 有 转 
动 元 素 和 固有 转动 元 素 的 乘积 则 是 非 加 有 转动 元 素 , 当然 两 个 男 有 转动 元 素 的 乘积 
仍 是 固有 转动 元 素 . 
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# G 包含 的 所 有 固有 转动 元 素 的 集合 H, 因为 满足 乘积 封闭 性 , 构成 群 G 的 
子 群 . 既然 两 个 非 固有 转动 元 素 的 乘积 是 固有 转动 元 素 , G 中 所 有 非 固有 转动 元 素 
只 能 属于 子 群 H 的 同一 个 陪 集 , 因而 子 群 H 的 指数 为 2, CER G 的 不 变 子 群 . 这 
一 性 质 将 帮助 我 们 由 固有 点 群 扩充 而 建立 所 有 的 非 加 有 点 群 . 

非 固有 点 群 分 为 两 类 . 第 一 类 非 固 有 点 群 包含 空间 反 演变 换 o, 称 为 了 型 非 固 
有 点 群 , 第 二 类 非 固 有 点 群 不 包含 o, 称 为 P RERA AR. 

了 型 非 固 有 点 群 G 中 , 的 陪 集 可 表 为 oH, 因而 群 G 是 固有 转动 元 素 构成 的 
TÈ H 和 二 阶 反 演 群 Vo WAR 


G=H8V2, V2={E,o} (2.32) 


按照 晶体 理论 中 常用 的 熊 夫 利 (Schoenflies) 符号 , 我 们 已 知 的 固有 点 群 所 对 应 
的 了 型 非 固 有 点 群 分 别 记 作 
Ci = C1 @ Vy, Cow ~ Con @ V2 
Cizn+1)i  C(2n+1) Q V2, D(an)n ~ D2n @ V2 
DantyaT Deny) BV2, TisTQ@V2 
O, = O @ V>, Inr = I@ Vo 


其 中 , 下 标的 意义 将 在 本 节 末 做 解释 . 

P 型 非 加 有 点 群 G 不 包含 空间 反 演 变换 o. 设 G 中 固有 转动 元 素 记 作 Re, 非 
固有 转动 元 素 记 作 S;, W| =S; 是 固有 转动 变换 , 但 与 原来 的 固有 转动 元 素 R, 不 重 
复 . 因为 如 车 05; = Re, W| c = RkS7' € G, 与 假设 矛盾 这 样 , 由 oS; 和 Ri 的 集 
合 构成 新 的 固有 点 群 G', 并 与 原 非 加 有 点 群 G 同 构 , 而 原来 的 固有 转动 元 素 集合 
构成 的 子 群 五 仍 是 群 G' 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 . 

现在 我 们 遇 到 的 是 相反 的 问题 : 怎样 由 固有 点 群 构造 已 型 非 固有 点 群 ? 设 固 
有 点 群 G' 含有 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 保持 子 群 元 素 不 变 , 把 陪 集 元 素 都 乘 以 c, 就 
构成 已 型 非 加 有 点 群 G. BE G 和 群 G' 同 构 , 它们 包含 共同 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 . 

在 我 们 已 知 的 固有 点 群 中 , 挑 出 那些 包含 指数 为 2 不 变 子 群 的 固有 点 群 , 构造 
出 的 已 型 非 固有 点 群 及 其 不 变 子 群 为 


(2.33) 


San ~ Can , FE Can, CoantDh s Can+2 ， 子 群 Cn+i 

C,= O, 子 群 C, Cune ~ Dy , FÈ Cw (2.34) 
Dona ~ Dan ， 子 群 Don, D(zntDh % Dan+2 ， 子 群 D2n+1 

Tas O, +E T 


最 后 , 我 们 介绍 一 下 能 夫 利 符号 体系 中 下 标的 含义 . 除了 T 群 外 , 把 固有 点 群 
中 一 个 次 数 最 高 的 固有 转动 轴 指 向 z 轴 正 向 , 称 为 主轴 . 对 工 群 则 把 一 个 二 次 轴 指 
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向 z 轴 . 绕 z 轴 转 动 r 角 后 再 做 空间 反 演 , 就 是 对 zy 平面 的 反射 . 如 果 一 个 固有 
点 群 包含 有 绕 z 轴 转 动 x 角 的 元 素 , 则 构成 的 工 型 非 加 有 点 群 包含 对 zy 平面 的 反 
射 变换 . 如 果 一 个 固有 点 群 包含 有 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 而 陪 集 里 包含 有 绕 z 轴 转 
动 n 角 的 元 素 , 则 构成 的 已 型 非 加 有 点 群 也 包含 对 zy 平面 的 反射 变换 . 只 要 非 固 
有 点 群 中 包含 有 对 zy 平面 的 反射 变换 , 一 律 以 下 标 h (horizontal) 标记 . Cz 群 对 应 
的 已 型 非 加 有 点 群 虽然 包含 这 样 的 反射 变换 , 但 记 作 C,, 这 是 唯一 的 例外 . 在 非 固 
有 点 群 不 包含 对 zy 平面 反射 变换 的 条 件 下 , 如 果 它 包含 的 在 zy 平面 的 二 次 转动 
轴 既 有 固有 的 也 有 非 固有 的 , 则 用 下 标 d 标记 ; 如 果 它 包含 的 在 zy 平面 的 二 次 转 
动 轴 都 是 非 固有 的 , 则 用 下 标 v 标记 ; 如 果 它 不 包含 在 zy 平面 的 二 次 转动 轴 , 则 记 
作 San (ERA 4n 次 轴 ) 或 Ci 和 Con+Di( 包 含 0). 注意 , 在 zy 平面 的 非 固有 二 次 
转动 , 就 是 对 包含 z 轴 的 平面 ( 铅 垂 平 面 ) 的 反射 变换 , 下 标 v 就 是 “ 铅 垂 ” 的 英文 
缩写 (vertical). 在 用 下 标 d 标记 的 非 固有 点 群 中 , 这 样 的 铅 垂 平面 的 位 置 , 正好 平 
分 在 厂 平 面 内 两 相 邻 图 有 二 次 转动 轴 的 夹 角 . 事实 上 , 如 果 系统 对 某 铅 垂 平面 的 反 
射 保持 不 变 , 而 此 铅 垂 平面 和 zy 平面 的 交 线 又 是 系统 的 固有 二 次 转动 轴 , 则 zy 平 
面 就 变 成 对 称 平面 , 该 非 固有 点 群 就 该 用 下 标 h 标记 . 对 正二 十 面体 , 可 以 取 z 轴 
沿 一 个 二 次 轴 方 向 , 从 而 工 群 的 了 型 非 加 有 点 群 记 作 In- 


3 题 


1. 设 妃 是 群 G 的 恒 元 , R 和 5 是 群 G 中 的 任意 元 素 , R 和 S 分 别 是 R à S 的 道 元 ， 
证 明 (1) RR? = E; (2) RE = R; (3) # TR = R, WJ T = E; (4) # TR = E, WJ T = R-1; 
(5) (RS) 的 逆 元 为 SR. 

2. 证 明 以 乘法 作为 “乘积 " 的 所 有 正 实数 构成 的 群 和 以 “加 法 " 作为 乘积 的 所 有 实数 构成 的 
群 同 构 . 

3. 设 Hi 和 H> 是 群 G 的 两 个 子 群 , 证 明 H, 和 H> 的 公共 元 素 的 集合 也 构成 群 G 的 子 群 . 

4. 证 明 当 群 G 的 阶 数 为 5, 6 或 7 时 , 除 恒 元 外 , 不 可 能 所 有 元 素 的 阶 数 都 是 2. 

5. 证 明 除了 恒 元 外 , 每 个 元 素 的 阶 都 是 2 的 群 一 定 是 阿 贝尔 群 . 

6. 设 群 G 的 阶 数 g = 2n, n 是 大 于 2 的 素数 , 准确 到 同 构 , 证 明 群 G 只 有 两 种 : 循环 群 
Con 和 正 n 边 形 对 称 群 Dn. 

7. 量子 力学 中 常用 的 泡 利 (Pauli) 矩阵 oa 定义 如 下 


0 1 0 一 i E9 
o= ， m=. ， B= 
1 0 i 0 0-1 
s 


Caos = l-i) Cabada, 如 o2=1, oos=ics 
T 


其 中 , eava 是 三 阶 完全 反对 称 张 量 . 证 明 由 ov 和 o 的 所 有 可 能 乘积 和 短 次 的 集合 构成 群 , 列 出 
此 群 的 乘法 表 , 指出 此 群 的 阶 数 , 各 元 素 的 阶 数 , 群 所 包含 的 类 和 不 变 子 群 , 不 变 子 群 的 商 群 与 什 
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么 群 同 构 . 建立 同 构 关系 , 证 明 此 群 和 正方 形 固有 对 称 群 Da 同 构 . 

8. 证 明 由 io) 和 ioz 的 所 有 可 能 乘积 和 等 次 的 集合 构成 群 , 列 出 此 群 的 乘法 表 , 指出 此 群 的 
阶 数 , 各 元 素 的 阶 数 , 群 包含 的 各 类 和 不 变 子 群 , 不 变 子 群 的 商 群 与 什么 群 同 构 . 说 明 此 群 与 Da 
群 不 同 构 . 

9. 准确 到 同 构 , 证 明 八 阶 群 G 只 有 五 种 : 循环 群 Cs, 正方 形 固有 对 称 群 D. , 四 元 数 群 Qs( 见 
第 8 题 ) 和 了 型 非 固有 点 群 Can =C48V2 与 Dzh =D28V2. 

10. 准确 到 同 构 , 证 明 九 阶 群 G 只 有 两 种 : 循环 群 Co AARE C3@Cs. 

11. 举例 说 明 群 G 的 不 变 子 群 的 不 变 子 群 不 一 定 是 群 G 的 不 变 子 群 . 反之 , 证 明 若 群 G 的 
不 变 子 群 完整 地 属于 子 群 H, 则 它 也 是 子 群 H 的 不 变 子 群 . 

12. 证 明 群 G 两 个 类 作为 复元 素 的 乘积 , 必 由 若干 个 整 类 构成 , 即 作为 乘积 的 集合 , 包含 集 
合 中 每 个 元 素 的 共 罗 元 素 . 

13， 设 有 限 群 G 的 阶 数 为 9, Ca 是 群 G 中 的 一 个 类 , 含 n(a) PER, S, 和 S, 是 类 
Ca 中 任意 两 个 元 素 (可 以 相同 ), 证 明 G 中 满足 条 件 Sj = PP 的 元 素 P 的 数目 等 于 
m(a) = g/n(a). 

14. 试 以 T 群 的 子 群 Cs = (E, Ri, RI) 为 基础 , 将 Cs 群 的 乘法 表 扩充 , 计算 T RUR 
法 表 , 并 与 表 2.9 做 比较 . 

15. 群 G 由 12 个 元 素 组 成 , 它 的 乘法 表 如 下 : 


E A B Cc D F A J K L M N 

E 3. A B c D F I J K L M N 
A A E w I J B c D M N K L 
B B F A K L E M N I J c D 
c c I L A K N E M J F D B 
D D J K L 三 M N E F I B c 
F F B E M N A K L c D I J 
I 1 c N E M L A K D B J £ 

J J D M N E K L A B c F 1 

K K M J F I D B c N E L A 
L L N 1 J m: Cc D B E M A K 

M M K D B c J F 1 L A N E 
N N L c D B f J E A K E M 


(1) 找 出 群 G 各 元 素 的 逆 元 ; (2) 指出 哪些 元 素 可 与 群 中 任 一 元 素 乘积 对 易 ; (3) 列 出 各 元 
素 的 周期 和 阶 ! (4) RER G 各 类 包含 的 元 素 ; (5) RER G 包含 哪些 不 变 子 群 , 列 出 它们 的 陪 
集 , 并 指出 它们 的 商 群 与 什么 群 同 构 ; (6) 判断 群 G 是 否 与 正四 面体 对 称 群 T 或 与 正六 边 形 对 
称 群 De 同 构 . 
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群 的 线性 表示 理论 是 群 论 能 在 物理 和 其 他 领域 得 到 广泛 应 用 的 基础 .我 们 首 
先 引入 群 线性 表示 的 定义 , 介绍 等 价 表示 和 不 可 约 表示 的 概念 . 然后 , 通过 几 个 基 
本 定理 , 掌握 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 的 重要 性 质 . 最 后 , 就 若干 个 典型 例子 , 说 明 寻 
找 有 限 群 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 一 般 方法 , 可 约 表示 的 约 化 方法 和 群 论 方法 在 物 
理 中 应 用 的 基本 步骤 . 


3.1 群 的 线性 表示 
一 、 线 性 表示 的 定义 


从 群 论 观 点 看 , 两 个 同 构 的 群 , 群 的 性 质 相同 . 由 于 矩阵 群 比较 容易 研究 , 如 能 
找到 一 个 矩阵 群 和 给 定 群 同 构 ， 那么 , 研究 清楚 此 和 矩阵 群 的 性 质 , 也 就 完全 掌握 了 
给 定 群 的 性 质 . 如 果 矩 阵 群 只 是 与 给 定 群 同 态 , 那么 , 矩阵 群 只 反映 给 定 群 的 部 分 性 
质 , 但 对 研究 给 定 群 的 性 质 也 有 作用 . 与 给 定 群 同 构 或 同 态 的 矩阵 群 称 为 给 定 群 的 
线性 表示 . 

定义 若 行列 式 不 为 零 的 m x m 矩阵 集合 构成 的 群 DG) 与 给 定 群 G 同 构 
或 同 态 , 则 D(G) 称 为 群 G 的 一 个 m 维 线性 表示 , 简称 表示 (representation). 在 
D(G) 中 , 与 G 中 元 素 RR 对 应 的 矩阵 D(R), 称 为 元 素 RR 在 表示 D(G) 中 的 表示 和 矩阵， 
D(R) 的 矩阵 迹 x(R) =Tr D(R) 称 为 元 素 R 在 表示 D(G) 中 的 特征 标 (character). 

规定 表示 矩阵 的 行列 式 不 为 零 , 是 为 了 排除 表示 甜 阵 与 零 矩 阵 直 和 的 平庸 情 
况 . 在 此 规定 下 , 恒 元 的 表示 矩阵 是 单位 矩阵 , D(E) = 1, 互 逆 元 素 的 表示 矩阵 互 
IAHR, D(R-!) = D(R)-1. 若 D(G) 与 群 G 同 构 , W D(G) 称 为 群 G 的 真实 
(faithful) 表示 , 若 同 态 , 则 称 非 真 实 表示 . 非 真实 表示 描写 了 群 G 关于 同 态 对 应 核 
的 商 群 的 性 质 . 

让 群 中 所 有 元 素 都 对 应 1, D(R) = 1, 得 到 的 表示 称 为 恒 等 表 示 , 也 称 平庸 表 
示 . 任何 群 都 有 恒 等 表 示 . 矩阵 群 本 身 是 自己 的 一 个 表示 , 称 为 自身 表示 . 表示 矩阵 
都 是 么 正 矩 阵 的 表示 称 为 么 正 表 示 . 表示 矩阵 都 是 实 正 交 矩阵 的 表示 称 为 实 正 交 
表示 . 如 不 做 特殊 说 明 , 本 书 只 讨论 群 的 有 限 维 表 示 . 文献 [64] 第 四 章 第 24 题 举例 
说 明了 无 穷 维 么 正 表示 的 研究 方法 . 


二 、 群 代数 和 有 限 群 的 正则 表示 
这 里 讨论 任何 有 限 群 都 有 的 一 个 重要 的 真实 线性 表示 , 称 为 正则 表示 . 为 此 , 我 
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们 先 引入 群 函数 和 群 代数 的 概念 . 

所 谓 函 数 关系 就 是 自 变量 和 因 变 量 之 间 的 一 种 确定 的 对 应 关系 ， 过 去 我 们 接 
触 的 函数 , 自 变量 往往 是 坐标 等 连续 变 基 , 它 在 称 为 定义 域 的 连续 区 域内 连续 变化 . 
但 是 作为 函数 的 自 变量 , 并 不 一 定 要 是 连续 变量 , 例如 说 , 以 群 元 素 作为 自 变 量 也 可 
以 建立 适当 的 函数 关系 . 

如 果 对 于 群 G 的 每 一 个 元 素 R, 都 有 一 个 确定 的 数 F(R)( 实 数 或 复数 ) 与 之 对 
应 , 这 样 的 以 群 元 素 作为 自 变 量 的 函数 称 为 群 函数 , 常 记 作 F(G). 群 函 数 还 可 以 是 
矢量 函数 , 矩阵 函数 等 . 对 有 限 群 , 群 函数 只 有 9 个 取 值 , 因此 有 限 群 线性 无 关 的 群 
函数 数目 等 于 群 的 阶 数 g. 

群 G 的 每 一 个 线性 表示 D(G) 都 是 群 G 的 一 个 矩阵 函数 . 表示 矩阵 的 每 一 个 
HETK Duv(BR) ER G 的 一 个 群 函数 特征 标 x(R) 也 是 一 个 群 函数 , 但 由 于 共 
思 元 素 的 特征 标 相同 


D(SRS-!) = D(S)D(R)D(S) 1, x(SRS-!)= xXx(R) (3.1) 


特征 标 x(R) 实际 上 是 类 的 函数 . 
在 第 一 章 中 我 们 已 复习 过 线性 空间 的 概念 . 线性 空间 的 基 可 以 是 线性 无 关 的 任 
何 客体 . 基 的 所 有 实 线 性 组 合 构成 一 个 实 线性 空间 , 所 有 复线 性 组 合 构成 复线 性 空 
间 , 简称 线性 空间 . 在 群 的 定义 中 , 我 们 没有 定义 过 群 元 素 加 法 的 概念 . 现在 引入 群 
元 素 的 加 法 . 所 谓 R+S 就 是 把 两 元 素 加 在 一 起 , 不 要 问 它们 加 起 来 等 于 什么 , 只 
是 从 原则 上 规定 群 元 素 加 法 必须 满足 加 法 的 一 些 基本 公理 , 也 就 是 加 法 的 交换 律 和 
群 元 素 与 数 相 乘 的 线性 性 质 
CR+c2S =c2S+eR, aR+ cR = (c+c2)R, (3.2) 
c3 (i R + c28) = caci R + cac2S i 
现在 我 们 可 以 取 有 限 群 群 元 素 R 作为 基 , 它们 的 所 有 复线 性 组 合 构成 一 个 线性 空 
间 , 称 为 群 空间 . 群 空间 的 维 数 就 是 群 的 阶 数 g. 群 元 素 的 任何 线性 组 合 都 是 群 空 
间 的 一 个 矢 基 , 例如 
X= F(BR, Y=) F(S)S (3.3) 
REG SEG 
群 空间 的 矢量 也 要 满足 线性 空间 矢量 的 一 般 性 质 , 如 数 和 矢量 相 乘 的 线性 性 质 , 两 
矢量 相 加 减 时 , 它们 的 对 应 分 量 相 加 减 等 . 群 空 间 矢 基 基 的 选择 也 不 是 唯一 的 . 以 群 
元 素 作为 基 称 为 自然 基 . 当 基 选 定 后 , 群 空间 的 矢量 和 g x 1 列 矩阵 有 一 一 对 应 的 
关系 . 当 基 发 生变 化 , 矢 基 的 列 矩阵 也 按 一 定 的 规则 做 线性 组 合 . 在 自然 基 中 , 每 一 
AREH F(R) 又 是 一 个 群 函数 . 群 空间 的 矢量 和 群 函数 之 间 也 有 一 一 对 应 的 
关系 . 
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另 一 方面 , 在 线性 空间 C 中 只 定义 了 矢量 的 加 减法 和 矢量 与 数 的 乘法 , 没有 定 
义 矢量 间 的 乘法 . 如 果 在 线性 空间 再 引入 矢量 的 乘法 , 要 求 线性 空间 关于 乘法 是 封 
闭 的 , 而 且 乘 法 满足 分 配 律 , 即 对 线性 空间 C 中 的 任何 矢量 X,Y 和 Z, 满足 


XYeC， Z(X+Y)=ZX+ZY (3.4) 
这 样 的 线性 空间 称 为 代数 . 现在 我 们 在 群 空间 中 这 样 定义 矢量 的 乘法 : 数 与 数 做 普 
通 数 的 乘法 , 群 元 素 与 群 元 素 按 群 元 素 的 乘积 规则 相 乘 


XY= Iz rwn} 位 r95} => > {A(R)P(9)} (RS) 
E 


REG REG SEG 


=> (> RRD) T= > 位 arsoagj 


TEG \REG TeG UseG 


(3.5) 


这 样 的 乘法 满足 分 配 律 , 而 且 群 空间 关于 此 乘法 是 封闭 的 , 从 而 使 群 空间 变 成 代数 ， 
称 为 群 代数 . 今后 我 们 仍 用 线性 空间 的 符号 L 来 标记 群 代数 . 

在 群 代数 中 , 群 元 素 左 乘 或 右 乘 到 群 代数 的 矢量 上 , 使 矢量 按 一 定 规则 变 成 群 
代数 中 的 另 一 个 矢量 . 因此 , 在 群 代数 中 群 元 素 既是 失 基 又 是 线性 算 符 . 例如 , 把 作 
为 算 符 的 S 左 乘 到 作为 矢量 基 的 R E, 得 到 群 代数 中 的 一 个 矢 基 , 可 以 写成 矢量 基 
的 线性 组 合 , 组 合 系数 排列 起 来 构成 算 符 SERM R 中 的 矩阵 形式 D(S) 


SR=T= 》 P Dpa(s) (3.6) 
PeG 
但 是 , 按照 群 元 素 的 乘积 规则 , S ERA R 上 得 到 另 一 个 群 元 素 T. 就 是 说 , R (3.6) 
的 求 和 式 实际 只 有 一 项 , 矩阵 D(5) 的 每 一 列 只 有 一 个 矩阵 元 素 不 为 0, 而 为 1 


1, 当 P=SR 
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Dpr(S) = { 
由 于 重 排 定理 , D(S) HIERA — BR AE. 
因为 矩阵 D(S) 是 线性 算 符 5 在 群 代数 自然 基 中 的 矩阵 形式 , 式 (3.6) 给 出 
D(8) 和 S 间 的 一 个 一 一 对 应 的 关系 . 按 惯例 , 算 符 乘积 定义 为 两 算 符 的 相继 作用 ， 
矩阵 按 矩 阵 乘积 规则 相 乘 , 则 算 符 的 乘积 和 矩阵 的 乘积 仍 按 式 (3.6) 一 一 对 应 . 这 
种 算 符 与 其 矩阵 形式 一 一 对 应 或 一 多 对 应 的 关系 在 乘积 中 保持 不 变 的 性 质 , 在 群 论 
中 经 常 遇 到 , 这 里 我 们 证 明 一 次 , 以 后 再 遇 到 就 不 再 证 明 . 


T(SR) = X TPDPn(S)= X” [x Dartnprats)} ， 


PEG QEG PEG 
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(TS)R= YÜ Q Don(T5) 
QEG 


由 于 结合 律 , 两 式 子 的 左边 相等 , 因而 
D(T)D(S) = D(TS) — TS 


根据 第 二 章 定理 三 , 矩阵 D(S) 的 集合 构成 群 D(G), HERTE G; 称 为 群 G 的 正 
则 表示 . 正则 表示 是 真实 表示 .每 个 有 限 群 都 有 正则 表示 ， 正 则 表示 的 维 数 等 于 有 
限 群 的 阶 数 g. 由 式 (3.7) 知 , 除了 恒 元 外 , 元 素 S 在 正则 表示 中 的 特征 标 都 为 零 
x= w pi = Í s. 7 p 
过 去 我 们 习惯 子 用 自然 数 标记 矩阵 的 行 和 列 , 这 不 是 必要 的 . 其 实 只 要 足以 区 
分 行 ON) 的 任何 指标 都 可 以 用 来 标记 逢 阵 的 行 ( 列 ). 正则 表示 是 一 个 典型 的 例子， 
ERKKI (Pl). 知道 了 群 的 乘法 表 , 群 的 正则 表示 很 容易 写 出 来 
元 素 S 在 正则 表示 中 的 矩阵 形式 由 乘法 表 中 第 S 行 的 乘积 元 素 决定 , 表示 矩阵 第 
及 列 不 为 夫 的 邱 阵 元 素 所 在 行 ,就 是 乘法 表 S 行 中 及 列 的 乘积 元 素 标记 的 行 . 因此 
看 着 条 法 表 就 能 立刻 写 出 每 个 元 素 的 正则 表示 秆 阵 例如 , 正三 角形 对 称 铬 Ds 生 
成 元 D 和 A 在 正则 表示 中 的 表示 矩阵 如 下 , 其 中 行 ( 列 ) 用 群 元 素 E, D, F, A, B 
和 C 的 次 序 标记 


(3.8) 


001000 000100 
100000 0. 0. 0: g. g. 1 
1 
D(D) = 010000 D(A) = 人 20 wp 0 (3.9) 
000001 100000 
0001 00 001000 
000010 010000 


在 群 代数 中 , 作为 算 符 的 群 元 素 S, 不 仅 可 以 从 左面 作用 到 矢量 上 , 还 可 以 从 右 
面 作用 到 矢 基 上 . 当然 , 对 非 阿 贝尔 群 来 说 , 左 乘 和 右 乘 群 元 素 的 结果 是 不 一 样 的 ， 
而 且 两 个 算 符 的 乘积 , 对 左 乘 和 右 乘 群 元 素来 说 也 是 不 一 样 的 . 例如 , 先 左 乘 S, 再 
ER T, 其 结果 是 左 乘 TS, 但 先 右 乘 S, HAR T, 其 结果 是 右 乘 ST. 虽然 左 乘 算 
符 的 集合 和 右 乘 算 符 的 集合 , 根据 不 同 的 乘积 规则 可 以 分 别 构成 群 , 分 别 记 作 G 和 
G, 但 如 果 把 它们 的 相同 元 素 一 一 对 应 , 则 它们 的 乘积 不 再 按 原 规则 一 一 对 应 . 只 有 
把 G 中 元 素 RA G 中 元 素 R! 一 一 对 应 , 元 素 的 乘积 仍 按 原 规则 一 一 对 应 . G 称 
为 群 G HIPI PRE (intrinsic group). 为 了 使 右 乘 算 符 的 矩阵 形式 的 集合 也 构成 原 群 
的 线性 表示 , 可 以 把 算 符 的 矩阵 形式 取 转 置 , 也 就 是 按 列 指标 求 和 


RS = > Tap(S) P (3.10) 
PeG 
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R (8.10) 给 出 的 群 元 素 S MERE D(S) 间 的 一 一 对 应 关系 , 才能 使 元 素 乘积 按 同 一 
规则 一 一 对 应 


(RS)T= 》 Drr(S)PT = Y 位 DetsDron)a 
PeG u 


QEG (PEG 
=R(ST)= > Dsr(ST)Q 
QEG 


即 D(ST) = D(S)D(T). 由 式 (3.10) 可 以 计算 得 表示 矩阵 D(S) 


Li 当 P=RS 


(3.11) 
0, 当 PZRS 


Dre(S) = I 
这 个 矩阵 也 用 群 元 素来 标记 行 ( 列 ). 元 素 S 在 此 表示 中 的 矩阵 形式 由 乘法 表 中 第 5 
列 的 乘积 元 素 决定 . 表示 矩阵 第 R 行 不 为 零 的 矩阵 元 素 所 在 列 , 就 是 乘法 表 SA 
中 忆 行 的 乘积 元 素 所 标记 的 列 . 例如 , 生成 元 D 和 A 在 此 表示 中 的 表示 矩阵 为 


010000 000100 
001000 000010 

i 0 

DD) = 100000 f D(4) = 0 0001 (3.12) 
000001 100000 
000100 010000 
000010 001000 
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标量 的 概念 是 与 变换 相 联系 的 , 物理 中 通常 说 的 标 基 是 对 三 维 空间 转动 变换 来 
说 的 . 有 一 些 物理 基 , 例如 质量 , 温度 , 电势 等 , 它们 在 转动 变换 中 保持 不 变 , 称 为 标 
H. 标量 用 一 个 数字 就 可 以 把 它 完全 描述 . 标量 的 空间 分 布 称 为 标量 场 . 标量 场 用 
标 其 函数 (z) 来 描写 , 它 是 空间 坐标 的 函数 . 

当 系统 ( 标 基 场 ) 发 生变 换 (平移 , 转动 等 ) 时 , 描写 系统 的 标量 函数 如 何 变 化 ? 
这 里 所 谓 的 变换 , 可 以 狭义 地 理解 为 系统 的 平移 和 转动 等 空间 变换 , 也 可 以 广义 地 
理解 为 更 一 般 的 变换 , 例如 系统 内 部 空间 的 变换 . 为 确定 起 见 , 我 们 姑且 把 它 理解 
为 转动 变换 . 描写 转动 通常 有 两 种 不 同 的 观点 , 一 种 是 本 书 采用 的 系统 转动 的 观点 ， 
另 一 种 是 坐标 系 转动 的 观点 , 两 种 变换 互 为 逆 变 换 . 

描写 系统 状态 的 坐标 可 以 很 多 , 例如 N 个 粒子 系统 需 用 3N 个 坐标 来 描写 . 为 
书写 简单 起 见 , 用 一 个 字母 z 描写 系统 的 全 部 坐标 . 设 经 过 变换 RJA, 在 > 点 的 场 
变 到 z' 点 , 则 变换 后 标量 场 在 z” 点 的 值 应 该 等 于 变换 前 标量 场 在 z 点 的 值 . 因此 ， 
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变换 前 后 描写 系统 的 标量 函数 形式 必须 发 生 相 应 的 变化 , 才能 使 它们 在 函数 值 上 有 
上 述 的 联系 . 用 标量 函数 (z) 和 w (z) 描写 变换 前 后 标量 场 的 分 布 , 则 
z- y=Rrz, r= R-!z 
(z) = (z) = (z) 
用 w 描写 变换 R 后 的 标量 场 , 从 符号 上 看 不 清 它 对 变换 R 的 依赖 . 为 了 明显 地 表 
达 出 新 函数 形式 与 变换 RR 的 关系 , 引入 算 符 Pa 


(3.13) 


Pry=y, Pry(r)=w(r) (3.14) 
PR 是 一 个 算 符 , 它 把 变换 前 的 标量 函数 o 变 成 新 的 标量 函数 V. AR (3.13) 得 
PRy(z') = (z) = WR 2) 
由 于 自 变 基 要 取 遍 定义 域 的 所 有 数值 , 符号 上 用 z' 或 z 都 是 一 样 的 , 故 有 
Phy(z) = Y(R z) (3.15) 


全 和 Pry 是 两 种 不 同 的 函数 形式 , 式 (3.15) 给 出 了 两 个 函数 在 函数 值 上 的 联系 , 同 
时 也 给 出 了 变换 算 符 PR 对 任意 函数 Vla) 的 作用 规则 : 只 要 把 原来 函数 的 自 变 
Jt z 换 成 R's, 再 把 它 看 成 z 的 函数 , 就 得 到 新 的 函数 形式 Pry. Pa 显然 是 线性 
算 符 
Pa {fay(z) + bó(z)) =ay(R-iz) + bó(R-1z) 
=aPn%(z) +bPRdg(z) 
式 (3.15) 是 标量 函数 的 特征 , 所 有 标量 函数 都 必须 满足 这 一 变换 规则 . 
算 符 Pe 与 变换 R 间 有 一 一 对 应 的 关系 
rsr = Rr 
Yla) = p(z’) = Pry(z’) = Yla) 
它们 的 乘积 仍 按 同一 规则 一 一 对 应 
z Š, z = Sx' = (SR)z 
wW(z) Ew (2") = PsPab(z”) = Ps (z”) = W'(z') = yla) 
Wla) Ê PsR0(z”) = ú [(SR)-1z”] = (z) 


(3.16) 


因此 Ps PR = Psr. 如 果 变 换 R 的 集合 构成 群 C, 则 Pa 的 集合 Po 构成 与 G 同 构 
的 群 . 有 时 把 群 Po 称 为 群 G 的 线性 实现 . 以 后 , 线性 算 符 群 Po 和 群 G 不 再 严格 
区 分 , 都 称 为 对 称 变换 群 . 
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这 里 值得 强调 一 下 初学 者 很 容易 犯 的 一 个 错误 . 式 (3.15) 是 两 个 函数 在 函数 
值 上 的 联系 , 这 两 个 函数 是 不 同 的 . PR 作用 在 y ERRAK y, 再 做 S 变换 时 ， 
Ps 算 符 必须 作用 在 W 上 

Ps [PRy(z)j] = PsW'(z) =W'(S-!z) = Phy(S 1z) = Y(R S-a) 
Ps 算 符 不 是 作用 在 上 
Ps [PRy(zj] # Psy(R- 7) = Y(S7 R's) 


下 面 通过 两 个 例子 来 说 明 如 何 计算 Pa 算 符 对 标 基 函数 的 作用 . 第 一 个 例子 是 
系统 在 一 维 空间 的 平移 变换 
z 29 m=T(ajke=z+a, z=T(a) lm =x -a 


则 相应 的 标量 函数 平移 算 符 Pro) 为 


Prov =r == EL Eyo eo -ai yo 


1 m 
=< m dz 


Pria) 可 以 表达 为 对 z 微 商 的 指数 函数 形式 . 

第 二 个 例子 是 系统 在 平面 上 做 转动 变换 .建立 
固定 在 空间 的 平面 坐标 系 K 和 固定 在 系统 上 的 平 
面 坐 标 系 K. 随 着 系统 绕 z 轴 转 动 o 角 , K 系 从 
5 K 系 重 合 的 位 置 转 到 图 3.1 中 用 z 和 wy 标记 的 
直角 坐标 系 位 置 . 系统 上 的 点 从 P 位 置 转 到 P' 位 
置 , 已 点 在 K 系 的 坐标 为 (z,y), P' 点 在 天 系 的 坐 
标 为 (zy), 但 在 K' 系 坐 标 仍 是 (z,y). 

从 图 中 容易 看 出 , 在 转动 R(w) 作用 下 , 坐标 变 
图 3.1 系统 绕 z 轴 的 转动 变换 ” 换 关 系 为 


T’ = z cosu — ysinw, y' = zsino + ycosw (3.17) 


Rom E edi o 换 成 -w. 关于 坐标 z 和 y 的 二 次 齐 次 多 项 式 构成 的 函数 空间 是 
三 维 空间 , 有 三 个 独立 的 函数 基 


(sy) =22,  yalzy)=zy, palT, y) = 
系统 转动 R(w) 对 应 标 其 函数 变换 算 符 Ptw). 这 个 函数 空间 对 Pr() 保持 不 变 


Paco (z, y) =n [R (z, y)] = (z cosw + ysinw)? 
=% (z, y) cos? w + 2(z, y) sin(2w) + a(z, y) sin? w , 
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PRtwya(z, 切 = 加 [BE 1(z,g)] = (Zcosw + ysinw) (~zsinw + y cosw) 

= —pi(z, y) sin cosw + p2(z, y) cos(2w) + a(z, y) sinw cosw ， 
PR(w) Ya(z,9) =v[R (z,y)] = (~z sinw + ycosw)? 

=y: (z,y)sin?w — a(z, y) sin(2w) + Ys (z, y) cos? w 


即 算 符 Pr(w) 在 它 的 这 个 不 变 函 数 空 间 中 可 用 一 个 三 维 矩 阵 来 描写 


Prw) Wa (29) = bulR (zy) = > 0(z,)D;,[R(o)] , 


m 
cos?w 一 sinwcosw sin?w (3.18) 
DIE = | sin(2w)  cos(2w) — —sin(2o) 
sin2w sinwcosw cos2w 


现在 讨论 线性 算 符 L(z) 在 变换 R 中 的 变换 规律 线性 算 符 L(z) 代表 系统 状态 
的 一 种 特定 变换 , 通过 描写 系统 状态 的 波 函 数 的 变换 表现 出 来 . 设 此 变换 使 系统 从 
状态 4 变 成 状态 B, 表现 在 波 函 数 上 , L(z) 作用 在 函数 wa(z) 上 得 到 函数 ya(z)， 
即 
YBa(7) = 工 (Z)wa(z) 
在 变换 R 后 , 描述 两 状态 的 函数 形式 发 生变 化 
A (z) = Yala’) = PRya(z)) 
vala) 全 pplz’) = Pabn(a') 
联系 此 两 确定 状态 的 算 符 形式 也 必须 跟着 发 生变 化 , 以 确保 它 仍 是 这 两 特定 状态 之 
间 的 变换 算 符 
La) L), Wole) = Lhal) 
这 里 的 变量 符号 z” 可 用 任何 其 他 变 基 符号 来 代替 , 也 可 以 用 z 来 代替 
L'(z) {Prya(z)} = Pawa(z) = Pa{Z(z)wa(z)} 
因为 pale) 是 任意 函数 , 所 以 
L'(z) = PRL(z)PR1 (3.19) 
这 个 公式 也 可 以 做 更 直接 的 理解 ， Z(z) 作用 在 波 函 数 (z) 上 得 到 新 的 波 函 数 
L(z)w(z), Pr 对 这 个 新 波 函 数 的 作用 为 


Pa [L(z)0(z)] = [PrL(2)PR'] [Paú(z)] = 三 (zy 
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在 Z(z) 的 右面 有 可 能 还 有 波 函 数 , Pr 的 作用 是 抵消 Pa 对 右面 波 函 数 的 作用 . 
在 式 (3.19) 中 , Pa 是 从 左面 乘 , 形式 上 似乎 与 线性 代数 中 算 符 的 窍 阵 形式 所 做 
的 相似 变换 D'(R) = S-1D(R)S 不 一 样 , 但 实质 是 一 致 的 , 因为 在 线性 代数 中 矢 基 
分 基 按 S-1 变换 
b= D(R)a, d = S-g, D'(R) = S-1D(R)S 
wa(z) = E(z)ya(z)， Walz) = Paba(z),  L'(z) = PaL(z)Pz! 


量子 力学 中 物理 量 用 线性 厄 米 算 符 来 描写 , 在 变换 中 按 式 (3.19) 变换 . 系统 哈 
ER H(z) 也 应 做 此 变换 


H(z) 5 PrH(z)PR! (3.20) 
如 果 忆 是 系统 的 对 称 变换 , 则 哈密 顿 量 在 变换 中 保持 不 变 
H(z) = PrH(z)Pa!, [H(z), Pa] = 0 (3.21) 


即 对 称 变换 算 符 Pa 与 哈密 顿 量 H(z) 可 以 对 易 . 
设 能 级 E Jë m 重 简 并 , 有 m 个 线性 无 关 的 本 征 函 数 
H(z)pą(2) = Epa(z), p=1,2,.,m (3.22) 
Pult) 的 所 有 复线 性 组 合 构成 一 个 m 维 线性 空间 , 在 这 个 空间 中 的 所 有 函数 都 是 能 
Ht 29 E 的 本 征 函数 , Vule) 是 这 个 空间 的 一 组 函数 基 . 由 式 (3.21) 得 
H(z) [PRyr(z)] = PaH(z)%,(z) = E [Paú,,(z)] (3.23) 


哈密 顿 量 的 本 征 函 数 如 (z) 经 Pa 作用 后 , 仍 是 哈密 顿 量 同 一 能 级 的 本 征 函 数 , 仍 
属 此 函数 空间 , 即 此 m 维 线性 空间 对 Pr 的 作用 保持 不 变 ，PRy(z) 可 按 函 数 基 
p(s) 展开 . 把 组 合 系数 排 成 矩阵 D(R), 它 就 是 对 称 变换 算 符 Pa 在 基 如 PHE 
阵 形式 n 
Pa, (z) = 3 0,(z)D,, (R) (3.24) 
u=1 


ERE D(R) 和 算 符 PR 通过 式 (3.24) 建立 起 一 一 对 应 或 一 多 对 应 的 关系 .重复 式 
(3.8) 的 证 明 , 可 知 它们 的 乘积 也 按 同 一 规则 对 应 , 因而 矩阵 D(R) 的 集合 构成 群 
D(G), 它 同 构 或 同 态 于 对 称 变换 群 Pe 和 G 


D(G) = Po G (8.25) 


D(G) 是 群 G 的 一 个 m 维 线性 表示 , 它 描写 了 哈密 顿 基本 征 函 数 在 对 称 变换 中 的 
变换 规律 . 这 是 物理 中 应 用 线性 表示 理论 的 一 个 相当 普遍 的 例子 . 系统 的 对 称 变换 
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Ë G 同 构 于 线性 算 符 群 Po, 而 Po 作用 在 不 变 函 数 空间 的 基 上 , 得 到 群 G 的 线性 
表示 . 线性 表示 描写 不 变 函 数 空间 中 函数 的 变换 规律 . 为 了 用 群 论 方法 研究 系统 的 
对 称 性 质 , 首先 要 找到 对 称 变换 群 的 全 部 线性 表示 . 

注意 式 (3.15) 和 (3.24) 的 区 别 . 式 (3.15) 两 边 的 函数 宗 量 是 不 同 的 , CREE 
换 前 后 的 两 个 函数 在 函数 值 上 的 联系 , 只 要 是 标量 函数 都 应 满足 式 (3.15) 的 变换 规 
则 . 而 式 (3.24) 两 边 的 函数 宗 量 是 相同 的 , 它 代表 函数 Pau, 按 函 数 基 p, 的 展开 
A, 这 是 函数 之 间 的 组 合 关系 . 一 般 标量 函数 并 不 满足 此 关系 , 只 有 当 ú, 架设 的 函 
数 空间 对 算 符 Po 不 变 时 , 才 有 式 (3.24) 成 立 . 

在 其 子 力学 中 , 波 函数 的 内 积 定义 为 


Wan) = f vasa) (3.26) 

对 转动 , 平移 等 空间 变换 , 由 z 到 Re 的 雅 可 比 (Jacobi) 行列 式 为 1, 则 
(Pay(zjlPadla) = [WRAV AR ads = (Wo) (2) 
因此 ，PR 算 符 是 么 正 算 符 , 在 Pa 变换 下 厄 米 算 符 的 厄 米 性 保持 不 变 . 如 果 取 函数 
基 yu 是 正 交 归 一 的 , 则 线性 表示 D(C) 就 是 么 正 表示 , 在 实际 物理 问题 中 有 一 个 
重要 的 例外 , RER ER (Lorentz) 变换 算 符 Pa 不 是 么 正 算 符 . 这 是 因为 内 积 定义 


式 (3.26) 中 的 坐标 积分 关于 洛 伦 兹 变换 的 雅 可 比 行列 式 不 为 1. 此 时 即使 把 函数 基 
选 成 正 交 归 一 的 , 洛 伦 兹 群 的 线性 表示 也 不 是 么 正 表示 . 
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一 、 等 价 表示 


在 具体 寻找 群 的 所 有 线性 表示 之 前 , 先 要 把 此 问题 做 适当 的 简化 . 表示 是 一 个 
HER, 它 所 作用 的 线性 空间 称 为 表示 空间 . 在 给 定 的 不 变 函 数 空间 中 , 线性 变换 
群 Po 作用 在 基 pulz) 上 , 得 到 一 个 线性 表示 . 这 个 线性 函数 空间 就 是 表示 空间 . E 
则 表示 的 表示 空间 就 是 群 代数 . 对 m 维 方 甜 阵 构成 的 矩阵 群 , 群 元 素描 写 m 维 空 
间 的 线性 变换 , 而 这 m 维 空间 就 是 矩阵 群 自 身 表示 的 表示 空间 . 

表示 空间 中 基 的 选择 不 是 唯一 的 . 当 基 做 线性 组 合 时 ， 


$, = ú,X;, (3.28) 
Pa 的 矩阵 形式 做 相似 变换 


PR 加 =》 D, (R), — Paé, =  óxDx(R) , 
P 入 
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D(R) = X-1D(R)X (3.29) 

从 而 得 到 一 个 新 的 线性 表示 DG). 这 两 个 表示 的 对 应 表示 矩阵 D(R) 和 D(R), 是 
同一 个 线性 变换 Pa 在 同一 个 表示 空间 中 的 矩阵 形式 , 只 是 因为 函数 基 选 择 的 不 同 ， 
使 表现 形式 有 所 不 同 , 它们 通过 同一 个 相似 变换 X 联系 起 来 . 这 样 两 个 表示 称 为 等 
价 表示 . 从 给 定 的 表示 , 任 选 非 奇 相似 变换 , 就 可 得 到 无 穷 多 个 内 容 上 没有 实质 区 
别 的 等 价 表示 . 

定义 ”如 果 群 G 所 有 元 素 R 在 两 个 表示 D(G) 和 DG) 中 的 表示 矩阵 存在 
同一 相似 变换 关系 (3.29), 这 样 两 个 表示 称 为 等 价 (equivalent) 表示 , 记 作 D(G) = 
D(G). 

两 个 等 价 表示 维 数 相等 , 相似 变换 矩阵 X 也 是 同 维 非 奇 矩阵 , 与 群 元 素 无 关 . 
等 价 于 同一 表示 的 两 表示 互相 等 价 . 等 价 表示 没有 实质 上 的 区 别 . 寻找 群 G 所 有 表 
示 的 问题 简化 为 寻找 群 G 所 有 不 等 价 的 表示 问题 . 

如 何 来 判别 两 表示 是 否 等 价 ? 任意 元 素 在 两 个 等 价 表示 中 的 特征 标 相等 


x(R) = Tr D(R) = Tr D(R) = x(R) (3.30) 


以 后 将 证 明 , 对 有 限 群 , 每 个 元 素 在 两 表示 中 的 特征 标 对 应 相等 , 是 两 表示 等 价 的 充 
要 条 件 . 由 于 特征 标 是 类 的 函数 , 为 了 检验 两 表示 的 等 价 性 , 只 需要 在 每 个 类 中 选 
一 个 元 素 , 检验 它们 在 两 表示 中 的 特征 标 是 否 相等 . 

二 、 表示 的 么 正 性 


等 价 表示 没有 实质 上 的 区 别 . 但 在 一 系列 等 价 的 表示 中 , 选 什么 样 的 表示 作为 
代表 最 为 方便 呢 ? 下 面 的 定理 告诉 我 们 , 对 有 限 群 可 以 选 么 正 表示 作为 代表 

定理 一 ”有 限 群 的 线性 表示 等 价 于 么 正 表 示 , 而 且 两 个 等 价 的 么 正 表示 一 定 
可 以 通过 么 正 的 相似 变换 相 联系 . 

这 个 定理 的 证 明 见 附录 3. 证 明 过 程 是 对 有 限 群 的 任意 一 个 给 定 表示 , 具体 找 
出 相似 变换 , 把 它 化 为 么 正 表 示 , 然后 , 对 两 个 等 价 的 么 正 表示 , 具体 找 出 么 正 的 相 
似 变换 把 它们 联系 起 来 . 但 是 作为 一 种 计算 方法 , 这 方法 太 繁 了 , 不 实用 . 在 实际 物 
理 问题 里 , 对 有 限 群 和 大 部 分 无 限 群 , 算 符 PR 是 么 正 的 , 只 要 选取 正 交 归 一 的 ( 函 
数 ) 基 , 表示 就 是 么 正 的 . 物理 中 重要 的 例外 就 是 洛 伦 兹 变换 群 , 它 是 无 限 群 , 以 后 会 
知道 , 除 恒 等 表 示 外 , 它 根 本 不 存在 有 限 维 么 正 表示 . 定理 一 的 重点 在 于 告诉 我 们 ， 
有 限 群 的 任何 表示 都 存在 等 价 的 么 正 表示 , 而 且 等 价 的 么 正 表 示 之 间 , 都 存在 么 正 
的 相似 变换 . 这 样 , 今后 对 有 限 群 , 我 们 只 需要 讨论 么 正 表 示 和 勾 正 的 相似 变换 , 以 
简化 计算 . 在 定理 的 证 明 过 程 中 用 到 了 有 限 群 群 函数 对 群 元 素 求 平均 的 概念 , 而 且 
这 平均 值 对 左 乘 或 右 乘 群 元 素 5 保持 不 变 


F=15 F(0)= 1 F(SR)= 1 5 FRS) (3.31) 
I REG 9 REG 9 ReG 
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对 无 限 群 , 求 和 变 成 无 穷 级 数 , 它 不 一 定 收敛 . 要 把 这 个 定理 推广 到 无 限 群 , 关键 要 
把 这 个 对 群 元 素 求 和 的 式 子 推广 , 例如 定义 一 个 适当 的 对 群 元 素 的 积分 , 并 要 证 明 
这 样 的 积分 存在 , 而 且 对 左 乘 或 右 乘 群 元 素 S 保持 不 变 . 

如 果 原 先 的 表示 是 实 甜 阵 构成 的 表示 , 则 定理 一 的 全 部 证 明 都 可 在 实数 范围 内 
进行 . 这 样 , 定理 一 可 改写 成 下 面 的 推论 . 

推论 ”有限 群 实 表示 等 价 于 实 正 交 表示 , 两 个 等 价 的 实 正 交 表 示 一 定 可 以 通 
过 实 正 交 相 似 变换 相 联系 . 


3.4 有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 


本 节 是 表示 理论 中 最 重要 的 一 节 . 在 这 一 节 中 , 我 们 先 介绍 不 可 约 表示 的 概念 
及 其 基本 性 质 , 然后 研究 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 重要 性 质 . 


—. 不 可 约 表 示 


定义 ”如 果 群 G 表示 D(G) 的 每 一 个 表示 矩阵 D(R) 都 能 通过 同一 个 相似 变 
换 x 化 成 同一 形式 的 阶梯 矩阵 


2 _[ DPR) M(R) 
X- D(R)X = ( Ü — (3.32) 


则 此 表示 称 为 可 约 表示 , 否则 称 为 不 可 约 表示 (irreducible). 容易 证 明 , 式 (3.32) 中 
两 个 子 矩阵 DOR) 和 D) (R) 的 集合 分 别 构成 群 G 的 线性 表示 . 元 素 在 可 约 表 
示 中 的 特征 标 等 于 在 子 表示 中 的 特征 标 之 和 


x(R) = x()(R) + x)(R) (3.33) 


可 约 表示 的 定义 表明 , 可 约 表示 的 表示 空间 存在 着 非 平 良 的 不 变 子 空间 . 反之 ， 
如 果 表 示 空 间 关 于 表示 D(G) 存在 非 平 庸 的 不 变 子 空间 , 则 可 选择 表示 空间 的 基 ， 
分 别 属于 此 不 变 子 空间 及 其 相 补 的 子 空 间 , 在 此 新 基 下 , 每 个 表示 矩阵 DR) 就 取 
相同 形式 的 阶梯 矩阵 . 因此 , 表示 可 约 性 的 一 个 等 价 的 定义 是 , 在 表示 空间 中 存在 
非 平庸 不 变 子 空间 的 表示 称 为 可 约 表示 , 否则 是 不 可 约 表示 . 

如 果 D(G) 的 表示 空间 存在 两 个 互补 的 不 变 子 空间 , 可 在 两 个 子 空间 中 分 别 取 
一 组 基 , 构成 整个 表示 空间 的 一 组 完备 基 , 在 这 组 基 下 , D(R) 都 取 同 一 形式 的 方块 
矩阵 


DO)(R) 0 


X-1D(R)X = ( ð DOR) 


) = DO(R)e DR) (3.34) 
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这 表示 称 为 完全 可 约 表示 , 表示 的 这 种 形式 称 为 已 约 (reduced) 表示 . 有 时 , 表示 空 
间 虽 存在 非 平庸 的 不 变 子 空间 , 但 不 管 如 何 选择 , 它 的 相 补 子 空间 都 不 是 不 变 的 . 这 
样 的 表示 仍 是 可 约 表示 , 但 称 为 不 能 完全 约 化 的 可 约 表示 . 在 实际 物理 问题 中 遇 到 
的 不 能 完全 约 化 的 可 约 表示 的 典型 例子 是 平移 群 的 如 下 表示 ， 一 维 空间 平移 变换 
T(a) 的 集合 构成 一 维 平移 群 T 


s% =r+a, “T(a)T(b = T(a +b) 


它 是 无 限 阿 贝尔 群 , 存在 如 下 二 维 不 能 完全 约 化 的 可 约 表示 


D(a) = ( M I ): D(a)D(b) = D(a + b) (3.35) 

对 有 限 群 , 表示 D(G) 可 取 为 么 正 表 示 . 如 果 它 的 表示 空间 存在 非 平 庸 的 不 变 
子 空间 , 则 表示 D(G) 的 每 一 个 表示 和 矩阵 D(R) 都 可 通过 同一 个 么 正 相 似 变换 X, 
化 为 如 式 (3.32) 那样 的 相同 形式 的 么 正 的 阶梯 矩阵 D(R). 例如 , D(R) 是 Pa 算 符 
在 表示 空间 的 矩阵 形式 , Pa 是 么 正 算 符 , 基 是 正 交 归 一 的 , 则 D(R) 是 么 正 的 . 若 选 
表示 空间 的 一 组 新 的 正 交 归 一 基 , 它们 分 属于 此 不 变 子 空间 及 其 补 空间 , 则 相似 变 
换 是 么 正 的 , 变换 后 的 阶梯 矩阵 DR) 也 是 么 正 的 . 既然 万 (R) 是 么 正 的 , 它 的 列 矩 
阵 是 互相 正 交 归 一 的 ( 见 附录 1), DO)(R) 就 是 么 正 矩 阵 . 同时 , D(R) 和 DW(R) 的 
行 矩阵 也 分 别 是 正 交 归 一 的 , 因而 M(R) Hf JEE ES BE. 这 就 是 说 , 有 限 群 的 可 约 
表示 一 定 是 完全 可 约 的 . 

表示 D(G) 的 性 质 完全 由 两 个 子 表示 的 性 质 表达 出 来 . 反 过 来 说 , 把 若干 个 不 
可 约 表 示 直 和 起 来 , 就 构成 一 个 已 完全 约 化 的 可 约 表 示 . 这 样 的 可 约 表示 没有 给 出 
任何 新 的 性 质 : 它 的 表示 空间 是 若干 个 不 可 约 表示 的 表示 空间 的 直 和 , 空间 中 的 矢 
基 可 唯一 地 分 解 为 分 属 各 子 空间 的 矢 基 之 和 , 分 别 按 各 不 可 约 表示 变换 .因此 , 寻 
找 群 所 有 不 等 价 表示 的 问题 进一步 简化 为 寻找 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 问题 . 

群 论 的 基本 任务 就 是 如 何 判别 表示 的 等 价 性 和 不 可 约 性 , 找 出 给 定 群 的 所 有 不 
等 价 不 可 约 表示 , 以 及 如 何 把 可 约 表示 约 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 |. 


=. 舒 尔 定理 


舒 尔 (Schur) 定理 是 群 表示 理论 中 最 基本 的 定理 , 它 适 用 于 所 有 的 群 , 揭示 出 
群 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 基本 特征 . 

定理 二 ( 舒 尔 定理 二 ) ” 设 DW(G) 和 DOG) ER G 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表 
示 , 维 数 分 别 为 m 和 ma, X 是 一 个 mÚ x mo 矩阵 , 如 果 对 每 一 个 元 素 已 都 满足 


D®(R)X =XD®(R), Y  DÜD(R)X,, = > X, , DO) (R. (3.36) 
7 
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W X = 0. 

证 明 ”不 可 约 表示 的 表示 空间 不 存在 非 平 庸 的 不 变 子 空间 . 如 果 在 表示 空间 
中 找到 低 于 表示 维 数 的 不 变 子 空间 , 它 必 是 零 空间 . 下 面 对 不 同情 况 证 明 X 矩阵 的 
列 (或 行 ) 矩阵 构成 的 空间 是 零 空 间 . 

(1) ma >m WX 矩阵 各 列 看 成 列 矩阵 , 有 m PIER, (Xu) = Xan 而 
式 (3.36) 可 看 成 DO (R) 作用 在 这 些 列 矩 阵 上 , 得 到 列 矩 阵 的 线性 组 合 


DO(R)X.u = X.,.DO(R),, (8.37) 
P 


即 ms 个 列 矩 阵 X ,, 架设 了 关于 DW(G) 不 变 的 子 空间 , 维 数 不 高 于 mo, 因而 它 必 
为 零 空间 . 

(2) m =m. # det X Z 0, 则 存在 道 矩阵 X -1, R (3.36) 表明 两 表示 等 价 ， 
与 假设 矛盾 . 若 det X = 0, M| X 的 列 矩阵 线性 相关 , 它 只 能 架设 起 维 数 低 于 m 的 
子 空间 . 而 式 (3.36) 又 说 明 这 子 空 间 对 DC)(G) 保持 不 变 , 因而 只 能 是 零 空间 . 

(3) ma <m 把 式 (3.36) 取 转 置 , DO(R)TXT = XTD®(R)T. 用 反 证 法 . 如 
果 XT 0, 则 情况 (1) 的 证 明 表 明 DORT 作用 的 空间 存在 不 变 子 空间 , 取 此 子 
空间 及 其 相 补 子 空间 的 基 作 为 新 的 基 , 把 DOR) 化 为 

Y-1DØR)TY = ( DR) M(R) ) 
0 D2(R) 

上 式 取 转 置 , 说 明 D(2) (G) 的 表示 空间 存在 不 变 子 空间 , 与 假设 矛盾 . 证 完 . 

推论 一 ( 舒 尔 定理 一 ) ”与 不 可 约 表示 D(C) 的 所 有 表示 矩阵 D(R) 对 易 的 矩 
阵 必 为 常数 矩阵 , 即 若 D(R)X = XD(R), M| X = 和 1, 和 为 常数 . 

证 明 W X 的 任 一 本 征 值 和, 令 Y = X - Al, W detY = 0, H D(R)Y = 
Y D(R), 按 定理 二 情况 (2) 的 证 明 方法 , 可 得 Y = 0, 即 X = AL. 证 完 . 

有 限 群 的 可 约 表示 一 定 是 完全 可 约 的 , 因而 可 找到 非常 数 矩 阵 与 所 有 表示 矩阵 
对 易 , 故 有 下 面 推论 . 

推论 二 “有限 群 表示 不 可 约 的 充 要 条 件 是 不 可 能 找到 非常 数 矩 阵 与 所 有 表示 
矩阵 对 易 . 
三 、 正 交 关 系 


Ë G 表示 D(G) 的 每 一 个 表示 矩阵 元 素 Du (R) 都 是 群 G 的 一 个 群 函 数 , 把 
群 函数 Duv(G) 排列 成 g x 1 列 甜 阵 , 对 应 群 空间 中 以 群 元 素 为 基 的 一 个 矢量 . 这 里 
讨论 有 限 群 群 空间 中 这 些 矢量 间 的 正 交 关系 . 群 空间 两 函数 F (G) 和 F(C) 的 内 
积 , 即 群 空间 两 矢 基 的 点 乘 定义 为 

5 (RY FAR) 


ReG 
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内 积 为 零 就 是 两 矢量 正 交 , 同一 矢 其 的 点 乘 称 为 矢量 模 的 平方 . 
定理 三 ”有 限 群 G 的 不 等 价 不 可 约 么 正 表示 Di(G) 和 Di(G) 的 矩阵 元 素 , fE 
为 群 空间 矢量 , 满足 正 交 关系 


> Di,(R)' DI (R) = L óuóa,ósx (3.38) 
REG mj 


其 中 , 9 是 群 G 的 阶 , m; 是 表示 DI 的 维 数 , 4 i= j BF, Di(R) = DI (R). 
MEB H m, x m; EE Y (u), 它 只 有 第 4 行 第 v 列 元 素 不 为 零 


Y(nu)ox = Gnpbix 
再 定义 mi x m; 矩阵 X (uu) 


X(w)= DDR)IY (uv) Di(R) 
REG 


xma = > > Di, (R)*Y (uv)ra Di, (R) = > Di (RD (R) (3.9) 
X(jw)pa 正 等 于 式 (3.38) 的 左边 . 另 一 方面 , X (uu) 满足 


X(uu)Di(S) = Y D'(S)D' (RS)”' Y (w)DI (RS) = D'(S)X(nu) 
REG 


这 里 用 到 群 函数 关于 群 元 素 求 和 对 右 乘 群 元 素 保持 不 变 的 性 质 . 

当 š Z j BF, 由 定理 二 , X(pz) = 0. 4 i= j 时 , 由 定理 二 推论 一 , X(jw)ps = 
Clpv)ipx, C(pv) 是 依赖 于 Y (uv) 的 常数 . 代入 式 (3.39), PAR i = j, p= À, 并 对 
入 求 和 


C(u) = $ > Di, (R-1)DI (R) = > P (RR!) = gó, 
REG 入 

由 此 得 式 (3.38). 证 完 

定理 三 指出 , 有 限 群 G 不 等 价 不 可 约 勾 正 表 示 的 矩阵 元 素 , 作为 群 空间 的 矢量 
互相 正 交 . 表示 做 相似 变换 , 矩阵 元 素 做 线性 组 合 . 因此 , 可 以 去 掉 这 么 正 性 的 条 件 ， 
只 要 群 G 的 两 表示 是 不 等 价 不 可 约 的 , 它们 的 矩阵 元 素 就 是 互相 正 交 的 . 定理 三 还 
指出 , ARRE G 同一 不 可 约 么 正 表 示 的 m3 个 矩阵 元 素 作 为 群 空 间 的 矢 基 也 互相 正 
交 , 且 它 们 的 模 平方 都 等 于 g/m; 这 后 一 个 性 质 必须 限制 不 可 约 表示 是 么 正 的 , 否 
则 相似 变换 引起 的 矩阵 元 素 的 线性 组 合 会 破坏 对 应 群 空间 矢量 的 正 交 性 . 要 把 这 一 
定理 推广 到 无 限 群 去 , 关键 要 解决 群 函数 无 穷 求 和 的 问题 . 
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正 交 的 矢量 必 线 性 无 关 , 有 限 群 群 空间 最 多 有 9 个 线性 无 关 的 矢量 . MER G 
每 个 不 等 价 不 可 约 表示 提供 m3 个 线性 无 关 的 矢量 , 这 就 限制 了 有 限 群 不 等 价 不 可 
约 表示 的 个 数 . 

推论 一 ”有 限 群 不 等 价 不 可 约 表 示 维 数 平方 和 不 大 于 群 的 阶 数 , BB 


> mg (3.40) 
j 


在 式 (3.38) 中 取 u = p, v = 入 ,并 对 u fil v RA, 得 


D x'(R)G(R)= 96; . (8.41) 
REG 
推论 二 “有限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 , 作为 群 空间 的 矢量 互相 正 交 . 
同类 元 素 的 特征 标 相 同 . 特征 标 实际 是 类 的 函数 . 类 似 群 空间 , 可 以 建立 类 空 
间 , 不 等 价 不 可 约 表 示 的 特征 标 提供 了 类 空间 线性 无 关 的 矢 基 , 设 群 G 有 gc 个 类 ， 
第 a 个 类 Cu 包含 n(a) 个 元 素 . 如 果 R E Ca, W| xi(R) 可 记 作 准将 不 可 约 表示 
的 特征 标 x 乘 上 因子 [n(o)/g]1/2, 看 作 类 空间 的 矢量 , 式 (3.41) 说 明 这 些 矢 量 是 
正 交 归 一 的 


D OaE MAD oih (42) 
a=l e=1 
推论 三 ”有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 不 能 大 于 群 的 类 数 , 即 
Dem (3.43) 


3 
设 D(G) 是 群 G 的 一 个 可 约 表示 , 它 可 以 约 化 为 若干 个 不 可 约 表 示 Dš (G) 的 
让 和 
XD(R)X = @ oDiR), xm=》  ajpó(R) (3.44) 
了 了 
其 中 , x(R) 是 元 素 R 在 表示 D(G) 中 的 特征 标 . a; 称 为 不 可 约 表示 Di(G) 在 表示 
D(G) 中 的 重 数 . 式 (3.44) 两 边 乘 xi(R)*/g 并 对 RRA, 得 


a= 1 5 XRX) (3.45) 
9 ReG 


如 果 找 到 了 群 G 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 , 由 表示 D(G) 的 特征 标 就 可 以 完全 确定 
在 表示 D(G) 中 各 不 可 约 表示 D’(G) 的 重 数 aj. 如 果 两 个 表示 约 化 时 各 不 可 约 表 
示 的 重 数 aj 对 应 相等 , 则 两 表示 等 价 . 由 式 (3.41) 和 (3.44) 有 


> xR)? =g X >g (3.46) 
REG $ 


-62 第 三 章 ” 群 的 线性 表示 理论 


HR (3.44) 中 的 表示 D(G) 是 不 可 约 表 示 Di(G) 时 , 得 a; = dij, 此 时 式 (3.46) Æ 
成 等 号 . 
推论 四 “有限 群 两 表示 等 价 的 充 要 条 件 是 每 个 元 素 在 两 表示 中 的 特征 标 对 应 
相等 . 
推论 五 ”有 限 群 表示 为 不 可 约 表示 的 充 要 条 件 是 
> (mË =g. (3.47) 
ReG 
四 、 表 示 的 完备 性 
定理 三 的 推论 一 和 推论 三 只 给 出 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 个 数 和 维 数 的 一 个 
ER, 现在 来 证 明 那 里 出 现 的 不 等 号 实际 是 等 号 . 证 明 中 利用 每 个 有 限 群 都 有 的 一 
个 特殊 的 表示 , 即 正则 表示 . 利用 正则 表示 的 特征 标 计 算 在 正则 表示 中 各 不 可 约 表 
示 的 重 数 


a= D RAR) = xE) = m; (8.48) 
9 REG 
即 在 正则 表示 的 约 化 中 各 不 可 约 表示 出 现 的 次 数 等 于 该 表示 的 维 数 
XD(RX = @ m;p:(n) (3.49) 
J 
取 恒 元 的 特征 标 
g = x(E) = Ü m} (3.50) 
í 


定理 四 ”有限 群 不 等 价 不 可 约 表示 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 数 . 
推论 一 ”有 限 群 不 等 价 不 可 约 勾 正 表示 的 矩阵 元 素 Di (G), 作为 群 空间 的 矢 
其 , 构成 群 空间 的 正 交 完 备 基 . 任何 群 函数 FG) 都 可 按 它 展开 
F(R) => C} D} (R) 
Mig (3.51 
Ci (R) =™ Y Di,(R)' F(R) i 
9 REG 
类 函数 是 一 种 特殊 的 群 函数 , 对 应 同类 元 素 它 有 相同 的 函数 值 . 表示 的 特征 标 
就 是 类 函数 . 把 任何 类 函数 先 按 Dj,(G) 展开 


F(R)= F(SRS-1) = ; > F(SRS-!) 
SEG 


c; 
=> € D > DODDS) 


iuw SEG pà 


DD (š > Gh) 
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既然 任何 类 函数 都 可 以 按 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 展开 , 可 见 它们 构成 类 空间 的 
完备 基 . 


推论 二 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 Xi(G) 构成 类 空间 的 正 交 完 备 基 ， 
任何 类 函数 都 可 按 它们 展开 
F(R) = F(SRS-1) = Cixi(R) 
' 了 (3.52; 
Ci = 1 y wR)FR). } 
9 ReG 
推论 三 ”有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 群 的 类 数 , Bl 


Disg. (3.53) 
j 


把 群 空间 的 正 交 基 Dj,(G) 和 类 空间 的 正 交 基 xi. 归 一 化 , 就 可 得 正 交 归 一 基 , 并 用 
矩阵 形式 表 出 


i 1/2 n(a) 1/2 
URuur = (=) DI (R), W = pe ] x (3.54) 


虽然 行列 指标 比较 复杂 , 但 根据 它们 可 能 的 取 值 范围 可 知 , U 是 g x 9 矩阵 ,V 是 


ge X ge HERE, 而 且 等 式 (3.38) 和 (3.42) 正 说 明 它 们 的 列 矩 阵 互相 正 交 归 一 , 即 它们 
MELEE. 写 出 它们 的 行 矩 阵 正 交 归 一 的 关系 式 


2 Na 1 w 
D (Z) oum (H) pha =l mQl pl, = as 


jmv juv 


S° ESES pe” Sa g > Xd = bop (3.55) 


3 g 


这 两 个 公式 是 群 空间 的 正 交 基 Di (G) 和 类 空间 的 正 交 基 xh 完备 性 的 数学 描述 . 
希望 读者 熟悉 这 种 指标 比较 复杂 的 基 的 正 交 性 和 完备 性 的 数学 描述 ， 这 类 描述 在 
理论 物理 中 经 常 遇 到 . 


五 、 有 限 群 不 可 约 表示 的 特征 标 表 


群 论 的 主要 任务 就 是 对 于 各 种 典型 的 群 , 特别 是 物理 中 常见 的 对 称 变换 群 , 寻 
找 它们 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 , 研究 可 约 表示 的 约 化 方法 . 对 有 限 群 , 首先 要 找 
它们 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 , 把 特征 标 列 成 表 , 称 为 有 限 群 的 特征 标 表 . 
然后 再 找 不 可 约 表示 的 表示 和 抢 阵 . 既然 群 元 素 都 可 以 表 为 生成 元 的 乘积 , 找 出 生成 
元 的 表示 矩阵 也 就 够 了 . 选择 适当 的 表象 , 使 表示 窍 阵 用 起 来 最 方便 .这 样 的 表示 
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称 为 不 可 约 表 示 的 标准 形式 . 这 里 所 谓 的 “最 方便 ”当然 与 所 研究 的 物理 问题 有 关 ， 
通常 希望 尽 可 能 多 的 生成 元 表示 矩阵 是 对 角 化 的 . 对 一 个 非 阿 贝尔 群 , 至 少 在 真实 
表示 中 , 生成 元 表示 矩阵 不 可 能 都 是 对 角 化 的 

一 个 有 限 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 中 , 既 有 真实 表示 , 也 有 非 真 实 表示 . 
非 真 实 表示 同 构 于 群 G 的 商 群 , 而 商 群 的 阶 数 比 群 G 的 阶 数 要 低 , 因而 它 的 不 等 
价 不 可 约 表示 比较 好 找 . 掌握 阶 数 较 低 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 有 利于 研究 较 复 
杂 群 的 不 可 约 表示 . 有 限 群 的 一 维 表示 基本 上 都 可 以 通过 找 商 群 不 可 约 表示 的 方 
法 得 到 , 因而 找 出 有 限 群 的 所 有 不 变 子 群 及 其 商 群 是 分 析 一 个 有 限 群 的 重要 步骤, 

有 限 群 不 可 约 表示 的 特征 标 必 须 满足 四 个 等 式 , 式 (3.50) 和 (3.53) 限制 该 群 不 
等 价 不 可 约 表示 的 个 数 和 维 数 , 式 (3.42) 和 (3.55) 分 别 描写 特征 标 表 的 各 行 和 各 列 
之 间 特 征 标的 正 交 归 一 性 . 它们 对 计算 有 限 群 不 可 约 表示 的 特征 标 起 重要 作用 , 但 
是 它们 只 是 必要 条 件 , 不 是 充分 条 件 . 在 填写 给 定 群 的 特征 标 表 时 还 应 注意 分 析 该 
群 本 身 的 特点 . 

容易 证 明 (见习 题 第 1 题 ), 将 一 表示 的 所 有 表示 和 抢 阵 都 取 其 复 共 斩 和 矩阵 , 它们 
的 集合 也 构成 原 群 的 表示 , 称 为 原 表示 的 复 共 斩 表 示 . LAAHR, 它们 的 
特征 标 互 为 复 共 辑 . 如 果 互 为 复 共 轿 的 两 表示 互相 等 价 , WPF ARERR. 自 共 
轰 表 示 的 特征 标 必 为 实数 . 群 G 的 两 个 不 可 约 表示 直 乘 仍 是 它 的 一 个 表示 , 特别 是 
当 其 中 有 一 个 表示 是 一 维 表示 时 , 这 样 的 直 乘 表示 仍 是 不 可 约 的 . 用 这 些 方法 有 助 
于 根据 已 有 不 可 约 表 示 寻 找 新 的 不 可 约 表示 . 

应 该 指出 , 寻找 物理 中 常见 对 称 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 和 计算 直 乘 表示 的 
约 化 , 原则 上 是 数学 家 的 任务 . 事实 上 , 常见 群 不 可 约 表示 的 特征 标 表 , KREE 
标准 形式 和 不 可 约 表示 的 直 乘 表 示 分 解 都 可 以 在 有 关 书 中 查 到 , 物理 工作 者 的 主要 
任务 是 把 它们 应 用 到 具体 物理 问题 中 去 . 但 是 实际 问题 是 多 种 多 样 的 , 要 能 灵活 运 
用 数学 家 的 计算 结果 , 理解 数学 家 计算 的 基本 思想 也 是 十 分 重要 的 . 下 面 我 们 就 一 
些 比 较 简 单 的 群 , 介绍 不 可 约 表示 特征 标 表 和 表示 甜 阵 的 一 些 计算 方法 , 希望 让 读 
者 对 群 表示 理论 建立 起 一 些 直观 的 概念 . 

N 阶 循环 群 Cw 的 标准 形式 是 


Cn={E,R,R,..., R), RY=E (8.56) 


循环 群 是 阿 贝尔 群 , 群 的 阶 数 等 于 类 数 , 因而 循环 群 Cn 的 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 ， 
共有 N 个 不 等 价 的 一 维 表 示 ， 表 示 矩 阵 必须 满足 群 元 素 的 乘积 关系 ，Di(R)> = 
Di(E) = 1, 解 得 


DI(R)=exp{-i2rj/N},  0<j<(N-1) (3.57) 
低 阶 循环 群 经 常 作 为 有 限 群 的 商 群 出 现 , 值得 特别 注意 .C2 群 只 有 两 个 不 等 价 不 
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可 约 表 示 , 恒 等 表示 记 作 DA, 另 一 表示 称 为 反对 称 。 表 3.1 C, 群 的 特征 标 表 


表示 , 记 作 DP. 特征 标 表 见 表 3.1. Cs 群 有 三 个 不 E R 

等 价 不 可 约 表示 , 恒 等 表 示 记 作 DA, 其 他 两 表示 互 Ara 4 

ARMER 记 作 DE 和 DE. 特征 标 表 见 表 3.2. B11 -1 
表 3.2 Cs 群 的 特征 标 表 表 3.3 Ca 群 的 特征 标 表 


TE: w = exp{—i2x/3} 


C4 群 中 ,元素 E AI R? 构成 不 变 子 群 C2, 表示 DA 和 DP 是 商 群 C4/C2 的 表示 . 
表示 DB 和 表示 DE 的 直 乘 就 是 表示 DE. Ce 群 可 表 为 两 子 群 的 直 乘 , Ce =C;@Cs, 
HF EA R? 构成 子 群 C2, E, R? 和 Rs 构成 子 群 C3. Ce 群 的 不 可 约 表示 可 表 为 
两 子 群 不 可 约 表示 的 直 乘 . C2 群 的 表示 记 作 D4(C2) 和 D3(C2), Cs 群 的 表示 记 作 
D4(C3), DE (C3) 和 D (Cs), Ce 群 的 元 素 Ry 表 为 两 子 群 元 素 的 乘积 , Ry = SjTh, 
则 有 


DA(R,) = DA(S;)DA(T,), DS(R,) = DP(S;)DA(T,), 
D”: (R,) = D? (S;)D® (Tx), D*i(R,) = DP(S;)D”' (T), (3.58) 
D™®(R„) = DA(S;)DE' (Tk), DE:(R,) = DA(S;)DË(T,) 


.4 Cs 群 的 特征 标 表 表 3.5 Ce 群 的 特征 标 表 
E R 


3. 
E R ÈR RB m E Re- Be, R O 


A| 1 1 1 É I 1 
MN -1 
F |1 -w w -1 wo w 
E |1 -w o -1 w u" 
Ez | 1 w —@ 1 w 
注 : n = exp(—i2 z /5} E, | 1 w w 1 wt w 


注 : w = exp[—i2 z /3) 


对 更 复杂 的 点 群 , 在 点 群 特征 标 表 中 , 各 类 通常 用 类 中 一 个 代表 元 素 表 出 . 类 
中 包含 的 元 素数 目 超过 1 时 , 元 素数 目 作为 系数 写 在 元 素 符号 的 前 面 . 在 晶体 理论 
中 , 用 符号 Cw 描写 循环 群 , 而 用 符号 Cw 描写 它 的 生成 元 . 在 写 元 素 符号 时 , 绕 z 
轴 方 向 的 转动 用 不 带 撤 的 符号 , 绕 其 他 方向 的 高 次 轴 转 动用 带 一 撤 的 符号 , PE z Jr 
向 的 二 次 轴 转 动用 带 一 撤 的 符号 , 绕 其 他 方向 的 二 次 轴 转 动用 带 两 撤 的 符号 . 
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D: 群 包含 四 个 元 素 , 除 恒 元 外 , 其 他 元 素 是 绕 三 个 互相 垂直 的 二 次 轴 的 转动 变 
换 , 它们 都 是 二 阶 元 素 , 因而 可 把 Ds 群 的 三 个 二 次 轴 转 动 分 别 和 四 阶 反 演 群 V 的 
三 个 反 演变 换 对 应 , 显然 这 两 个 群 同 构 , 乘法 表 由 表 2.3 的 右 图 给 出 . D> RA Va 群 
的 特征 标 表 列 于 表 3.6. 请 注意 表 3.6 和 3.3 的 区 别 . 它们 都 描写 四 阶 群 不 可 约 表示 
的 特征 标 , 都 满足 特征 标的 四 个 必要 条 件 , 但 由 于 群 不 同 构 , 它们 的 特征 标 表 是 不 同 
的 . 


Ds 群 是 最 简单 的 非 阿 贝尔 群 , 包含 有 六 个 元 素 , 恒 元 E, 两 个 三 次 轴 转 动 D 
和 ,三 个 二 次 轴 转动 A, B 和 C, 分 别 构成 三 类 , 都 是 自 逆 类 , 乘法 表 如 表 25 
所 示 ， 用 晶体 理论 的 符号 , 三 次 轴 转 动 D 表 为 Cs, 二 次 轴 转 动 4 表 为 Cs， 因 为 
12 + 12 + 22 = 6, 所 以 Da 群 有 两 个 一 维 表示 DA, D3 和 一 个 二 维 不 可 约 表示 DE. 
KEFR (E, D, F) 的 商 群 同 构 于 C, 群 , 由 此 得 Ds 群 的 两 个 一 维 表示 、， 二 维 表 
示 的 特征 标 可 用 多 种 方法 计算 .由 式 (3.55) 可 算出 Xe(C%) = 0, 再 由 式 (3.42) 算 
得 Xe(Cs) = -1. xs(C9) 等 于 零 也 可 由 下 面 分 析 得 到 ， 如 果 xP) 不 等 于 零 , 则 
DB x DE 就 是 与 DE 不 等 价 的 二 维 不 可 约 表示 , 与 上 面 结论 矛盾 . 还 有 可 用 坐标 变 
换 的 方法 写 出 元 素 的 变换 矩阵 , MR (2.10) 所 示 . 这 就 是 Ds 群 的 一 组 二 维 不 可 约 
表示 , 在 这 表示 中 , 一 个 生成 元 4 的 表示 矩阵 是 对 角 矩 阵 , 另 一 个 不 是 . 取 矩 阵 迹 就 
得 特征 标 ( 见 表 3.7). 


表 3.6 D. 群 的 特征 标 表 表 3.7 Ds 群 的 特征 标 表 


Can+l 群 和 C2n+2 群 各 有 2n 个 非 自 逆 类 , 也 各 有 2n 个 不 等 价 不 可 约 的 非 自 
IMR. D2 群 和 Ds 群 所 有 类 都 是 自 逆 类 , 所 有 不 可 约 表示 都 是 实 表示 . 一 般 说 
来 (习题 第 8 题 证 明 ), 有 限 群 包含 的 非 自 逆 类 个 数 等 于 它 的 不 等 价 不 可 约 的 非 自 共 
罗 表 示 的 个 数 . 


A. T 群 的 特征 标 表 


TRA 12 个 元 素 , 四 个 类 , 其 中 两 个 是 自首 类 , 由 1? + 12 +12+32 = 12 知 它 有 
三 个 一 维和 一 个 三 维 不 等 价 不 可 约 表 示 . 由 恒 元 和 三 个 二 次 轴 转 动 元 素 构成 了 PE 
的 一 个 不 变 子 群 D2, 它 的 指数 为 3, 商 群 同 构 于 Cs 群 . 商 群 给 出 了 T 群 三 个 不 等 
价 的 一 维 表示 , 其 中 两 个 表示 是 非 自 共 辑 表示 . 因为 只 有 一 个 三 维 不 等 价 的 不 可 约 
表示 DT, 所 以 三 次 轴 转 动 的 类 在 表示 DT 中 的 特征 标 为 零 , 这 也 符合 条 件 (3.55). 
再 根据 特征 标的 正 交 性 (3.42) 定 出 余下 的 特征 标 值 . T 群 的 特征 标 表 列 于 表 3.8. 


34 有限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 ST 


E 3C2 403 403 
A y 1 1 1 
E 1 1 w w? 
E 1 1 w? w 
P 3 -1 0 0 


Ë: w = eri2m13 
了 群 的 三 维 不 可 约 表示 的 表示 矩阵 可 用 计算 坐标 变换 矩阵 的 方法 类 似 式 (2.9)] 
定 出 . 因为 绕 z 轴 转 动 x 角 的 变换 T 使 + 和 v 轴 反 向 , 三 次 轴 转 动 R AE z, y 和 
z 轴 轮 换 , 所 以 在 表示 D7 中 这 两 个 生成 元 的 表示 矩阵 为 
) (8.59) 


-1 0 0 
Dr(IT2)=| 0 -1 0 |, DT(R)= 
0 0 1 


有 时 取 表 象 使 Ri 的 表示 矩阵 对 角 化 . 作为 练习 , 请 读者 计算 在 那个 表象 中 的 表示 
KERE, 以 及 两 种 表象 间 的 相似 变换 . 


+. O 群 的 特征 标 表 


O RA 24 个 元 素 , ETAWA, 由 12 + 12 +22 + 32 +32 = 24 知 它 有 两 个 一 维 ， 
一 个 二 维和 两 个 三 维 不 等 价 不 可 约 的 自 共 碟 表示 . O 群 有 两 个 不 变 子 群 , 子 群 工 的 
指数 为 2, 商 群 与 C2 群 同 构 , 它 给 出 了 O 群 两 个 一 维 表 示 D4 和 DP. 另 一 个 不 变 
+E Do, 指数 为 6, 商 群 同 构 于 Ds 群 , 它 给 出 O 群 二 维 表示 DE 的 特征 标 和 表示 
矩阵 [ 见 表 3.9 和 习题 第 10 题 , 请 读者 自行 计算 和 检验 , 注意 利用 式 (2.10)] 


1 0 1 -1 -v3 
oe- (1 A DE(R)=3 ( ) (3.60) 


omo 
.oo 
com 


V3 -1 


表 3.9 ”OO 群 的 特征 标 表 


o | E 3c2 803 604 4CY 
A 1 l 1 1 1 
B 1 1 1 > =f 
E 2 2 -1 0 0 
Ti 3 和 0 1 * t: 
T; 3 =< 0 -1 1 


O 群 的 一 个 三 维 不 可 约 表 示 DT: 的 表示 甜 阵 可 用 计算 坐标 变换 矩阵 的 方法 [ 见 
式 (3.59)] 定 出 . 因为 绕 z 轴 转 动 z /2 角 的 变换 T. 把 z 轴 转 到 y 轴 方 向 , y 轴 转 到 
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负 z 轴 方 向 , 三 次 轴 转 动 R. 已 在 前 面 讨论 过 , 所 以 在 这 三 维 表示 中 有 


0 -1 0 001 
DT™(T)=|1 0 o|, D™R)=|10 0 (3.61) 
0 0 1 0 1 0 


在 这 个 表象 中 , 三 维 表 示 的 两 个 生成 元 都 不 是 对 角 化 的 , 而 T2 的 表示 和 矩阵 是 对 角 
化 的 . 在 计算 可 约 表示 约 化 问题 中 , 除了 生成 元 外 , 常 同时 考虑 T? 表示 矩阵 的 约 化 ， 
以 方便 计算 . 与 T 群 一 样 , 有 时 也 采用 Ri 的 表示 矩阵 对 角 化 的 表象 . 两 种 表象 间 
的 相似 变换 与 T 群情 况 相同 , 现在 还 需要 再 计算 生成 元 T. 的 表示 和 矩阵. 

* 八 、 自 共 思 表 示 和 实 表示 

我 们 说 过 , 表示 矩阵 都 是 实 矩 阵 的 表示 称 为 实 表 示 . 既然 等 价 表示 的 本 质 是 一 
样 的 , 我 们 可 以 把 实 表示 的 定义 扩充 , 等 价 于 实 表示 的 表示 也 称 为 实 表示 . 实 表示 
45 B 3689638228. 自 共 思 表 示 虽 然 与 其 复 共 示 表 示 等 价 , 但 不 一 定 存在 相似 变换 
使 所 有 表示 矩阵 都 变 成 实 拢 阵 , 因而 不 一 定 是 实 表 示 , 下 面 的 定理 给 出 判别 自 共 斩 
表示 是 不 是 实 表示 的 方法 . 非 自 共 罗 表 示 很 容易 区 别 , 就 是 此 表示 中 至 少 有 一 个 元 
素 的 特征 标 不 是 实数 , 而 是 复数 . 

EHA ARR IEH E H ENRERE RAR E AAE RE R 
只 能 是 对 称 或 反对 称 的 , 这 个 相似 变换 矩阵 对 实 表示 是 对 称 的 , 而 对 非 实 表示 是 反 
对 称 的 . 

证 明 HARRA EHRT HRR, 存在 么 正 的 相似 变换 X, 使 


X 1D(R)X = D(R)* (3.63) 
TL 
D(R) = XTD(R)*X* = (XT x-!) D(R)(XX*) 


由 和 舒 尔 定理 知 , XTX- = +1, XT =+X, X = r+XT = z2X, H|] 7 = +1, X 矩阵 必 是 
对 称 或 反对 称 矩 阵 ， 
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现在 要 证 明 , 实 表示 的 充 要 条 件 是 X 为 对 称 矩 阵 , 7 = 1. 先 设法 把 7 和 特征 标 “ 


联系 起 来, 以 证 明 等 价 的 表示 有 相同 的 r- 
> x()=> > {Duw(R) Dur(R) 
ReG pu REG 
= > {XD(R)XY,, Dun(B) 


pv REG 


SE + E XDA) (X-1) D, (0 


mvpà REG 


T a 
=Z Xi (X>) p = 97 
r. 


如 果 D(G) JE 3E Ë 3ES 3828, 由 正 交 定理 , 上 式 第 一 行 就 等 于 零 . 

既然 等 价 的 表示 有 相同 的 r, 当 D(G) 是 实 表 示 时 , 可 取 D(R) ERER, 故 
r=1. 反之 , 如 果 X 是 对 称 的 么 正 矩阵 , X* = X-!, 若 能 证 明 X 能 表 成 另 一 个 对 
称 的 么 正 矩 阵 Y 的 平方 , X = Y2, 则 代入 式 (3.63), 可 知 D(R) 通过 相似 变换 Y 变 
成 实 矩阵 

Y !D(R)Y = YD(R)*Y ~ = (y 1D(R)Y)` 
任 取 X, 的 本 征 值 和 本 征 列 矩阵 a, Xa = Xa, X° = 和 -1!. JOSE 
Xa = Alat. — Xa" -A 


即 a 的 实 部 和 虚 部 分 别 都 是 X 同一 本 征 值 的 本 征 列 矩阵 . 因此, X 的 本 征 列 矩阵 
都 可 取 成 实 的 , X 可 通过 实 正 交 相似 变换 M 对 角 化 . 又 因 对 角 元 模 为 1, 它 可 分 解 
为 另 一 模 为 1 的 复数 的 平方 , 故 有 

M-IXM=T2 ， Y = MTM-!, Y-! = MFMM-!= 


Y 是 对 称 么 正 矩阵 , B. Y? = X. 证 完 . 
推论 ”有限 群 不 可 约 表示 特征 标 满足 


7 实 表示 
D X(R2) = 4 -1, 自 共 斩 而 非 实 表示 (3.64) 
?Ree 0, FARHER . 


*3.5 ”分 导 表 示 和 诱导 表示 
一 、 分 导 表 示 和 诱导 表示 I 


设 群 G 的 阶 为 g, 它 的 类 Ca 中 包含 n(a) 个 元 素 , 它 的 不 可 约 表示 记 作 Di(G)， 
维 数 为 mj, 类 Cu 中 元 素 S 在 此 表示 的 特征 标 为 WS) 或 xk. 又 设 H = { = 
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E, Ta,- , Th} 是 群 G 的 子 群 , 阶 为 六 指数 为 m = g/h, 左 陪 集 记 作 R,H,2 < r < n. 
补 上 R. = E, 则 群 G 任意 元 素 可 表 为 RT 虽然 R, 的 选取 不 是 唯一 的 , 但 我 们 
假定 R, 已 经 选 定 了 . 子 群 H 的 类 T 中 包含 1(P) 个 元 素 , 的 不 可 约 表示 记 作 
D(H), 维 数 为 me, 类 Ca 中 元 素 T 在 此 表示 的 特征 标 为 XT) 或 Xh 

把 群 G 不 可 约 表示 Dš (G) 中 与 子 群 了 元素 有 关 的 表示 矩阵 DI (T) 挑 出 来 , 构 
RTR H 的 一 个 表示 , 称 为 群 G 表示 Di(G) 关于 子 群 H 的 分 导 表 示 , 记 作 Di (H). 
分 导 表 示 一 般 是 可 约 表示 , 可 按 子 群 的 不 可 约 表示 D° (H) 分 解 


XDITIX= Qar DT), m= om 


£ 3.65. 
ajk = i > EiT) = D 元 (6) (x) xh Sd 
TeH B 


仍 采用 上 面 的 符号 . 设 D(H) 表示 空间 的 基 为 Yu 
Pr,b, = 3 Dia (T) 
REX Yru = Pa, bp, FEP Yiu = Yu: 由 nm 个 基 rw 架设 的 空间 对 群 G 保持 不 变 ， 
对 应 群 G 的 一 个 nm 维 表示 A*(G). 表示 矩阵 可 以 用 下 面 的 方法 计算 . 对 群 G 任 


意 元 素 S, 逐个 取 r, 计算 SR. SR, 必 可 表 为 R.T, 形式 , 其 中 心 和 + 完全 由 S 和 
7 决定 . 由 于 


Psibra = Ba 加 = 可 .本 和 = 和 bu Ds,(T:) 
得 
Ak, (S) = Ds,(T), — x*(S) = Tr A*(S) (8.66) 


这 表示 A(G) 称 为 子 群 H 表示 dt (H) 关于 群 G 的 诱导 表示 . 诱导 表示 一 般 是 可 
约 表示 , 可 按 群 G 的 不 可 约 表 示 D: (G) 分 解 


Y-1Ak(S)Y = BorDi(S), — (g/h)mk = 》 bjxm; 


2 了 
b= L D (SS) = + n(a) 04)" 从 


SeG 


(3.67) 


其 中 , 设 元 素 5 属 类 Co, 在 表示 A*(G) 中 的 特征 标 为 x*(S) = xa 与 S EMRIT 
K, 即 类 Cu 中 包含 的 元 素 , 可 能 有 些 在 子 群 H 中 , 有 些 不 在 子 群 中 . 在 子 群 中 的 元 
素 构成 子 群 H 的 若干 个 完整 的 类 Ca. 这 样 的 类 Ce 可 能 有 几 个 , 也 可 能 零 个 . 后 者 
说 明 与 S 3696003638 8 SJ T TË H. 群 G 中 不 同 的 类 Ca 所 对 应 的 子 群 H 的 类 
Co 不 会 重复 . 
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由 式 (3.66) 知 , 只 有 当 r = u Bf, 即 SR, = R,T, 时 才 会 出 现 表示 和 矩阵 A*(5) 
的 对 角 元 , 从 而 对 特征 标 x*(S) = xi 有 贡献 , 就 是 说 , 只 有 当 类 Ca 中 包含 属 子 群 
H 的 元 素 时 才 会 有 不 等 于 零 的 特征 标 x(S). 设 满足 RSR, e Ca 的 不 相同 的 R. 
个 数 为 Kg, W xÉ = Zp KaXA 

根据 第 二 章 第 13 题 , 群 G 中 满足 SR = RT, 的 元 素 RR 的 数目 为 m(a) = g/n(o), 
这 样 的 元 素 RR 一般 可 表 为 R.T, 的 形式 , 故 有 RSR, = T,TvT; ` e Ca. 另 一 方面 ， 
EFR H 中 满足 T/T,T; = T, 的 元 素 Ty 的 数目 为 me) = h/n(8). # R,T, W 
RE. S(R,T;) = (R.T,)T,, W R.T,T, 也 满足 此 式 , 但 并 不 产生 对 Ke 新 的 贡献 , 因为 
RP’ SR, = T;TyTyTy T; = T,TyT; 1. 因此 


— m(a) _ gn(8) -s yn 
-RA m E pata) >O O (8.68) 


由 式 (3.68) 很 容易 证 明 式 (3.65) 和 (3.67) 中 的 两 个 重 数 ajk 和 bj 相等 


w= E OAR DLO COE E 
计算 中 用 到 群 G 的 类 C。 包含 子 群 H 若干 个 完整 的 类 Ga, Xi = xb, 而 且 不 同 的 类 
Ca 所 包含 的 子 群 H 的 类 Cp 不 会 重复 . 类 Cu 中 包含 的 不 属于 子 群 的 元 素 对 Xk 没 
有 贡献 . 这 样 , 上 式 中 对 类 a 求 和 也 就 等 价 于 对 子 群 的 所 有 类 Cp 求 和 . sŠ (3.69) 称 
为 费 罗 宾 尼 斯 (Frobenius) 定理 . 

二 、 Dzn+1 群 的 不 可 约 表示 

Dan+1 群 包含 一 个 2n + 1 次 轴 , 称 为 主轴 , 生成 元 记 作 Con+1, 垂直 主轴 的 平 
面 内 均匀 分 布 着 2n + 1 个 等 价 的 二 次 轴 , 代表 元 素 记 作 Cs， 因 此 Dy, a 群 包含 
g = 4n+2 43638, gç = n+2 4° B 3828 [ 见 式 (2.19)], 由 式 (3.50) 和 (3.53) 知 , Dany 
群 有 两 个 一 维和 n 个 二 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 所 有 不 可 约 表示 都 是 自 共 思 表示 , 特 
征 标 都 是 实数 . Dzn+1 群 的 生成 元 可 取 为 Consi 和 C. 

Dan+1 群 有 一 个 指数 为 2 的 不 变 子 群 Con;1, 陪 集 由 所 有 垂直 主轴 的 二 次 轴 转 
动 组 成 , 商 群 是 二 阶 群 , 它 给 出 Dan+1 群 的 两 个 一 维 不 等 价 表示 , 分 别 记 作 DA 和 
DB 

DA(Cx i) = D? (Can) = DA(G;)=1, De(C)=-1 (3.70) 


不 变 子 群 Czn+1 是 阿 贝尔 群 , 有 2n + 1 个 不 等 价 的 一 维 表示 , 基 分 别 记 作 05, 
0< j< 2n, 满足 


a = e 23 n /(2n+1) pi 
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研究 这 些 表示 关于 Dnr 群 的 诱导 表示 . 扩充 表示 空间 , 定义 另 一 组 基 p = Czy. 
利用 公式 Con+1C2 = C2Czn+1, 有 


C= OW = Cmng =e n/@nrq 
由 此 得 Dan+1 群 的 二 维 表示 , 记 作 DE: 


3 ejn /(2n+1) 0 人 
po) = ( 6 aswaa |° Ps o): 


(CR) = 2cos[2jmr/(2n +1), xi(C2)=0 (3.71) 
很 明显 , 其 中 有 些 表示 是 等 价 的 , 有 些 表示 是 可 约 的 


oT DE (Ro = D® (R) , 


ES _ [pam o afra (8.72) 
aon wx-( 0 DR a 


其 中 , ol 是 泡 利 矩阵 . 就 是 说 , 只 有 个 表示 DP, 1 < j S n 是 Don+l 群 的 二 维 不 
等 价 不 可 约 表示 . 这 些 二 维 表示 可 通过 相似 变换 X 表 为 另 一 种 常用 形式 


( 2jx ) 2 2jx ) 
cos | 一 -一 | -sin | 一 一 
E, 2n+1 2n+1 


j a p {1 0 

万 “(C2n+1) = Ñ zk S P D” (c) = ( atai ) 
eG) G) | 

3.73) 
Ds 群 的 特征 标 表 已 列 于 表 3.7. Ds 和 Dr 群 的 特征 标 表 列 于 表 3.10 和 表 3.11. 


表 3.10 Ds 群 的 特征 标 表 表 3.11 Dr 群 的 特征 标 表 


D | E 20 20 50 E 20 20} 20} 0 


注 : p = 2cos(2 n /5) = (V5 — 1)/2, 
p`! = —2cos(4 n /5) = (V5 + 1)/2 注 : 入 = e-i27/7， 
qa = X24235, qa =A +A 


qn = X+36, 


=. D>, 群 的 不 可 约 表示 


D>, 群 包含 一 个 2n 次 轴 , 称 为 主轴 , 生成 元 记 作 Con, 垂直 主轴 的 平面 内 均 
匀 分 布 有 2n 个 二 次 轴 , 分 成 两 组 , 分 别 互相 等 价 , 构成 两 个 类 , 代表 元 素 为 C2 和 


*3.5 “分 导 表 示 和 诱导 表示 -73 


CY = CnC = O30 因此 Don 群 的 阶 g = 4n, 类 数 ge = n + 3, 所 有 的 类 都 是 自 
道 类 [ 见 式 (2.20)]. 由 式 (3.50) 和 (3.53) 知 , Don 群 有 四 个 一 维和 n 一 1 个 二 维 不 等 
价 不 可 约 表示 , 所 有 不 可 约 表示 都 是 自 共 绒 表示 , 特征 标 都 是 实数 .D2n 群 的 生成 
元 可 取 为 Con 和 Cs. 

D> 群 有 三 个 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 它们 的 商 群 表 示 给 出 了 D>, 群 四 个 不 等 
价 的 一 维 表示 . 一 个 不 变 子 群 是 由 绕 主轴 转动 元 素 构 成 的 Con 群 , 陪 集 由 所 有 垂直 
主轴 的 二 次 轴 转 动 组 成 , 商 群 是 二 阶 群 , 给 出 D>, 群 的 两 个 一 维 不 等 价 不 可 约 表 示 
记 作 D4! 和 D4 和 


D^ (Cm) = D®(Cmn) = DA (GJ) =1,  D^(C}) = -1 (3.74) 


另 两 个 是 由 绕 主 轴 转 动 Cn HAKE, 加 上 垂直 主轴 平面 中 的 一 组 二 次 轴 转 动 (类 
Cs 或 类 C2) 组 成 的 Dn BE. Con 的 奇 次 守 和 另 一 组 二 次 轴 转 动 构成 陪 集 , 由 它们 商 
群 的 反对 称 表示 得 到 Don 群 的 另 两 个 不 等 价 的 一 维 表示 , 分 别 记 作 DP: 和 DP: 


DP: (Can) = D(C2n) = D™(C3) = 1, D(Cs)=1 (3.75) 


不 变 子 群 Ca 是 阿 贝尔 群 , 有 2n 个 不 等 价 的 一 维 表示 , 基 分 别 记 作 ,0 < 
j< 2n 一 1 满足 
Coan’ = eH" /ny 


研究 这 些 表示 关于 Dos 群 的 诱导 表示 . 扩充 表示 空间 , 定义 另 一 组 基 # = Czy. 
利用 公式 Cx,C; = CCm 有 


G=, Ca =y, Cx@ = 67g 
由 此 得 Don 群 的 二 维 表示 , 记 作 DE, 
E; 人 gy = Í 9 1 
D (Cm) = ( D Wah ): D cp= [ a (8.76) 
X (CR) =2cos(jmz/n), xë (CG;) = x (C7) =0 
其 中 , 有 些 表 示 是 等 价 的 , 有 些 表示 是 可 约 的 


Pa 
oT1DE2"-ig = DE;, xt ( 7 ) ; 


Ai Bı 
x-'pex= (? i ): xaora- [ P 0 ) 
p pa 0 px 
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就 是 说 , 只 有 n 一 1 个 表示 DE:, 1 < j < n 一 1 是 D>, 群 的 二 维 不 等 价 不 可 约 表示 . 
这 些 二 维 表示 可 通过 相似 变换 X 表 为 另 一 种 常用 形式 


N -和 on 由 ) mo-( ! A 
sin (jz/n) cos(jz/n) 0 -1 


(3.78) 
D; 群 的 特征 标 表 已 列 于 表 3.6. Da 和 Ds 群 的 特征 标 表 列 于 表 3.12 和 表 3.13. 
表 3.12 D. 群 的 特征 标 表 表 3.13 Ds 群 的 特征 标 表 
D| F 20 C 20 207 De | E 206 20} C3 30 30} 


对 Dan+2 群 , 绕 主轴 转动 n 角 的 元 素 Cinta 不 属于 子 群 Dzn+1, 它 可 以 和 群 中 
所 有 元 素 对 易 . 因此 , Dan+2 群 分 解 为 两 个 子 群 的 直 乘 


Dan+2 = D2n+1 Q C2 ， Ca = {E, Cânt] (3.79) 


Dan+2 群 不 等 价 不 可 约 表示 可 以 由 两 子 群 Dan+1 和 C2 的 不 等 价 不 可 约 表示 直 乘 
得 到 . 结果 当然 与 上 面 是 一 致 的 . 


* 四 、I 群 的 特征 标 表 


I 群 有 60 个 元 素 , 五 个 自 逆 类 , 由 12 + 32 + 32 十 42 十 52 = 60 知 它 有 一 个 一 维 ， 
两 个 三 维 , 一 个 四 维和 一 个 五 维 不 等 价 不 可 约 的 自 共 示 表 示 . I 群 没 有 不 变 子 群 , 这 
给 填写 I 群 的 特征 标 表 增加 了 难度 . 

在 建立 I 群 乘法 表 时 , 我 们 详细 讨论 过 工 群 包含 Ds FRA T TER, 一 个 典型 
的 Ds 子 群 由 z 轴 方 向 的 五 次 轴 和 zy 平面 的 五 个 二 次 轴 构 成 , 一 个 典型 的 T 子 群 
由 四 个 三 次 轴 和 三 个 二 次 轴 构 成 [ 见 式 (2.28)]. 先 讨论 两 个 三 维 不 可 约 表示 , 它们 
关于 Ds 子 群 的 分 导 表 示 都 不 可 能 是 三 个 一 维 表 示 的 直 和 , 否则 由 表 3.10, 光 是 类 
Cs 的 特征 标 平方 就 要 超过 60: 12 x |x(Cs)|2 = 12 x 9 = 108, 不 符合 不 可 约 表示 的 
条 件 (3.47). 为 了 这 两 个 三 维 表示 的 特征 标 与 一 维 表示 特征 标 正 交 [ 见 式 (3.41)], = 
们 关于 Ds 子 群 的 分 导 表示 只 能 分 别 是 DP 和 DE: 或 D 的 直 和 . 同 理 , 它们 关于 
工 子 群 的 分 导 表 示 只 能 是 不 可 约 表示 DT 


DT. Ds, DB @ DE: , pn 工 pr 


DT: Ds, DB e DP, pn Xx, pr (3.80) 
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由 此 定 出 三 维 不 可 约 表示 的 特征 标 , 列 于 表 3.14. 再 讨论 两 个 高 维 不 可 约 表示 . 同 
H, 它们 关于 T 子 群 的 分 导 表 示 必 须 包 含 三 维 表示 DT, 而 且 不 能 包含 多 于 一 个 恒 
等 表示 D4. ARRETE HIMN, 分 导 表示 的 分 解 是 唯一 的 


DS —, DT e D4, DH —, DT ẹ DË e DE (3.81) 


由 此 定 出 了 类 C; 和 类 C; 在 表示 DS 和 DY 中 的 特征 标 . 与 前 面相 同 的 理由 , 这 两 
个 表示 关于 Ds 子 群 的 分 导 表 示 必 须 包含 DP: @ D, 而 类 C; 在 两 表示 中 的 特征 
标 限制 了 分 导 表示 的 分 解 方式 , 得 


DG Ds. pi Q DI, DH Ps, pA g DE: ẹ D: (3.82) 
I 群 的 特征 标 表 见 表 3.14. 容易 检验 特征 标 满足 式 (3.42) 和 (3.55). 工 群 的 生成 元 在 
不 可 约 表示 中 的 表示 矩阵 见 附录 6. 


表 3.14 ”I 群 的 特征 标 表 
1205 1202 2005 1503 


A 
Tı 
Ta 
G 
H 0 -1 1 
È: p = 2cos(2n /5) = (V5 — 1)/2, pr-1 = —2cos(4 z /5) = (V5 + 1)/2 


CESR E: 
` 
' 
I 
` 
° 
1 


3.6 物理 应 用 


我 们 已 经 系统 地 介绍 了 有 限 群 的 表示 理论 , 研究 了 点 群 的 特征 标 表 . 物理 中 常 
见 的 无 限 群 大 多 是 连续 群 , 只 要 能 适当 地 解决 群 函数 对 群 元 素 的 无 限 求 和 问题 , 有 
限 群 表示 理论 中 的 大 部 分 结论 , 都 可 以 推广 . 下 一 章 讨论 的 转动 群 就 是 一 个 典型 的 
例子 . 也 有 些 群 , 例如 洛 伦 兹 群 , 这 样 的 求 和 问题 无 法 解决 , 此 时 需 用 其 他 方法 来 处 
BE. 事实 上 , 群 论 研究 的 主要 对 象 就 是 寻找 各 种 典型 的 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 ， 
研究 可 约 表示 的 约 化 . 在 对 各 种 具体 的 群 进行 深入 研究 之 前 , 我 们 想 强调 一 下 群 论 
方法 在 物理 中 的 应 用 问题 , 使 我 们 今后 的 学 习 更 有 目的 性 . 


一 、 定 态 波 函数 按 对称 群 表示 分 类 


在 第 二 章 一 开始 , 我 们 曾 以 具有 空间 反 演 不 变性 的 系统 为 例 , 说 明 系统 的 对 称 
性 可 以 用 来 对 定 态 波 函数 进行 分 类 , 从 而 简化 唉 迁 甜 阵 元 等 的 计算 . 现在 我 们 已 经 
学 习 了 群 表示 基本 理论 , 有 条 件 把 这 一 问题 做 较 深入 的 探讨 . 
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对 给 定 的 量子 系统 , 首先 要 根据 系统 的 哈密 顿 基 , 确定 系统 的 对 称 变换 群 G. 然 
后 , 通过 群 论 方法 , 找到 对 称 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 , 包括 特征 标 表 和 在 选 定 的 
表象 中 表示 矩阵 的 标准 形式 . 这 是 群 论 本 身 研究 的 课题 , 也 是 本 书 以 后 各 章节 主要 
讲解 的 问题 . 假定 系统 对 称 群 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 已 经 找到 , 它们 的 表示 矩阵 
标准 形式 也 已 选 定 . 接 下 来 我 们 要 研究 如 何 用 对 称 群 的 不 可 约 表示 对 定 态 波 函 数 
进行 分 类 . 
设 系统 哈密 顿 量 与 时 间 无 关 , 能 级 E J m 重 简 并 , 本 征 函 数 是 标量 函数 
Hu,(z) = Eyo(z), 1<p<m (3.83) 


本 征 函 数 的 集合 架设 对 称 群 G 的 一 个 m 维 不 变 函数 空间 C, 对 称 变换 算 符 Pr fE 
用 在 函数 基 上 , 仍 是 此 空间 的 一 个 函数 , 可 以 表 成 函数 基 的 线性 组 合 


PRyo(z) = 加 (Riz)= 》 x (z)Dx (R) (3.84) 
入 


组 合 系数 排列 成 m 维 方 矩阵 DR), 它 的 集合 是 对 称 群 G 的 一 个 m 维 表示 , 描写 
本 征 函数 在 对 称 变换 R 中 的 变换 规律 , 称 为 能 级 E 对 应 的 表示 . 给 出 了 表示 DR), 
它 的 特征 标 x(R) 也 已 知道 . 

在 函数 空间 C 中 , 函数 基 的 选择 有 任意 性 . 其 子 力学 中 用 一 组 互相 对 易 的 完备 
力学 其 来 共同 确定 这 组 函数 基 . 这 是 确定 函数 基 的 一 种 办 法 . 现在 我 们 讨论 群 论 方 
法 确定 函数 基 的 原则 . 

对 于 任意 选 定 的 函数 基 Yole), 可 以 计算 出 相应 的 表示 D(G) 及 其 特征 标 x(R). 
在 多 数 物理 问题 中 , Pa 算 符 是 么 正 的 , 只 要 我 们 选择 函数 基 yo(z) 是 正 交 归 一 的 ， 
D(G) 就 是 么 正 表示 . 一 般 说 来 , 这 表示 是 可 约 的 , 形式 也 不 “标准 ”. 我 们 先 用 特征 
标 方法 将 它 约 化 为 标准 不 可 约 表示 的 直 和 


x-'D(R)x = @ a;D:(R) (3.85) 
J 
IRE aR), = 工科 PRR) (3.86) 
了 9 REG 

a; 是 不 可 约 表示 Di(G) 在 表示 D(G) 中 的 重 数 , 可 由 式 (3.86) 算出 . 因此 式 (3.85) 
的 右边 是 已 知 的 , X 矩阵 原则 上 可 以 计算 出 来 . 注意 , 作为 相似 变换 关系 , 式 (3.85) 
并 没有 完全 确定 X 矩阵. 与 式 (3.85) 右边 的 方块 矩阵 对 易 的 任何 矩阵 Y, 右 乘 到 
X 矩阵 上 , 都 可 以 作为 式 (3.85) 的 相似 变换 矩阵 . 一 般 说 来 , X 包含 有 Lja 个 未 

定 参数 , 通常 选取 这 些 参数 , 使 X 矩阵 尽量 简单 , 例如 使 X 是 实 正 交 和 矩阵 等 . 
在 具体 计算 X 矩阵 时 , 只 要 让 生成 元 满足 式 (3.85), 其 他 元 素 也 一 定 满足 此 式 . 
作为 标准 的 不 可 约 表示 形式 , 常 使 尽 可 能 多 的 生成 元 所 对 应 的 表示 矩阵 是 对 角 化 的 . 
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当然 , 只 要 群 G 不 是 阿 贝尔 的 , 至 少 对 真实 表示 , 生成 元 的 表示 和 矩阵 不 能 都 对 角 化 . 
MARERE Di (R) 对 角 化 的 生成 元 ( 记 作 A) 而 言 , 式 (3.85) 正 是 把 矩阵 D(A) 对 
角 化 的 相似 变换 关系 . 计算 这 些 D(A) 矩阵 的 本 征 值 和 本 征 矢 量 就 可 以 基本 确定 相 
似 变换 X. 这 里 说 的 “基本 ”, 指 X 矩阵 还 会 包含 待定 参数 , 这 些 参 数 有 待 把 其 他 生 
成 元 代入 式 (3.85) KHA. 有 时 为 了 计算 方便 , 也 可 以 多 取 几 个 元 素 代入 式 (3.85) 
做 计算 . 为 了 避免 计 算 逆 矩阵 X 1, 计算 中 可 把 X-1 移 到 等 式 右面 . 正如 前 面 所 
说 , 即使 在 所 有 生成 元 都 满足 式 (3.85) 后 , X 矩阵 还 会 包含 Dja 个 未 定 参数 , 应 
该 选 定 这 些 参数 使 X 矩阵 尽 基 简单. 

由 式 (3.85) 可 知 , X 矩阵 的 行 指标 和 D(R) 的 矩阵 指标 相同 , 例如 记 作 p, 列 指 
标 和 等 式 右面 的 矩阵 指标 相同 . 等 式 右面 是 方块 矩阵 , 先 由 指标 ; 和 来 区 分 哪个 
方块 (表示 ) 的 哪 一 行 , 当 Di 表示 的 重 数 大 于 1 时 , 还 需 一 个 指标 r 来 区 分 重 表示 
Di 中 哪 一 个 , 即 需 用 三 个 指标 jur 来 共同 描写 X 矩阵 的 列 指标 . 用 几 个 指标 作为 
一 个 整体 , 共同 描写 矩阵 的 行 (或 列 ), 而 且 一 个 矩阵 的 行 和 列 指标 用 不 同 的 方式 来 
描写 , 这 在 群 论 中 是 常见 的 事 . ER (3.54) 我 们 已 经 用 过 . 希望 读者 能 够 习惯 这 种 
描写 方法 . 

在 线性 代数 中 我 们 已 经 熟悉 ( 见 1.3 节 ) 这 类 变换 : X 矩阵 一 方面 作为 相似 变 
i kE, 改变 算 符 的 矩阵 形式 , 另 一 方面 又 作为 组 合 系数 , 把 旧 的 函数 基 组 合成 新 的 
函数 基 . 组 合 后 的 新 函数 基 14. 需 用 三 个 指标 标记 , 在 对 称 变换 中 , 按 不 可 约 表 示 
DI 变换 


BiP We)Xoaer ， (z) =) Pa) (X) — (387) 
5 


Prt), (z) = ` 1, (z)Dš,, (R) (3-88) 


具有 这 样 变换 性 质 的 函数 基 她 ,(z) 称 为 属 不 可 约 表示 Di u ITA BS 3k, 这 才 是 按 群 
论 方法 选 定 的 标准 的 函数 基 . 用 这 方法 把 定 态 波 函数 组 合成 属于 对 称 群 确定 不 可 
约 表示 确定 行 的 函数 , 也 就 是 用 对 称 群 表示 对 定 态 波 函 数 进 行 分 类 . 

属 不 可 约 表示 Di p 行 的 函数 pp, (z), 它 的 物理 意义 当然 与 具体 的 群 有 关 , 也 
和 表示 选取 的 表象 有 关 . 例如 , 通常 选取 的 不 可 约 表示 的 标准 形式 , 常 使 尽 可 能 多 的 
生成 元 的 表示 矩阵 对 角 化 , R (3.88) 也 就 是 这 些 生 成 元 的 共同 本 征 方程 . 用 量子 力 
学 语言 来 说 , 这 样 选取 的 函数 基 就 是 这 些 力学 基 的 共同 本 征 函 数 . 当 a; > 1 BF, 需 
引入 参数 > 以 区 分 a; 组 属 同一 不 可 约 表示 的 函数 基 vj (z). 这 几 组 函数 基 , 允许 
关于 做 相同 的 线性 组 合 


i=) Pj, Yrs (3.89) 
z 
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RAFEH Y 需 用 其 他 条 件 来 确定 , 例如 要 求 形式 简单 等 . 通常 认为 这 种 任意 性 的 
出 现 , 反映 了 对 系统 对 称 性 的 发 掘 还 不 够 , 即 还 可 能 存在 更 大 的 对 称 变换 群 . 

本 小 节 介 绍 的 组 合 定 态 波 函数 的 方法 , 是 群 论 的 基本 运算 方法 , 今后 会 多 次 见 
到 各 种 实例 , 还 可 能 以 不 同 的 形式 出 现 . 希望 读者 对 此 方法 给 予 足够 的 重视 , 深刻 领 
会 , 熟练 而 灵活 地 运用 . 
=. 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 和 系数 


在 第 一 章 讨论 两 矩阵 直 乘 时 曾 指出 , 直 乘 表示 与 合成 系统 波 函数 的 变换 性 质 有 
关 . 研究 两 不 可 约 表示 直 乘 表示 的 约 化 , 是 计算 可 约 表示 约 化 问题 中 特别 重要 的 一 
类 问题 . 设 合成 系统 由 两 个 子 系统 组 成 , 子 系统 有 共同 的 对 称 变换 群 G, 波 函 数 分 
别 按 群 G 不 可 约 表示 变换 


Prayi(l) = 》 WDI(R), Pr:(2)= DWM(2) DK,(R) (3.90) 
P 入 


合成 系统 的 波 函 数 是 它们 的 乘积 , Pil, 2) = wk (1)6k(2), 按 直 乘 表 示 变 换 


Pr yas(1,2) = WIC, 2) [Di(R) x D'(R)] pyr ， 


PA (3.91) 
[Di(R) x D*(R)] 


用 相似 变换 CI 来 约 化 直 乘 表示 
(Gs) [Di(R) x D*(R)] Ct = @ DCP) , 


J 
Xi(R)Xk(R) = asx” (R) 
J 


= Di,(R)DX(R) 


Pv 


(3.92) 


等 式 左面 的 级 数 称 为 克 莱 布 施 (Clebsch)- 戈 登 (Gordan) 级 数 , CX* HEREFTER 
布施 - RERE, 矩阵 元 素 Ci nrr 称 为 克 莱 布 施 - KERM, 其 中 行 指标 与 直 乘 
矩阵 的 行 ( 列 ) 指标 相同 , 取 uu; 列 指标 与 约 化 后 的 直 和 表示 的 行 (A) 指标 相同 , 取 
JMr. 在 表示 D? (G) 的 重 数 a; 大 于 1 时 , 需要 引入 附加 的 指标 r 来 区 分 这 a 个 
表示 D7(G). 这 些 克 莱 布施 - 戈 登 系数 把 合成 系统 的 波 函 数 Vi, 2) 组 合成 属于 
不 可 约 表示 的 波 函数 


(2) = > PEA, DCO ja 


Pröln (1,2) = 5 Sir, (1,2)Dirm(R) a 
2 


对 给 定 的 群 , 克 莱 布施 - 戈 登 系数 与 选用 的 不 可 约 表示 标准 形式 有 关 . 对 有 限 
群 , 表示 是 么 正 的 , 克 莱 布施 - KEER C 也 是 么 正 的 , 而 且 常 常 可 以 选择 其 中 
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包含 的 未 定 参数 , 使 它 是 实 正 交 的 . 物理 中 常见 的 对 称 群 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 都 
有 专门 的 书籍 列表 给 出 . 通常 克 莱 布施 - 戈 登 系数 有 几 种 列举 方法 . 除了 列表 法 外 ， 
常用 类 似 式 (3.93) 那样 的 展开 式 列 出 . 展开 式 方法 避免 了 许多 等 于 零 的 系数 , 也 比 
较 好 用 , 但 篇 幅 较 大 . 只 有 少数 群 , 如 下 一 章 的 三 维 转动 群 , 克 莱 布 施 - 七 登 系数 存 
在 解析 公式 . 附录 4 列 出 若干 点 群 的 克 莱 布 施 - 七 登 系数 . 


三 、 维 格 纳 - 埃 伽 定理 


下 面 的 定理 可 以 说 是 群 论 方法 在 量子 力学 中 得 到 广泛 应 用 的 基础 , 它 也 解释 了 
为 什么 要 把 定 态 波 函数 组 合成 属于 对 称 群 确定 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 . 

定理 六 ( 维 格 纳 (Wigner)- 埃 伽 (Bckart) 定理 ) ” 属 么 正 线性 变换 群 Po 的 
两 不 等 价 不 可 约 表示 的 函数 互相 正 交 , 属 同一 不 可 约 么 正 表示 不 同行 的 函数 也 互相 
正 交 , 属 同一 不 可 约 么 正 表示 同一 行 的 函数 间 的 内 积 与 行 数 无 关 . 

证 明 BRR Vi 和 ó: 分 属 群 Po 不 可 约 么 正 表示 Di 4 行 和 D* v fT 


Pryi(z) = 3 wir)DI,(R),  Prøš(z) = @K()DK,(R) 
# 入 


(Eai) = xE 
(#k(z)|Pa0A(z)) = 5 (@k(2)|62(z)) DP, (R) = XD, (R) 
P P 
= (PR'Gt æli l) =F Dk, (R-1)* Ole) = DR)XY 
$ š (3.94) 
hAIRE 
peo { 0, 当 k#j 
HT A bun Eli) MM k=j 
(#z(z)|02 (z)) A (8.95) 


其 中 , (k||j) 是 常数 , 它 与 下 标 u 无 关 , 称 为 约 化 矩阵 元 . 证 完 . 

属 么 正 线性 变换 群 Po 的 两 不 等 价 不 可 约 么 正 表示 的 函数 都 互相 正 交 , 因而 这 
里 的 表示 么 正 性 并 不 重要 .但 在 得 出 属 同一 不 可 约 么 正 表示 不 同行 的 函数 互相 正 
交 时 , 表示 的 么 正 性 就 十 分 重要 . 

基 子 力学 中 , 物理 观测 量 的 计算 多 数 归结 为 矩阵 元 的 计算 , 当 把 定 态 波 函 数组 
合成 属于 对 称 变换 群 确定 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 后 , 维 格 纳 - 埃 伽 定理 使 mmj 
个 矩阵 元 (oile) (z)) 的 计算 简化 为 一 个 矩阵 元 的 计算 问题 . 在 实际 问题 里 , 定 态 
波 函 数 很 难 严 格 求解 , 波 函 数 的 具体 形式 经 常 并 不 知道 , 因而 连 一 个 矩阵 元 都 不 会 
计算 . 但 是 仅仅 根据 系统 对 称 性 质 的 分 析 , 我 们 已 能 知道 什么 样 状态 之 间 的 矩阵 元 
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为 零 (选择 定 则 ), 也 可 以 把 约 化 矩阵 元 看 作 参 数 , 通过 消去 参数 , EREE 
(观测 基 ) 之 间 的 相对 关系 . 这 就 是 常 说 的 , 通过 系统 对 称 性 的 研究 , 掌握 系统 某 些 
精确 的 与 细节 无 关 的 重要 性 质 . 这 些 问题 今后 还 会 通过 具体 例子 加 以 说 明 . 

当 力学 基 算 符 在 对 称 变换 中 的 变换 性 质 已 知 时 , 维 格 纳 - 埃 伽 定理 还 可 简化 力 
学 量 矩 阵 元 的 计算 . 设 一 组 力学 量 算 符 L$(z) 在 对 称 变换 PR 作用 王 按 下 式 变换 


PRIA(z)PRL = 》 LA(z)DK,(R) (3.96) 
入 


这 组 算 符 常 称 不 可 约 张 量 算 符 , 则 
PRLE (z) (z) = > LA (=)Yi (z) [D*(R) x Di(R)] yn pu (3.97) 
既然 函数 Lhi) 按 直 乘 表示 变换 , 可 用 克 莱 布施 - 蕊 登 系数 把 它们 组 合成 属 
不 可 约 表示 DI M 行 的 函数 Fi, (2) 
Fi. (z) = > AOLA ATTA 
PRFWr(z) = SD Fi (zr) Dh mR) (3.98) 


2 
Iaia) = 5 Fit) [0] 
JMr 


JMr,pu 


Abt 成 (z) 在 定 态 波 函 数 中 的 mymimy PEETRI, 简化 为 有 限 几 个 约 化 
矩阵 元 的 计算 

EEA = J E EK) [co 

-5 (ule, [0], 


JMr,pu 


(3.99) 


wripp 


而 把 与 对 称 变换 有 关 的 信息 通过 已 知 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 表现 出 来 . 约 化 矩阵 
元 的 个 数 等 于 不 可 约 表示 D 在 直 乘 表示 DE x Di 的 约 化 中 出 现 的 次 数 . 
、 正则 简 并 和 偶然 简 并 

设 能 级 E 是 m 重 简 并 的 , 对 应 对 称 变换 群 G 的 表示 DG). ERRER 
G 的 不 可 约 表示 , 则 此 简 并 称 为 正则 (normal) 简 并 ; 若是 可 约 表 示 , 则 称 为 偶然 
(accidental) 简 并 . 

现在 引入 微 扰 相互 作用 Hi(z), 设 它 和 原始 哈密 顿 量 Ho(z) 有 相同 的 对 称 性 ， 
称 为 对 称 微 扰 , 即 在 对 称 变换 中 两 个 哈密 顿 量 都 保持 不 变 


[Pr, Ho(z)] =0 , [Pr, Hi(z) = 0 (3.100) 
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首先 , 用 上 法 把 Ho(z) 的 本 征 波 函数 组 合成 属于 对 称 变换 群 G 确定 不 可 约 表 
示 确 定 行 的 函数 她 (z) 


Payk (z) = Y W8(z)DE, (R) 


在 Pa 的 作用 下 , Hivi (z) 具有 相同 的 变换 性 质 
Pa [I (z)Wi (z)] = Hi(z)Payi(z) = > [E (z)0š (z)] Di,(R) (3.101) 


这 一 性 质 称 为 对 称 微 扰 不 改变 波 函 数 的 变换 性 质 . 
从 基 子 力学 知 , 能 基 一 级 修正 由 H, 在 Ho 本 征 函 数 中 的 矩阵 元 决定 ， 对 正则 
简 并 , 有 
(Wi (TH (2) (z)) = Svu (AE:) (3.102) 


能 基 修 正 AE: 与 上 无关 , 能 级 发 生平 移 但 不 分 裂 , 即 对 称 微 扰 不 能 解除 正则 简 并 . 
事实 上 , 这 是 一 个 非 微 扰 的 结论 , 对 称 性 保证 了 正则 简 并 的 能 级 不 会 分 裂 . 这 一 结论 
可 做 如 下 理解 : 让 总 哈密 顿 基 随 参数 和 连续 变化 , H = Ho + XH. 当 和 由 0 到 1 连 
续 变化 时 , H 的 本 征 函数 也 由 Vi 出 发 连续 变化 , 所 有 的 相关 量 都 只 能 做 连续 变化 ， 
不 能 做 不 连续 的 跳跃 . 由 于 在 连续 变化 过 程 中 对 称 性 始终 保持 , 波 函 数 必定 属于 群 
G 的 一 定 表示 . 定理 六 告诉 我 们 , 属 不 等 价 不 可 约 表示 的 波 函数 是 互相 正 交 的 , 因而 
波 函 数 不 能 突然 跳跃 到 与 原 波 函 数 正 交 的 函数 中 去 , 波 函 数 所 属 表示 就 无 变化 . 也 
就 是 说 , 在 参数 和 连续 变化 过 程 中 , 哈密 顿 量 本 征 函 数 所 属 的 不 可 约 表示 不 变 , 能 
级 的 简 并 度 也 不 变 . 由 于 哈密 顿 基 和 对 称 变换 算 符 PR 对 易 , 属 同一 不 可 约 表示 的 
哈密 顿 基本 征 函数 , 它们 的 本 征 值 必定 相同 , 因而 正则 简 并 的 能 级 不 会 分 裂 . 

对 偶然 简 并 , 先 假定 能 级 对 应 的 可 约 表示 中 包含 的 各 不 可 约 表示 互 不 等 价 . 属 
同一 不 可 约 表示 各 行 的 函数 , 能 级 移动 相同 , 能 级 不 会 分 裂 , 但 属 两 个 不 等 价 不 可 约 
表示 的 函数 , 能 级 移动 一 般 不 相等 , 于 是 能 级 分 裂 了 . 在 对 称 微 扰 下 , 偶然 简 并 的 能 
级 可 以 分 裂 , 但 最 多 分 裂 到 正则 简 并 , 而 且 用 对 称 群 不 可 约 表示 标记 的 原始 波 函数 
是 好 的 零 级 波 函 数 . 若 偶然 简 并 对 应 的 表示 包含 重 表示 , 则 属 这 些 相 重 不 可 约 表示 
的 函数 的 任意 组 合 仍 属 同一 个 不 可 约 表示 , 如 式 (3.89) 所 示 . 确定 这 些 组 波 函 数 的 
组 合 , 群 论 就 无 能 为 力 了 . 此 时 H, 在 这 些 组 波 函 数 间 的 矩阵 未 必 对 角 化 . 尽管 如 此 ， 
定理 六 告诉 我 们 , 可 按 计 算 方便 , 任意 选取 确定 的 u, 计算 a; x a; WERE 


(Wr (DH (2) (7) = (AE), (3.103) 


其 中 ,> 和 s 取 1 至 表示 重 数 a;. 把 此 矩阵 对 角 化 , 就 得 到 好 的 零 级 波 函 数 和 能 量 的 
一 级 修正 .与 不 用 对 称 性 选取 零 级 波 函 数 的 一 般 方 法 相 比较 , 群 论 方法 使 (ajm)? 
个 矩阵 元 的 计算 问题 , 简化 为 a3 个 矩阵 元 的 计算 问题 , 还 是 大 大 减少 了 工作 基 . 
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通常 认为 , 如 果 群 G 包括 了 系统 哈密 顿 量 H 的 全 部 对 称 变换 , 能 级 只 能 是 正 
则 简 并 . 偶然 简 并 与 系统 尚未 发 现 的 对 称 性 有 关 . 四 川 大 学 的 邹 岗 程 教授 和 他 的 学 
生 撰文 al 证 明了 这 一 结论 . 

如 果 Hi 的 对 称 群 G' 是 Ho 对 称 群 G 的 子 群 , G' 就 是 Ho 和 H, 的 共同 对 称 
群 . 用 G' 代替 G, 前 面 的 讨论 仍然 适用 , 在 微 扰 H, 的 作用 下 , 能 级 最 多 分 裂 到 关 
于 G' 的 正则 简 并 . 要 注意 的 是 , 即使 Ho 的 能 级 关于 G 是 正则 简 并 的 , 关于 G' 仍 
可 能 是 偶然 简 并 . 


五 、 一 个 物理 应 用 的 实例 


我 们 举 一 个 量子 力学 的 简单 例子 , 说 明 群 论 方法 在 量子 力学 中 应 用 的 一 般 步 又 . 
讨论 一 个 有 方形 势 阱 的 二 维 量 子 力学 系统 , 哈密 顿 方程 (h = 2m = 1) 为 
ÜL _ dw = 
Hý = -Fa q + VYE Ne 
3.1 
_ Í ° 当 |e|<x, J| << 
V(z,y) = { oi 其 他 
第 一 步 , 研究 系统 的 对 称 变换 群 . 二 维 方形 势 阱 显然 具有 Da 群 对 称 性 . D4 群 
特征 标 表 已 列 在 表 3.12. 两 个 生成 元 取 绕 z 轴 转 动 r/2 角 的 变换 C4 和 绕 z 轴 转 动 
n 角 的 变换 C;. 为 简化 符号 , 把 它们 分 别 记 作 工 和 S. 根据 式 (3.78), 它们 在 二 维 表 
示 DE 中 的 矩阵 元 为 


DE(T) = ( ; m J: D5(S) = ( R $; ) (8.105) 


这 矩阵 就 是 生成 元 在 二 维 空间 的 坐标 变换 矩阵 


(pJ) ea 
y y 
第 二 步 , 按 对 称 群 表示 对 定 态 波 函数 进行 分 类 . 用 分 离 变量 法 求解 哈密 顿 方程， 
设 
ylz, y) = X(z)Y (y) 
则 在 方形 区 域内 及 其 边界 上 


X"+EıX=0, Y"”+EY=0, lzlgx, 加 <r， 
X(+r) =Y(£m) =0， E=E +E 
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解 得 
X()= sin(mz) , E, =m? 
_ | cos[(2m + 1)z/2) , E, = (2m +1)2 /4 
yo- Í Sy, E = 2 
J cos[(2n+1)/], — E,= @n+1P /4 


其 中 , m 和 nn 均 为 正 整 数 或 零 . 共有 五 种 类 型 的 能 级 , 它们 的 本 征 函数 如 下 (m Z n): 
(1) E = (2m + 1)2/2, y = cos [(2m + 1)z/2] cos [(2m + 1)y/2]. 
(2) E = 2m?, % = sin(mz) sin(my). 
(3) E = m? + n, Yı = sin(mz) sin(ny), Y2 = sin(nz) sin(my). 
(4) E = (2m + 1)2/4 + (2n + 1)?/4, 


Y = cos [(2m + 1)2/2]cos [(2n + Dy/3 , 
Wa = cos [(2n + 1)z/2] cos [(2m + 1)z//2] . 


(5) E = m? + (2n + 1)?/4, 
Wi = sin(mz) cos [(2n + 1)y/2] , w= cos [(2n + 1)x/2]sin(my) . 


前 两 种 情况 能 级 不 简 并 , 后 三 种 情况 能 级 二 重 简 并 . 现在 用 式 (3.84) 来 确定 各 能 级 
对 应 的 表示 . 用 生成 元 作用 , 计算 出 表示 矩阵 和 特征 标 后 , 与 表 3.12 比较 , 确定 相应 
的 表示 及 其 约 化 . 在 计算 中 请 注意 在 式 (3.84) 中 , Pr 的 作用 , 先 把 yl) 中 的 变量 
z 变 成 Rr, 然后 把 它 看 成 的 函数 , 才 得 到 新 的 函数 Pay(z), 这 里 的 z 代表 两 
个 变量 > F y, R-! 取 式 (3.105) 8936238 


JE 一 本 ( s 5 j: DE(S-1) = ( 5 i ) (38.106) 


其 次 , 要 注意 式 (3.84) 右边 是 对 表示 矩阵 行 指标 求 和 , 4 Pa 作用 在 如 上 , 算出 的 
是 表示 和 矩阵 的 第 4 列 矩 阵 元 素 , 而 不 是 第 行 矩 阵 元 素 . 有 了 这 两 条 , 下 面 的 计算 
就 十 分 容易 . 具体 计算 方法 同 式 (3.18) 的 计算 . 希望 读者 在 阅读 下 面部 分 时 , 一 定 
要 同时 在 纸 上 做 计算 , 只 有 这 样 才能 真正 理解 . 

(1) Prý = Ps4 = 4, D(T) = D(S) = 1, 因而 对 应 恒 等 表 示 D^. 

(2) Pry = Ps = —y, D(T) = D(8) = -1, 因而 对 应 DP: 表示 . 

(3) Pri = 一 和 Prya = —W, Psy = —th, Psyo = —#2, 因而 


oo-( °, s: Dy- (2 wa 


x(T)=0,  x(S)=-2 
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由 式 (3.86) 计算 得 , 此 能 级 对 应 表示 DA: oD. D(5) 是 常数 矩阵 , 通过 计算 DT) 
的 本 征 矢量 , 把 D(T) 对 角 化 


4 Sfi en (fao 
x omx=(， 人 x psx- ( f S 


po ( :il + $, = (n — ba)/V2, 
本 $> = (Yı + Y2)/ V2 


$, 属 表 示 D”, d 属 表示 DP. 
(4) Prin = Y2, Prib2 = hi, Psh = $n, Psy = wo, 因而 


= (; A p= (; 3 


x(T)=0, x(S)=2 
类 似 的 计算 得 , 此 能 级 对 应 表示 DA: @ DP: 
Sı = (和 +) 人/V2， — @ = (ya — 02)/ V2 


$ 属 表 示 D^, d 属 表示 D”. . 
(5) Prý = Y2, Prib2 = 一句， Psy = Y1, Psy = 一 入 ,因而 


p= [° o) »s-(; aN: 
x(T)=0, x(S)=0 


这 正 是 不 可 约 表示 D. 

在 五 类 能 级 中 , 情况 (1) 和 (2) 没有 简 并 , 可 算是 正则 简 并 的 特殊 情况 . 情况 (3) 
和 (4) 是 偶然 简 并 , 情况 (5) 是 正则 简 并 . 对 于 某 些 特殊 的 能 级 , 还 可 能 有 更 大 的 偶 
然 简 并 . 例如 , 情况 (3) F, m = 1, n = 8 M m = 4, n = 7, 它们 的 能 量 都 是 忆 = 65. 
又 如 , 情况 (3) 中 的 m = 1 和 n=7, 与 情况 (2) 中 的 m = 5, 能 基 都 是 E = 50. 这 
类 能 级 简 并 度 更 高 , 但 能 级 对 应 的 表示 , 正 是 上 述 两 种 情况 对 应 的 表示 的 直 和 . 分 析 
起 来 没有 新 的 困难 . 

最 后 , 我 们 讨论 在 对 称 微 扰 哈 密 顿 量 1 = ez?y? 作用 下 能 级 的 移动 和 分 裂 , Da 
群 是 Ho 和 H, 的 共同 对 称 变换 群 . 因此 , 在 H, 的 作用 下 , 正则 简 并 的 能 级 只 能 发 
生 能 级 移动 , 不 能 发 生 能 级 分 裂 . 以 情况 (5) 为 例 , 直接 计算 可 知 


Ed x u n 
(WilHiw) = (p2|H142) = £ Ë š =) Ë e air 
(vilHiy2) = (%2lH141) = 0 


*37 ”有 限 群 群 代数 的 不 可 约 基 .85. 


从 群 论 角度 看 , 由 于 定 态 波 函 数 已 经 按 对 称 变换 群 的 不 可 约 表 示 进 行 分 类 , 在 对 称 
微 扰 作用 下 能 级 不 会 分 裂 . 因此 , 上 式 四 个 矩阵 元 中 , 对 角 甜 阵 元 相等 , 非 对 角 和 矩阵 
元 为 零 . 需要 计算 的 只 有 一 个 矩阵 元 . 

对 情况 (3) 和 (4), 对 称 微 扰 使 偶然 简 并 能 级 分 裂 . 如 果 我 们 已 经 用 群 论 方法 ， 
按 对 称 变换 群 的 不 可 约 表 示 来 选择 定 态 波 函 数 P, 那么 H, 在 此 波 函 数 中 的 抢 阵 
是 对 角 化 的 . 而 在 任意 选取 的 波 函 数 加 中 , H, 的 矩阵 一 般 就 不 是 对 角 化 的 . 量子 
力学 中 , 使 H, 对 角 化 的 波 函 数 o, 称 为 好 的 零 级 波 函 数 . 以 情况 (3) 为 例 , 计算 表 


明 
T? x Ta x 
amne- Z] {5} 


2: o 2r k 
mor ET) 


+ e(-1)™-" 
(@#|Hi $2) = (2| H1 81) = 0 


反 过 来 说 , 选择 对 称 变换 群 的 适当 的 不 变 函数 空间 , 可 以 用 来 找 群 的 不 等 价 不 
可 约 表示 . 下 一 章 找 三 维 空间 转动 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 , 就 是 采用 这 种 方法 . 


2r 2r 1° 
(m-n)? F] 
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除了 平庸 的 C1 群 外 , 有 限 群 的 正则 表示 都 是 可 约 表示 , 在 它 的 约 化 中 , 每 个 不 
可 约 表示 的 重 数 等 于 表示 的 维 数 , 因此 把 正则 表示 约 化 , 是 计算 有 限 群 不 等 价 不 可 
约 表示 的 一 种 方法 . 把 正则 表示 约 化 得 到 的 群 元 素 的 组 合 , 称 为 有 限 群 群 代数 的 不 
可 约 基 . 系统 哈密 顿 基 各 简 并 能 级 的 函数 空间 是 对 称 群 的 不 变 空间 . 把 不 可 约 基 作 
用 到 哈密 顿 量 本 征 函 数 上 , 能 把 本 征 函 数 投影 成 属 对 称 群 不 可 约 表示 的 函数 基 , 这 
就 解决 了 按 群 论 方法 选择 哈密 顿 基本 征 函 数 基 的 计算 问题 . 在 有 的 物理 问题 中 这 
是 非常 有 用 的 方法 , 例如 分 子 振动 能 谱 的 研究 中 常用 这 方法 计算 属 不 可 约 表示 的 函 
数 基 . 本 节 研 究 约 化 正则 表示 的 方法 及 其 在 物理 问题 中 的 应 用 . 


一 、 有 限 群 正则 表示 的 约 化 


有 限 群 G 的 群 代数 中 , 群 元 素 既 可 以 作为 矢量 , 又 可 以 作为 线性 算 符 , 而 且 这 
线性 算 符 可 以 从 左面 或 右面 作用 在 矢量 上 , 让 矢量 发 生 特定 的 变化 . 在 3.1 节 中 已 
经 讨论 过 , 如 果 群 代数 中 取 自 然 基 , 左 乘 群 元 素 得 到 正则 表示 (3.7), 右 乘 群 元 素 , 在 
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算 符 的 矩阵 形式 取 转 置 的 条 件 下 , 得 到 与 正则 表示 等 价 的 表示 (3.11). 正则 表示 可 
以 约 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 , 而 且 有 限 群 每 一 个 不 可 约 表示 Di 在 正则 表示 约 化 中 
的 重 数 等 于 该 表示 的 维 数 m; 


X-D(R)X = @ miDi(R), 


í 
dir=) RXnRje, Sr =  %,Di,(S) 


ReG 


(8.107) 


r 区 分 这 m; 组 属 群 G 同一 个 不 可 约 表示 DI 同一 行 4 的 矢量 基 . 因为 左 乘 群 元 素 
和 右 乘 群 元 素 的 运算 是 独立 进行 的 , 所 以 右 乘 群 元 素 不 会 改变 矢量 基 在 左 乘 群 元 素 
作用 下 的 性 质 , 即 好 .5 仍 属 不 可 约 表 示 Di 的 上行. 这 样 , m; 个 矢量 基 4, 架设 
对 右 乘 群 元 素 不 变 的 子 空间 , 对 应 群 G 的 一 个 m; 维 表示 D 


#,S = Dalta 
t 


这 样 的 mi 维 表示 万 空间 有 m; 个 , 用 指标 / 区 分 . 既然 在 群 代 数 中 , 右 乘 群 元 素 
得 到 的 表示 与 正则 表示 等 价 , 约 化 后 每 个 不 可 约 表示 的 重 数 仍 是 表示 的 维 数 mj, 可 
见 这 表示 D 和 不 可 约 表示 DI 等 价 . 把 矢量 基 做 适当 组 合 , 可 使 两 表示 相同 . 这 不 
算 证 明 , 第 六 章 会 对 这 结论 做 出 严格 的 证 明 . 因此 , 在 有 限 群 G 的 群 代数 中 可 以 选 
择 一 组 矢量 基 plr 称 为 不 可 约 基 , 满足 


Spr =X HrDislS), S= Di(S)#@, (3.108) 
> 7 


本 来 在 把 正则 表示 约 化 时 , 属 同一 不 可 约 表示 的 若干 组 基 的 选择 有 任意 性 , 它们 的 
任意 非 奇 线性 组 合 都 可 作为 不 可 约 基 . 现在 式 (3.108) 对 不 可 约 基 的 选择 提出 了 合 
理 的 条 件 ， 当 表示 矩阵 的 标准 形式 选 定 以 后 , 不 可 约 基 之 间 通 过 变换 式 (3.108) 密 
切 地 联系 起 来 , 属 同一 个 不 可 约 表示 的 所 有 基 各 ,除了 人 允许 乘 一 个 只 依赖 于 指标 j 
的 公共 因子 外 , 不 再 有 其 他 的 任意 性 . 式 (3.108) 是 计算 不 可 约 基 的 基本 方程 式 , 其 
中 元 素 5S 该 取 群 G 的 所 有 元 素 , 但 实际 取 生成 元 就 够 了 . 有 时 为 了 计算 方便 可 多 取 
若干 个 元 素 . 

设 哈密 顿 基 H (z) HAER E Jë m 重 简 并 的 , 本 征 函数 记 作 wp(z). 按 群 论 方法 ， 
需要 把 这 函数 基 Wo(z) 组 合成 属于 对 称 群 G 不 可 约 表示 的 基 . 上 一 节 已 经 详细 讨 
论 了 这 种 组 合 的 计算 方法 . 但 是 , 如 果 对 称 群 G 的 不 可 约 基 pl, 已 经 知道 , 把 其 中 
的 群 元 素 R 换 成 函数 变换 算 符 Pa, 作为 投影 算 符 作用 在 函数 基 上 , 如 .wp(z) 就 是 
属 不 可 约 表示 的 函数 基 . 事实 上 , 只 要 好 ,wo(z) 不 为 零 , 由 式 (3.108) 就 有 


Ps [dirva] =} [porwbolz)] DiS) (3-109) 


v 
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二 、 Ds 群 群 代数 的 不 可 约 基 


群 代数 的 不 可 约 基 当然 可 用 上 一 节 介绍 的 相似 变换 方法 来 计算 , 但 本 节 要 介绍 
投影 算 符 的 方法 , 用 Ds 群 作为 例子 , 然后 推广 . Ds 群 是 最 简单 的 非 阿 贝尔 群 , 在 不 
少 物理 问题 中 经 常 采用 Ds 群 作为 例子 , 因而 Ds 群 群 代数 的 不 可 约 基 是 很 有 用 的 . 

Ds 群 包含 六 个 元 素 , 三 个 类 , 乘法 表 由 表 2.6 给 出 . Ds 群 有 两 个 一 维和 一 个 二 
维 不 等 价 不 可 约 表示 , 特征 标 表 由 表 3.7 给 出 . 生成 元 取 4 和 D, 二 维 表示 DE 的 
标准 形式 由 式 (2.10) 给 出 


1 0 11 -1 -v3 
pry-(} °). o= 2) 


在 此 形式 中 , 生成 元 4 的 表示 矩阵 是 对 角 化 的 . 因此 , Ds 群 群 代数 的 不 可 约 基 
Pir 是 左 乘 和 右 乘 4 的 共同 本 征 矢量 


A^ =¢^A=¢^, AP =%e4= 一 9 ， 


(3.110) 
Api =, éhA=é5, Api = 05, OA = -pfa 


因为 4 的 阶 数 为 a = 2, 所 以 本 征 值 只 能 是 e 2/ = —1 REK HB 38 REKE 
标记 不 可 约 基 的 下 标 . 现在 这 短 次 取 0, 1, mod 2, 就 是 说 , E 2 的 倍数 可 以 去 掉 . 在 
这 种 标记 下 , Ds 群 群 代数 的 不 可 约 基 好, 改 记 为 dha 


o — ó é — óB 
$ — $ “é$ — ó (3.111) 
$ñ — $ $> — oÑ 


现在 我 们 要 根据 A 的 本 征 值 把 群 代数 的 矢量 进行 分 类 . 本 小 节 先 做 常规 计算 , 下 一 
小 节 再 介绍 普遍 的 投影 算 符 方法 . 

对 群 代数 的 自然 基 , 左 乘 和 右 乘 群 元 素 分 别 得 到 两 个 等 价 的 正则 表示 , Ds 群 的 
这 两 个 正则 表示 D(R) 和 D(R) 已 由 式 (3.9) 和 (3.12) 给 出 . 对 生成 元 A, D(A) 和 
D(A) 都 是 三 个 ci 矩阵 的 直 和 , 只 是 子 矩阵 涉及 的 行 ( 列 ), 对 D(A) 是 (1,4), (2,6) 
和 (3,5), 对 D(A) 是 (1,4), (2,5) 和 (3,6). 因此 , £R 4 的 本 征 值 为 (-1)? 的 本 征 
矢量 为 


AF{® =(—1)F{®, — FU = (aE +bD + cF) + (—1)° (aA + cB + bC) 
右 乘 4 的 本 征 值 为 (-1)* 的 本 征 矢量 为 


FË?A=(-1)F®, FË =(aE+bD+dF)+(-1) (a A+b'B + CO) 
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合并 起 来 , 得 左 乘 和 右 乘 4 的 共同 本 征 矢量 Boa 为 
Apa = (—1) Spa, pA = (-1)* Spa, 
pp = (aE + bD + bF) + (1) (aA + bB + bC), 
Pops š ID— F— (-1}°B + (-1)°0] 


(3.112) 


为 了 把 6, 组 合成 属 确定 不 可 约 表示 的 矢量 基 da 大 致 有 两 种 方法 . 第 一 种 


方法 适合 于 比较 简单 的 群 , 而 第 二 种 方法 更 普遍 一 些 . 


由 于 Ds 群 比较 简单 , 可 用 第 一 种 方法 ， 从 式 (3.111) TA, 下 标 为 (0 1) 和 
(1 0) 的 不 可 约 基 是 唯一 的 , 因而 精确 到 系数 , 这 基 可 由 式 (3.112) 确定 下 来 . 由 于 式 


(8.108), 这 些 基 是 互相 关联 的 , 我 们 先 定 出 其 中 的 一 个 
h= o= 3 (D-F+B-O 
代入 式 (8.108), 应 用 DP(D) 的 具体 形式 , 得 
Doi = -oR - 168 
利用 乘法 表 算得 
= [p+ zet} 
1 
=- PF -E+C-A)+(D-F+B-C)} 
1 
ot} 


再 代入 式 (3.108), 得 
3 
&D= 08 + x, p= 08 + Lon 
利用 乘法 表 算得 


2 1 
=P [pa 365) 


=5{[2(D-F-E+20- A- B)+(2E-D-F +24- B O)) 


=}{D-F-B+0)} 


1 
=g (F E+A-B)+(D-F+B-O) 


=3{-2B+D+F+24-B-C} 


(3.113) 


(3.114) 


(3.115) 
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最 后 , 由 正 交 归 一 性 算得 ó 和 oP ERER (3.112) 中 的 系数 为 a = b = VV6, W 
得 


A = Z PE+D+F+A+B+O) 
各 (3.116) 
$Ë = DA 


如 果 Boa 的 下 标 没 有 不 简 并 的 情况 , 就 必须 采用 第 二 种 方法 . 例如 , 式 (3.112) 
算得 的 Goo 有 两 个 线性 无 关 的 矢量 , 它们 分 属 不 可 约 表示 DA 和 DE, 需要 找 一 个 
算 符 把 它们 区 分 开 来 . 对 Ds 群 , 可 选择 二 次 轴 转 动 元 素 之 和 W = A+ B +C, CEE 
三 个 不 可 约 表 示 DA, DP 和 DE 中 的 表示 矩阵 都 是 常数 矩阵 , 常数 分 别 取 3, -3 和 
0. 现在 把 W 作用 在 两 个 线性 无 关 的 矢量 @,, E. 由 式 (3.112) 和 乘法 表 得 

BD =E+(-1)A, $2 =(D+F)+(-1) (B+C) 

WE = (A+ B+ C)+ (-1) (E+ D +F) = (-1) 8$ + (-1 8) 

WER = 2 (A+ B+ C) + (-1)22 (E + D + F) = 2-1) 89) + 2-1) 89 


(3.117) 
就 是 说 , W 关于 这 两 个 基 的 矩阵 形式 为 


cr 人 
本 征 值 为 3(-1D)” 和 0, 相应 的 本 征 矢 基 为 

哆 + 哆 ， 2 网- 哆 
归 一 化 后 , 得 


4 = a [90 + 00) = s (E+D+F+A+B+0G) 


< 


B= k [s - 90) = s (E+D+F-A-B-C) ad 
4Ë = z [290 - AO} = z (2E—- D- F+2A- B—-C) 


4E ~ 28 -P =2E- D-F-2A+B+C 


H T (3.108), $É, 和 oh 有 关联 , on 的 系数 待定 . 类 似 式 (3.114) 的 计算 , 由 式 
(3.108) 得 


1 V3 
Déh = -300 + `g $t 
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利用 乘法 表 算得 
8-5 [pak + 368) 
=3{[2(D-F-E+2B-C-A)+(2E-D-F+2A-B-C)} (8-119) 
=}{D-F+B-0} 


再 用 式 (3.115) 计算 o6 和 o- 

从 Ds 群 群 代数 不 可 约 基 的 计算 中 , 可 以 归纳 出 有 限 群 G 群 代数 不 可 约 基 的 
一 般 计 算 方法 . 首先 , 在 群 G 中 选择 一 个 (或 几 个 ) 生成 元 , 用 4 来 代表 , 让 它 在 不 
可 约 表示 中 的 表示 矩阵 取 对 角形 式 . 设 A 的 阶 数 为 a, 则 表示 矩阵 的 对 角 元 只 能 取 
7 三 e727/e HEK p mod a. 对 已 知 的 点 群 , 这 每 次 已 足够 区 分 每 一 个 不 可 约 表示 
的 行 ( 列 ), 可 用 来 作为 群 代数 中 不 可 约 基 oha 的 下 标 . 对 更 复杂 的 有 限 群 , 如 置换 
群 , 需要 专门 的 方法 处 理 . 

其 次 , 也 是 最 重要 的 一 步 , 在 G 的 群 代数 中 , 找 出 左 乘 4 和 右 乘 4 共同 的 本 征 
矢量 00 

AS =n, BNA=MEN, r=1,2,... (3.120) 


对 阶 数 较 低 的 群 , 如 Ds 群 , 我 们 采用 把 4 在 正则 表示 中 的 表示 矩阵 对 角 化 的 方法 
计算 . 对 较 复杂 的 群 , 就 需要 用 下 一 小 节 介绍 的 投影 算 符 方法 . 

第 三 , 在 G 的 群 代数 中 , 4 的 各 本 征 值 的 本 征 矢量 B(x 经 常 都 是 简 并 的 , 需要 
把 这 些 本 征 矢量 区 分 开 来 , 分 属 到 各 不 等 价 不 可 约 表示 中 去 . 把 类 c, 中 元 素 之 和 
W, 称 为 类 算 符 . 它 在 不 可 约 表示 中 的 表示 矩阵 Di(Wa) 定义 为 类 中 元 素 表示 矩阵 
之 和 . 由 舒 尔 定理 可 以 证 明 (见习 题 第 7 Bi), Wa 在 不 可 约 表示 Di 中 的 表示 矩阵 是 
常数 矩阵 

D:(W.) = > Di(5) = axa 1 (3.121) 
Sec, a 

其 中 , n(a) 是 类 Ca 中 包含 元 素数 目 , x 是 类 Ca 在 表示 D: 中 的 特征 标 , m 是 表示 
Di 的 维 数 . 选择 一 个 (或 几 个 ) 类 Cu 的 类 算 符 Wa, 要 求 它 在 各 不 可 约 表示 中 的 取 
值 不 一 样 , 对 已 知 的 点 群 , 这 是 可 以 做 到 的 . 对 给 定 的 p 和 X, 计算 算 符 Wa 在 D 
中 的 矩阵 形式 , xf 88 kak EBE, 计算 得 的 新 基 就 正比 于 群 代数 的 不 可 约 基 , 简 言 之 ， 
群 代数 的 不 可 约 基 就 是 A 和 Wa 的 共同 本 征 矢量 . 

最 后 , 群 代数 不 可 约 基 42, 是 作为 4 和 W. 的 共同 本 征 矢量 计算 出 来 的 , 它们 
都 允许 乘 一 个 任意 常数 . 如 果 群 G 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 标准 形式 已 经 知道 , 则 根 
据 式 (3.108), 就 可 以 确定 新 基 的 可 乘 常数 . 对 每 一 个 不 可 约 表示 Di, 不 可 约 基 中 有 
一 个 公共 因子 是 未 定 的 , 可 以 按照 实际 问题 的 方便 选 定 . 即 对 每 一 个 j 选 定 一 个 基 
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$, 的 系数 , 通常 要 求 o 归 一 化 , 系数 尽量 简单 等 . 如 果 群 G 的 不 等 价 不 可 约 表 
示 的 标准 形式 还 不 知道 , 可 以 对 每 一 个 给 定 的 了 值 , 任 取 一 个 X 值 , 按照 归 一 化 的 
条 件 , 选 定 mj 个 ó, 的 系数 , 并 通过 式 (3.108) 计算 其 他 生成 元 B 在 表示 Di 中 的 
表示 矩阵 D3(B). 这 种 规定 属于 表象 的 选择 ， 当 然 , 系数 的 选择 应 该 照顾 到 表示 秆 
阵 Di(B) 的 形式 尽量 简单 . 


、 投 影 算 符 
R (3.107) 用 X 矩阵 把 群 元 素 组 合成 新 基 $, , 它 的 逆 变 换 把 新 基 组 合成 群 元 


ll! 


R=) hr (X) rR (3.122) 


kur 


RR 包含 属 各 不 等 价 不 可 约 表 示 各行 的 基 . 我 们 希望 找 一 个 投影 算 符 Pi, 把 R HA 
确定 不 可 约 表示 Di METT p 的 基 找 出 来 , 即 


PİPE = 6jr6uw Pi PiIR=} te (X) unr (3.123) 


定理 七 ”对 有 限 群 G, 满足 式 (3.123) 的 投影 算 符 取 如 下 形式 


P= > Di,(8)"s (3.124) 


其 中 , m; 是 表示 DI 的 维 数 , g 是 群 G 的 阶 数 . 这 是 作用 在 群 代数 中 的 投影 算 符 形 
A, 如 果 作 用 在 一 般 标量 函数 空间 , 元 素 S 换 成 算 符 Ps. 
证 明 ”利用 正 交 关系 式 (3.38), 直接 计算 就 可 证 明 式 (3.124) WER (3.123) 
PP = Te Y Y DiS) DARY SR 


REG SEG 
= E > LE DSTT 
° 
=ó r > Dk, (TT = Gr6m P 
PR PD (SY L Sti (6 a 
-m > Y Di SY DEAS k (X) 


kvrp SEG 


2 $ (X) junr 
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做 几 点 说 明 . 首先 , 把 投影 算 符 相 加 , 可 得 关于 确定 不 可 约 表示 的 投影 算 符 
Pi=) P= ws)s, 
aj 9 se6 (3.125) 
PiP = ôP, > Pi=Y l Pi= E 
j jp 
RK, R (3.123) 右边 系数 (X-!);,,n 是 依赖 于 行 指标 /的 , 因而 P R 并 不 构 
成 Di 表示 的 一 组 标准 基 


S (PiR) # XÜ (PiR) D},(9) 
把 Pi 稍 做 变化 , 才能 满足 上 述 性 质 
Qo =T E Di(SyS, QR=D r (X-) > 
9 SEG r 


S (QisR) => (QLR) Di,(S) 
但 此 时 Qi, 不 再 是 投影 算 符 , 它 不 满足 (3.123) 的 第 一 式 . 
最 后 , 我 们 的 任务 是 要 计算 群 代数 中 左 乘 AMAR 4 共同 的 本 征 矢量 S, 其 
P A 在 群 G 不 可 约 表示 中 的 表示 甜 阵 是 对 角 和 矩阵 . 设 4 的 阶 为 a, 4 的 宕 次 构成 特 
环 子 群 H. H 是 a 阶 阿 贝尔 群 , 有 a 个 不 等 价 的 一 维 表示 De(4) = nm, n = en /a, 
p = 整数 mod a. 采用 子 群 H 的 投影 算 符 PP 从 左面 和 右面 对 群 元 素 RR 投影, 就 可 
以 得 到 本 征 矢量 D 


(3.126) 


a-l a-l 
P= SD DP(At)* At = SD n At SW = PPRPX (3.127) 
t=0 t=0 


先 选 R 为 恒 元 E, 算得 第 一 组 本 征 矢量 IN, 它 是 群 元 素 的 线性 组 合 . 在 不 参与 这 
组 合 的 元 素 中 再 任 选 元 素 S, 计算 第 二 组 本 征 矢 其 SO. uue, 直到 所 有 群 元 
素 都 出 现在 这 些 本 征 矢量 BY 中 为 止 . 注意 , 在 组 合 8 = PRP 中 如 果 出 现 元 
K S, 则 S 一 定 正 比 于 ARA. 用 S 代替 式 (3.127) 中 的 R, 算出 来 的 PPSP* 最 多 
只 能 与 SO 相差 一 个 系数 . 
四 、T 群 群 代数 的 不 可 约 基 


用 投影 算 符 方法 计算 T 群 群 空 间 的 不 可 约 基 . 2.5 节 中 介绍 过 T 群 的 基本 性 
质 : T 群 是 正四 面体 的 固有 对 称 变换 群 ,包含 12 个 元 素 , 四 个 类 , 乘法 表 由 表 2.9 给 
出 , 特征 标 表 由 表 3.8 给 出 . 生成 元 取 沿 z 轴 的 二 次 轴 转 动 T2 和 沿 (e1+e2+e3)/V3 
方向 的 三 次 轴 转 动 Ri T 群 有 一 个 不 变 子 群 D>, 它 由 全 元 和 三 个 沿 坐标 轴 方向 的 
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二 次 轴 转 动 构成 , 商 群 同 构 于 Cs 群 . 商 群 的 表示 给 出 T 群 三 个 不 等 价 的 一 维 表示 . 
T 群 还 有 一 个 三 维 不 可 约 表示 DT, 表示 甜 阵 由 式 (3.59) 给 出 , 其 中 生成 元 T2 是 对 
角 化 的 . 


因为 72 的 阶 数 为 2, 它 的 本 征 值 不 足以 区 分 三 维 表示 的 行 (Bl), 所 以 改变 表象 ， 
就 是 做 相似 变换 X 使 D(R.) = x D(Ri)X 对 角 化 


(3.128) 


其 中 , w = eri2r/3. 

Ri 是 三 阶 元 素 , 本 征 值 是 w’, p = 0, 1, 2 mod 3. ARK p 来 标记 不 可 约 表示 
的 行 ( 列 ) 指标 , 群 代数 的 不 可 约 基 为 oá, ó, 65, M op 其 中 表示 DT 的 行 ( 列 ) 
指标 排列 为 0, 1, 2. 先 用 投影 算 符 Pe 计算 左 乘 和 右 乘 Ri 的 共同 本 征 函 数 UO 

RSN = wrd, PNR =w 
P? = [E+u- PR +wPR?}/3, PQ =9PPRP> 
其 中 , 因子 9 是 为 了 使 公式 简洁 . 取 R 为 恒 元 E, 得 
P =9PPEPÀ = (1 +w? +u") {E + Rio”? + Rio) 
=3őpa {E + Riw™? + RẹwP} 
再 选 R 为 元 素 T2, 应 用 T 群 的 乘法 表 2.9, 得 
BH =9PPT2PÀ = T2 十 w-XT2RI + wòT2R? 
+u P*tAR TZR? +o PRT? +o PÍ AR TER 
+o) RIT2R + wt* RIT? RY + wr RIT? (3.130) 
={T2 +w Ra +o)R0) + wò? {T2 +w Ra +w RY} 
+e) {T2 + w-*Re + wR} 
在 这 两 组 函数 基 展 开 式 中 已 出 现 群 T 的 全 部 元 素 , 再 把 投影 算 符 作用 在 其 他 群 元 
KE, 不 会 产生 独立 的 新 函数 


其 次 , 选择 类 算 符 W = Ri + Ro + Rs + Ra, 根据 特征 标 表 3.8, W 在 不 可 约 表 
示 À, E, E' HI T 中 分 别 取 值 为 4 4w, 4w? 和 0. 现在 对 确定 的 下 标 和 X, 计算 W 


(3.129) 
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在 波 函数 SN 中 的 矩阵 形式 和 本 征 矢量 . 由 于 函数 基 的 完备 性 , 计算 中 我 们 只 需要 
列 出 已 和 T? 的 项 就 够 了 
WE =3wP {E +T} + = w {Bh + 3921, 
WEO = {E+ T2} w> {1+ wP + wA) + 
=o {B +389} 


当 p = À Pf, W 在 此 函数 基 中 的 矩阵 形式 为 


> 1 是 
828 
本 征 值 为 4w? 和 0, 对 应 的 本 征 矢量 的 转 置 分 别 为 (1,3) 和 (1, —1), 由 此 组 合 出 分 
属 表示 A, E, E' 和 了 的 本 征 函 数 
4^ = ca {hy +30} = 36 (E+T2 +T? + T2 
+Rı + R4 + R + R2 + RẸ + R3 + R3 + R4}, 
4E = cp {fP +38 } = 3er {E + T2 +T? +T? 
+w? (Ri + Ra + Rs + R2) +w (RẸ + R3 + R3 + RI)}, 
4P = cp, {29 +38} = 3cm {E +T2 + T2 + T2 
+w (Ri + R4 + Rs + R2) +w? (RẸ + R3 + R3 + R3)) , 


o= cofa- 00) = oo {3E -T2 -T2 -T2 ga 
+3R — R4 — Rs — Rz + 3R? — R — R3 — Rĝ}, 
Hh =en {2 - aP} = en {3E - T2 - T? - T2 
+w? (3R1 — Ra — Rs — Ra) + w (3RẸ — Rà — R3 — Rå) } , 
$5 = ex [ 992 一 92) = oan (3E — T2 — Tç — T 
+o (3) — R. — Ra — R2) + w? (3R? — R — R3 — R?) } 
4 p # À BP, 分别 只 有 一 个 基 SO, 它们 都 属于 表示 T 
go = cio (T2 + R2 + RẸ +w? (T2 + Ra + R3) +w (T2 + Rs + R3)}, 
$ = eoo {T2 + Ra + Ri +w (T2 + Ra + R3) +w? (T3 + Rs + R3)}, 
H = cor {T? + w? Ra + wR + wT? + Ra +w?R3 十 w272 十 wRs + R3}, (3.132) 
$h = ca {T} + ¿2 R> + wR + wT? +wR4 + R3 +wT? + Ra +a2 R), 


Gla = coz {T2 +wRa + w?R3 + w?T2 + Ra + wR3 +wT2 + w?Ra + R3}, 

$D = c12 {T +wR2 + wR + wT? +w?R4 + R3 +w? T? + Rs + oR2) 
所 有 这 些 基 都 是 作为 本 征 矢量 引入 的 , 前 面 可 乘 一 任意 常数 .对 一 维 表 示 , 这 常数 
就 是 归 一 化 因子 , 可 取 ca = cg = ce = V1/108. 但 对 三 维 表示 DT, 9 个 8 是 互 


3 题 - 95. 


相关 联 的 , 只 有 一 个 系数 可 用 归 一 化 条 件 来 定 出 , 如 取 coo = 1/6, 其 他 系数 需 用 下 
面 公式 计算 


Tn = e Di TY), SRT = DY, (3.133) 
站 m x 
由 于 基 是 完备 的 ， 计算 中 只 需 列 出 E, T2, T? 和 T2 的 项 . 由 
T2ġh = (-E-T2- T2 +3T2 + ---} /6= [(—Q + 261o + 2620] /3 
定 出 clo = czo = 1/3. 再 由 


HoT? = (-E-T2- T? +3T2 +: ::) /6= (—#0 +200 + 260) /3, 
GhT? = {E + wT? +w?T? +...) /3= [—#F, +207, +2072} /3, 
hT? = {E +w?T? +T? +...) /3= {-4h + 20 +203} /3 


定 出 co1 = co2 = c12 = cl = 1/3 和 cn = c22 = 1/6. 对 三 维 不 可 约 表 示 , 如 果 取 式 
(3.59) 的 表象 DT (R), 则 不 可 约 基 47, 需 做 首相 似 变换 X 


w, = > Xab X= D Xita (XY, (8.134) 
PA pA 


实际 计算 时 可 分 两 步 来 组 合 , 最 后 结果 是 


A= (E+T2-T2-T2)2 Yi = {R} - R3 + R - R) /2, 
vh = {Ri — Ra + Ra — Ra} /2, Yh = {E -T2 + Tp — T2) /2, 
Yh = {R} — R3- R} + R} /2, Wh = (Ri + Ra — Rs — Ra} /2, 
Yh = (R. — Ra — Rs + R.) /2, 

Wi = {R} + R — Rà — R4} /2, 

Yh = (E — T2 -T9 +T?) /2 


(3.135) 


关于 O 群 和 工 群 群 空间 的 不 可 约 基 请 参看 附录 5 和 附录 6. 
3 S 


1. 设 G 是 一 个 非 阿 贝 尔 群 ，D(G) 是 群 G 的 一 个 不 可 约 真实 表示 , 元 素 R 的 表示 矩阵 
为 D(R)， 现 让 群 G 元 素 R 分 别 与 下 列 和 矩阵 对 应 ， 问 此 矩阵 的 集合 是 否 构成 群 G 的 表示 ? 
若是 表示 , 是 否 真实 表示 ? (1) D(R)'; (2) D(R)”; (3) D(R-!); (4) D(R)'; (5) D(R-')5; 
(6) det D(R); (7) Tr D(R). 例如 , 第 一 小 题 , 设 R — D(R)', 问 D(R)' 的 集合 D(G)' 是 否 
构成 群 G 的 表示 ? 

2. 证 明 有 限 群 任何 一 维 表示 的 表示 和 矩阵 模 为 1. 
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3. 证 明 阿 贝尔 群 (包括 无 限 群 ) 的 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 . 

4. 证 明 有 限 群 两 个 等 价 的 不 可 约 么 正 表 示 之 间 的 相似 变换 矩阵 , 如 果 限 制 其 行列 式 为 1 必 
为 么 正 矩阵 . 

5. 证 明 除 恒 等 表 示 外 , 有 限 群 任 一 不 可 约 表 示 的 特征 标 对 群 元 素 求 和 为 零 . 

6. 有限 群 群 代数 中 , 右 乘 群 元 素 产 生 的 表示 万 (G)[ 见 式 (3.11) ] 与 正则 表示 等 价 ， 试 具体 
计算 Ds 群 群 代 数 中 , 左 乘 和 右 乘 群 元 素 产生 的 这 两 个 表示 间 的 相似 变 换 矩 阵 .能 不 能 把 此 方法 
推广 , 对 一 般 的 有 限 群 , 计算 这 样 两 个 表示 间 的 相似 变换 矩阵 ? 

7. 设 有 限 群 G 的 类 Cu 包含 n(a) 个 元 素 , 在 群 代数 中 这 些 元 素 之 和 记 作 W. 设 Di(G) 是 

: 群 G 的 不 可 约 表示 , 维 数 为 mj, 类 Ce 的 特征 标 为 x. 试 证 明 W 在 此 不 可 约 表 示 中 的 表示 矩 
阵 是 常数 矩阵 , 并 计算 此 常数 . 

8. 证 明 有 限 群 包含 的 非 自 逆 类 数目 等 于 不 等 价 不 可 约 的 非 自 共 孝 表示 的 数目 , 因此 自 逆 类 
的 数目 等 于 不 等 价 不 可 约 的 自 共 示 表示 的 数目 . 

9. HARE G 等 于 两 子 群 的 直 乘 , G = H, @ H>, 证 明 群 G 的 不 等 价 不 可 约 表示 都 可 表 为 
两 子 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 直 乘 . 

10. O 群 有 个 不 变 子 群 Do, 它 由 恒 元 和 绕 坐 标 轴 转 动 x 角 的 变换 构成 . 具体 建立 它 的 商 群 
和 Ds 群 的 同 构 关系 , 并 由 此 计算 O 群 二 维 不 可 约 表示 的 特征 标 和 生成 元 的 表示 矩阵 . 

11. 试用 分 导 表 示 的 方法 , 计算 立方 体 固有 对 称 群 O 的 特征 标 表 . 

12. 计算 T 群 三 维 不 可 约 表示 DT 自 直 乘 约 化 的 相似 变换 矩阵 X 


X-1 ao) x D”(R)} x= > ojDi(R) . 


13. 根据 I 群 的 特征 标 表 3.14, 计算 下 列 直 乘 表 示 约 化 的 克 莱 布施 - A: (1) D! x 
D"! (2) DS x D"; (8) DS x DS; (4) D™ x D™; (5) D™ x Dz; (6) D™ x D"; (7) Dm x DS. 

14. 试 计算 第 二 章 习题 15 给 出 的 群 的 特征 标 表 . 

15. 分 别 计算 I 群 各 不 可 约 表示 关于 子 群 Cs, Ds 和 T 的 分 导 表 示 , 按 子 群 不 可 约 表示 约 化 
的 克 莱 布 施 - LERN. 

16. 计算 了 型 非 固有 点 群 I 正则 表示 关于 子 群 Csi, Dsa 和 Th 的 分 导 表 示 , 按 子 群 不 可 约 
表示 约 化 的 克 莱 布 施 - ERM. 

17. 设 Ds 群 元 素 是 在 二 维 空间 中 的 坐标 变换 


(5)=a(:), Re Da 
Y Yy 
取 生 成 元 D 和 A, 它们 的 变换 矩阵 正 是 它们 在 二 维 表 示 D? (Ds) 中 的 表示 矩阵 


pipat i a = E SEN y ü 
po- 人 (六 E (; E) 


已 知 下 列 函 数 基 架 设 的 四 维 函数 空间 对 D3 群 保持 不 变 


Dm =, sy) =2 palmy) =y" 


习题 .97 


试 计算 Ds 群 在 此 空间 关于 这 组 函数 基 的 线性 表示 , 即 计算 Ds 群生 成 元 在 此 表示 中 的 表示 和 矩阵- 
然后 , 把 此 表示 约 化 为 Ds 群 不 可 约 表示 的 直 和 , 把 此 函数 基 组 合 为 分 属 各 不 等 价 不 可 约 表 示 的 
函数 基 . 
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球 对 称 是 物理 学 中 最 常见 的 对 称 性 , 无 论 在 经 典 力学 中 还 是 在 量子 力学 中 , 中 
心力 场 ( 球 对 称 系统 ) 问题 总 是 最 基本 的 研究 课题 . 这 不 仅 是 因为 中 心力 场 问题 容 
易 处 理 , 而 且 很 多 真实 物理 系统 都 有 近似 的 球 对 称 性 质 . 在 球 对 称 的 系统 里 空间 各 
向 同性 , 系统 绕 通 过 原点 的 任何 轴 的 任何 转动 都 保持 不 变 , 因而 系统 的 对 称 变换 群 
是 三 维 空间 转动 群 . 它 是 无 限 群 , 群 中 元 素 可 用 一 组 实 参数 来 描写 , 实 参数 在 一 定 
区 域内 连续 变化 , 且 涉 及 的 这 些 连 续 参数 的 函数 都 是 解析 函数 . 因此 转动 群 是 连续 
群 , 而 且 是 连续 群 中 可 以 用 微 积 分 方法 深入 研究 的 一 类 群 , 称 为 李 群 . 三 维 空间 转 
动 群 是 最 简单 的 李 群 . 对 转动 群 的 深入 研究 会 给 李 群 的 一 般 研究 提供 很 多 启示 . 总 
之 , 三 维 空间 转动 群 的 研究 在 物理 上 和 数学 上 都 有 重要 意义 . 

在 这 一 章 里 , 我 们 将 结合 转动 群 介 绍 李 群 的 基本 知识 , 通过 转动 群 和 二 维 么 正 
矩阵 群 的 同 态 关 系 , 讲解 覆盖 群 和 多 值 表 示 的 概念 , 在 二 维 么 正 矩 阵 群 的 不 变 函 数 
空间 中 找 出 三 维 转动 群 的 所 有 单 值 和 双 值 不 等 价 不 可 约 表示 , 计算 三 维 转动 群 不 可 
约 表示 的 直 乘 分 解 及 其 克 莱 布 施 - KERR, 从 变换 的 角度 引进 张 量 和 旋 量 的 概 
£, 最 后 举 一 些 群 论 方法 在 物理 中 应 用 的 实例 . 


4.1 三 维 空间 转动 变换 


描述 转动 变换 , 存在 两 种 不 同 的 观点 , 一 种 是 系统 转动 的 观点 , 另 一 种 是 坐标 系 
转动 的 观点 . 采用 不 同 的 观点 , 虽然 给 出 的 物理 结果 是 一 致 的 , 但 公式 表达 方式 有 
所 不 同 , 不 能 混淆 . 本 书 按照 多 数 文献 的 习惯 , 采用 系统 转动 的 观点 . 在 群 论 中 矢量 
这 一 术语 用 得 比较 广泛 , 有 线性 空间 的 矢量 , 群 空间 的 矢量 等 . 本 章 研究 的 矢量 是 我 
们 在 其 中 生活 的 三 维 空间 的 矢 基 , 为 区 别 起 见 , 对 这 三 维 空间 的 矢 基 , 我 们 专门 用 带 
箭头 的 符号 来 标记 , 除 矢量 基 外 的 单位 矢量 则 用 带 小 尖 角 的 符号 标记 . 

在 三 维 空间 建立 直角 坐标 系 K, 用 原点 O 到 空间 任意 点 P 的 位 置 矢量 来 描 
写 已 点 的 位 置 . 坐标 轴 向 的 单位 矢量 记 作 &, a = 1, 2, 3, 则 


3 
F= Eata (4.1) 


三 个 坐标 za 作为 一 个 整体 , 与 一 一 对 应 . 这 里 坐标 记 作 zo, 而 不 记 作 z, y 和 z, 
是 为 了 写 求 和 式 的 方便 . 
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空间 转动 变换 保持 原点 不 变 , 保持 两 点 间距 离 不 变 , 保持 手 征 性 不 变 ， 设 转动 
R 3 已 点 转 到 已 点 , 变换 前 后 的 坐标 可 用 R 矩阵 联系 起 来 


z Ra Ro Rs Tı Tı 
s} |=] Ra Rz Rz z2 |=R| z (4.2) 
= Ra Rs Rss T3 T3 

坐标 间 的 齐 次 变换 保证 原点 位 置 不 变 , 而 距离 不 变性 要 求 R 是 实 正 交 甜 阵 


2 =" RIRI=2 TL, RIR=1 (4.3) 


建立 固定 在 系统 上 的 坐标 系 K', 单位 矢量 为 da 则 r: 在 动 坐标 系 K 中 的 分 
基 保 持 不 变 ; I 
m= as, = Dr (4.4) 


=1 


i 


FER (4.2) RAR (4.4), 得 单位 矢量 的 变换 关系 


3 
© = ERa (4.5) 
a=1 
在 线性 代数 里 , 当 基 用 已 矩阵 组 合 时 , 矢 其 的 列 矩阵 用 R-! 矩阵 组 合 . X ENE 
阵 仍 用 R MEER 6, 是 因为 式 (A.A) 中 带 撤 的 分 其 与 不 带 撤 的 矢量 基 相 乘 , 与 线性 
代数 中 的 表 式 正好 相反 . 
坐标 系 的 手 征 性 是 用 单位 矢 其 的 混合 积 来 确定 的 , 右手 坐标 系 单位 矢量 的 混合 
积 为 1, 即 
e: (gz x es) =1 (4.6) 
左手 坐标 系 则 为 —1. 转动 变换 保持 系统 的 手 征 性 不 变 , 就 是 要 求 固定 在 系统 上 的 
坐标 系 , 它 的 单位 矢 基 的 混合 积 变换 前 后 都 是 1, 即 


ë- (z: x 25) =detR=1 (4.7) 


因此 行列 式 是 1 的 实 正 交 矩阵 R 描写 三 维 空间 转动 变换 , 所 有 三 维 空间 转动 变换 
都 可 以 用 行列 式 是 1 的 实 正 交 矩阵 R 来 描写 . 而 行列 式 为 -1 的 实 正 交 拢 阵 要 改 
变 系统 的 手 征 性 , 这 说 明 此 变换 中 包含 了 空间 反 演 o, 是 所 谓 的 非 固有 转动 ， 事实 
+, 实 正 交 和 矩阵 的 行列 式 只 能 取 不 连续 的 1 或 -1, 分 别 对 应 固有 转动 和 非 固有 转 
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动 . 非 固有 转动 元 素 是 固有 转动 元 素 和 空间 反 演 o 的 乘积 , 描写 转动 变换 后 再 做 空 
间 反 演变 换 . 行列 式 为 1 的 矩阵 常 称 为 么 模 矩阵 . 

ELERE RÔ w), 描写 绕 三 维 空间 ñ 方向 转动 o 角 的 变换 , 按照 
矩阵 的 乘积 规则 , 它 的 集合 构成 群 , 称 为 三 维 转动 群 , 记 作 SO(3) 群 , 其 中 O 代表 实 
正 交 和 矩阵 , S 代表 么 模 . 三 维 转动 群 是 空间 各 向 同性 系统 的 对 称 变换 群 . 如 果 再 把 
空间 反 演变 换 oc 也 包括 进来 , 所 有 三 维 实 正 交 甜 阵 的 集合 构成 三 维 实 正 交 和 矩阵 群 ， 
WE 0(3) Ë. 

研究 几 个 特殊 的 转动 . 图 3.1 已 经 研究 过 绕 zs 轴 转 动 o 角 的 变换 矩阵 


z = zi cosw 一 za sinw, Zh=71 sinw 十 zz cosw, 24=73 
即 
cosw —sinw 0 ` 
R(&,w)= | sinw cosw 0 (4.8) 
0 @ t 


利用 物理 中 常用 的 泡 利 (Pauli) 矩阵 可 把 转动 矩阵 写成 矩阵 的 指数 函数 形式 


0 1 0 -i 1 0 
ol 一 o= š = ;, 
S ea s e Ua 90 SENDE 
3 


caob = Sabl +i Y Cabec ， 即 oa = 1, 0102 = ios 等 ， 
ezi 


Troa=0, Tr(zaoy) = 262, 


(4.9) 


FE RER TE RCR RUH È 6 OUR H REREN 


exp{—iwo2} = y me" (—io2)" 


n 
1 2, 14 i l a, l. 
=1(1- 5e +t” +) -ioa (o gw Ego me (4.10) 


cosw -sinw ) 


= 1 cosw — ioz sinw = N 
sinw cosw 


把 ca 换 成 Ts HRE, 就 可 得 RE, w) 矩阵 的 指数 形式 


cosw 一 sinw 0 be 
R(ēz,w) = exp{—iwT3} = | sinw cosw 0 |, T=| i 0 0 
0 0 1 0 0 0 
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根据 三 个 轴 的 循环 对 称 性 可 知 绕 其 他 两 轴 的 转动 变换 矩阵 为 


1 0 0 
R(a,w)=exp{-iwsTi}= | 0 cosw -sinw |, 


0 sinw cosw 


cosw 0 sinw 
R(é2,w) = exp{—iwT2} = 人 (4.12) 


一 sinw 0 cosw 


0 0 0 0 0 i 
T=|00 -il, T; = 0 0 0 
0 i 0 -i 0 0 


T KERER KERETE RK HN AE 
(Ta)bc = 一 icabc (4.13) 


再 引入 一 个 特殊 的 转动 S(p,6), 它 把 zs 轴 上 的 点 转 到 ACO, p) 方向 , 其 中 0 和 
o 角 是 多 方向 的 极 角 和 方位 角 


cospcosb -sinp cosypsing 
S(e,0) = R(ē&3, p)R(ē2,9)= | sinpcosg cosy sinpsing |, 
一 sing 0 cosb 


(4.14) 
0 cos psin 0 nn 
S(p,0)| 0 |= | sinesing |=] n> 
1 cos0 ns 
不 难 验 证 ( 见 第 一 章 习题 第 3 题 ) 
STsS-1 = m Ti 十 naT2 + nsTs = ñ - T, AA 


T = aT) + T+ &T3 


绕 抽 方向 转动 w 角 的 变换 RA w), 可 以 表 为 三 个 转动 的 乘积 , 先 把 多 方向 转 
到 zs 方向, 再 绕 zs 方向 转动 w 角 , 最 后 把 zs 方向 转 回 到 多 方向 . 这 三 个 转动 的 
乘积 可 以 写成 指数 形式 


RĜ, w) = S(p, O)R(Es, w) S(p, 0)! = exp{-iwST38-1} 
Ha g (416) 
=exp{—iwñů - T} = exp -i Wala 


a=1 
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w = wn = wsinĝ cosp, 
wz = wm = sin 0 sin p, (4.17) 
w3 = wng = w cos 0 


可 以 把 三 个 wa 看 作 矢量 o 的 直角 坐标 , 而 o, 9 和 ç 是 它 的 球 坐 标 , 它们 描写 了 
SO(3) 群 的 任意 元 素 , 即 绕 郊 方向 转动 o 角 的 变换 . 因为 绕 相反 方向 的 转动 变换 有 
如 下 联系 
R(ñ,o)= 尽 ( 一 郊 ,2r 一 w) ， — R(ñ,z) = R(—ñ,z) (4.18) 

所 以 参数 G 在 半径 为 n 的 球体 内 连续 变化 , 在 球面 上 直径 两 端的 点 代表 同一 个 转 
动 . 

式 (4.16) 还 说 明 , 三 维 转动 群 中 转动 相同 角度 的 元 素 互相 共 轿 , 三 维 转动 群 的 类 
用 转动 角度 w 来 描写 . 给 出 任意 转动 变换 矩阵 R, w), 由 它 的 矩阵 迹 (1 + 2cosw) 
定 出 转动 角 o, 它 的 本 征 值 为 1 的 本 征 矢 量 沿 转动 轴 抽 方向 . 


42 李 群 的 基本 概念 


三 维 转动 群 是 最 简单 的 李 群 . 本 节 介绍 李 群 的 一 些 基 本 概念 , 会 有 助 于 进一步 
理解 三 维 转动 群 的 性 质 , 也 为 今后 研究 李 群 的 一 般 性 质 打 好 基础 . 


一 、 李 群 的 组 合 函数 


三 维 空间 转动 群 SO(3) 的 元 素 RA w) 可 用 三 个 实 参数 来 描写 , 这 三 个 参数 在 
半径 为 的 球体 内 连续 变化 , 在 球面 上 直径 两 端的 点 代表 同一 个 元 素 . 这 是 最 简单 
的 一 个 李 群 . 

李 群 是 一 种 连续 群 , 它 的 每 一 个 元 素 都 可 以 用 一 组 独立 实 参数 来 描写 , 这 组 参 
数 在 欧 氏 空间 的 一 定 区 域内 连续 变化 . 要 求 在 参数 的 变化 区 域内 , 至 少 在 测度 不 为 
零 的 区 域内 , 群 元 素 和 参数 值 有 一 一 对 应 的 关系 . 独立 实 参 数 数目 称 为 连续 群 的 阶 ， 
参数 的 变化 区 域 称 为 群 空间 , 群 空间 的 维 数 就 是 连续 群 的 阶 数 9. 所 谓 测 度 不 为 零 
的 区 域 , 可 以 简单 地 理解 为 维 数 和 群 空间 维 数 相同 的 区 域 . 边界 就 是 测度 为 零 的 区 
域 . 其 实 不 难 用 限制 群 空间 范围 的 办 法 , 来 实现 在 测度 不 为 零 的 区 域内 群 元 素 和 参 
数值 的 一 一 对 应 关系 . 例如 , 三 维 转动 群 的 群 空间 取 作 半径 为 x 的 球体 , 保证 了 球 
体内 群 元 素 和 参数 值 的 一 一 对 应 关系 , 但 在 测度 为 零 的 外 球面 上 , 直径 两 端的 点 , 即 
两 组 不 同 的 参数 值 , 对 应 同一 个 群 元 素 . 因为 在 群 空间 测度 不 为 零 区 域内 的 点 和 群 
元 素 有 一 一 对 应 关系 , 所 以 也 可 以 等 价 地 把 群 空间 的 点 直接 叫 成 群 元 素 . 

设 元 素 RE G, 参数 为 (ru 72,…, To), 简写 为 R(ri, 72，…, Tg) = R(r). 对 于 
群 元 素 的 乘积 , R(r)S(s) = T(t), 9 个 参数 t; 是 29 个 变量 ri 和 sk 的 函数 


t= f(r l, ra; Si `l, Sg) = f(r;s) (4.19) 
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g 个 函数 方 (r; s) 称 为 连续 群 的 组 合 函数 , 它 完全 描写 了 群 元 素 的 乘积 规则 . 如 果 组 
合 函 数 是 解析 函数 , 则 此 连续 群 称 为 李 群 , 由 于 函数 连续 可 微 , 微 积分 的 整套 工具 
可 以 用 来 深入 研究 李 群 , 使 李 群 成 为 至 今 研 究 最 深入 最 成 功 的 无 限 群 . 

作为 群 的 组 合 函 数 , f,(r; s) 必须 满足 如 下 条 件 : 

(1) 封闭 性 . 组 合 函 数 的 定义 域 是 ( 群 空间 )x( 群 空间 )， 而 值 域 是 群 空间 至少 
在 测度 不 为 零 的 区 域内 , 要 求 f,(r; s) 是 单 值 解析 函数 . 

(2) 结合 律 . 

Fi[r; f(s;t)] = [f(r;s);d] . 


(3) 恒 元 的 参数 为 ej, 它 包含 在 群 空间 内 
filer) = f;(r;e) = r; 


通常 为 方便 起 见 , 取 e; = 0. 
(4) R 逆 元 的 参数 记 作 r; 


fi(F;r) = f;(r;F) = e; - 


实际 上 , 即使 很 简单 的 李 群 , 组 合 函数 的 形式 也 往往 相当 复杂 . 组 合 函 数 主要 用 
于 理论 分 析 , 很 少 用 来 进行 具体 计算 . 

群 的 许多 概念 在 李 群 中 同样 适用 , 例如 阿 贝尔 群 , 子 群 , 陪 集 , ETR, 类 , 不 
变 子 群 , 群 的 同 构 和 同 态 , 商 群 , 线性 表示 , 等 价 表示 , 不 可 约 表示 , 自 共 轿 表 示 , 特 
征 标 等 概念 也 都 是 李 群 的 基本 概念 . 李 群 线性 表示 的 每 一 个 矩阵 元 素 和 特征 标 , 在 
群 空间 测度 不 为 零 的 区 域内 , 都 是 群 参数 的 单 值 解析 函数 . 


二 、 李 群 的 局 域 性 质 


在 群 空间 中 邻近 的 点 对 应 的 元 素 称 为 邻近 的 元 素 . 因为 常 把 恒 元 的 参数 选 为 零 ， 
恒 元 邻近 的 元 素 , 参数 是 无 穷 小 基 , 称 为 无 穷 小 元 素 . 不 要 把 无 穷 小 元 素 看 成 是 一 个 
参数 很 小 的 元 素 . 无 穷 小 量 是 一 个 极限 过 程 . 无 穷 小 元 素 与 群 元 素 的 微分 运算 相 联 
系 . 李 群 无 穷 小 元 素 的 性 质 决 定 了 李 群 的 局 域 (local) ER. 无 穷 小 元 素 与 任意 元 素 
RERE, 是 R 的 邻近 元 素 , 参数 在 元 素 R 参数 的 邻 域 (adjacent) H. 反之 , RR 的 邻 
近 元 素 和 R MR, 得 无 穷 小 元 素 . 粗略 地 说 , 把 无 穷 多 个 无 穷 小 元 素 相 继 乘 到 群 
元 素 R 上 , 在 群 空间 表现 为 由 元 素 R 的 对 应 点 出 发 的 一 条 连续 曲线 . 如 果 在 群 空 
间 中 代表 元 素 R 的 点 和 代表 恒 元 的 点 , 可 以 通过 一 条 完全 在 群 空间 内 的 连续 曲线 
相连 结 , 则 R 可 表 为 无 穷 多 个 无 穷 小 元 素 的 乘积 . 数学 上 , 元 素 的 性 质 可 通过 一 
个 微分 方程 来 描写 . 这 说 明 无 穷 小 元 素 在 李 群 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 

无 穷 小 元 素 Ala) 与 BO) 相 乘 , 仍 是 无 穷 小 元 素 . 恒 元 参数 为 零 , o 和 8; 都 
是 无 穷 小 量 , 将 乘积 元 素 AB 的 参数 按 a 和 8 做 泰勒 (Taylor) RF, 略 去 二 级 无 穷 
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小 量 , 并 注意 ej = 0, AE = A Ñ EB = B, Ẹ 


pe PROD) 


ð. ;0 
bæn (a | +a AG 


Oak 


a (4.20) 


=o; + B; 
可 见 , 无 穷 小 元 素 相 乘 , 参数 相 加 . 互 逆 的 无 穷 小 元 素 的 参数 互 为 相反 数 . 记 A-! 的 
参数 为 Tj, 则 
&; = -aj (4.21) 
无 穷 小 元 素 乘积 满足 交换 律 , 并 不 意味 着 群 中 所 有 元 素 乘积 都 满足 交换 律 . 在 理论 


力学 中 学 过 , 无 穷 小 转动 乘积 次 序 可 以 交换 , 但 有 限 转动 乘积 次 序 不 能 交换 , 即 三 维 
转动 群 不 是 阿 贝尔 群 . 


三 、 生 成 元 和 微量 算 符 


无 穷 小 元 素 在 李 群 中 处 于 特殊 重要 的 地 位 ， 现 在 来 研究 无 穷 小 元 素 在 变换 算 
符 群 Po 和 线性 表示 D(G) 中 的 性 质 . 
PR 是 元 素 RR 对 应 的 标量 函数 变换 算 符 


PRy(z) = Y(R) 


其 中 , z 代表 系统 所 有 自由 度 的 坐标 . 取 R 为 无 穷 小 元 素 Aa), 将 上 式 按 参 数 aj 
展开 , 取 到 一 级 无 穷 小 量 


O(A-1z)a 
Ou; 


Oy(A-'7) 
a=0 O(A-17)a 


wo) i a (iy az 
=%w(z) 2 “( > EnS 


引入 9 个 微量 微分 算 符 IO, 它们 线性 无 关 


a=0 


ð 
A =) (z) 


Paw(a) =0(z) + > S; 
aj 


a= 


OWL azie| 3 
8. = i> Əa; |. Bz’ 


a=0 


n) (4.22) 
Payla) = Yle) — iY ajya) 
= 


李 群 中 无 穷 多 个 无 穷 小 元 素 对 标量 函数 的 作用 可 以 用 9 个 微量 微分 算 符 TI 完全 
描写 . 
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在 三 维 空间 , 如 果 z 代表 系统 质心 的 坐标 , 而 系统 其 他 内 部 坐标 没有 标 出 , 或 
者 系统 本 身 就 是 一 个 质点 , z 是 质点 的 坐标 , 则 由 式 (4.13) 得 


(Az), = > 他 - 15 “rs) Te = za — 3 adeaabzb 
b d bd 
代入 式 (4.22), 算得 三 维 转动 群 的 微量 微分 算 符 正 是 量子 力学 中 的 轨道 角 动 量 算 符 
SS carato z =La (4.23) 
z a 


这 里 取 了 自然 单位 ,万 = c= 1. 
设 m 个 函数 基 加 (z) 架设 对 于 Pe 不 变 的 函数 空间 , 对 应 群 G 的 表示 DG) 


Pay,(z) = ` 0,(z)D,,(R) 


对 无 穷 小 元 素 , 把 表示 矩阵 D(A) 按 无 穷 小 参数 展开 , 略 去 高 级 无 穷 小 量 . 得 


; 0D(A) 
ĝaj 


D(A)=1- i œl, b= (4.24) 
了 1 


a=0 

9 个 矩阵 I, 称 为 李 群 表示 D(G) 的 生成 元 , 它 是 微 十 微分 算 符 在 表示 空间 的 矩阵 形 
R. g 个 生成 元 完全 描写 了 无 穷 多 个 无 穷 小 元 素 在 表示 D(G) 中 的 性 质 . 如 果 DG) 
是 李 群 G 的 真实 表示 , 则 9 个 生成 元 线性 无 关 . 由 于 规定 参数 取 实 数 , 么 正 表示 的 
生成 元 是 厄 米 矩 阵 . 若 变换 算 符 Pa 是 么 正 算 符 , 微量 微分 算 符 是 龙 米 算 符 , XE 
是 在 式 (4.22) 和 (4.24) 中 引入 —i 的 目的 . 通常 把 微量 微分 算 符 和 生成 元 都 统称 为 
MER, 或 统称 为 生成 元 . 

设 RSR = 了 7, 了 的 参数 是 5 和 已 参数 的 函数 


tj = (852, Tl ra ) = 0; (sir) (4.25) 


W; (s;r) 也 是 29 个 变量 的 实 函数 ， 对 真实 表示 D(G), D(R)D(S)D(R) = D(T). 
等 式 两 边 对 参数 s; 求 导数 , 然后 取 si = 0, 得 


D(R) a 8D(S) pm)- l => = ancu ; 
t=0 3 s=0 
Ec 本 adep) — Owr(s;7) 
D(R)I;D(R) = > TDB(R), DY(R)= 二 (4.26) 


式 (4.26) 给 出 群 元 素 R MEE D (R) 的 一 个 一 一 对 应 或 多 一 对 应 的 关系 , 这 对 应 
关系 对 群 元 素 乘积 保持 不 变 , 因而 D*e(R) 是 李 群 的 一 个 表示 , 称 为 伴随 (adjoint) 
表示 . 伴随 表示 的 维 数 等 于 李 群 的 阶 数 , 它 是 所 有 李 群 都 有 的 一 个 重要 表示 . 
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把 式 (4.26) 写成 标量 函数 变换 算 符 Pa 的 形式 


PRIP Pa! =Y IP DXR) (4.27) 
k 


MAARA — EC 228 URETTRHR MER RSR = T, 常 称 为 微量 算 符 的 
HER, ERRA S TAEAE eH HEER. 


、 李 群 的 整体 性 质 


研究 李 群 的 整体 (global) 性 质 , 就 是 研究 李 群 群 空间 的 拓扑 性 质 . 我 们 将 用 物 
理 上 习惯 的 语言 来 解释 李 群 的 整体 性 质 . 

首先 , 讨论 群 空间 的 连通 性 . 如 果 群 中 任意 两 元 素 , 它们 在 群 空间 的 对 应 点 , 可 
以 通过 一 条 完全 包含 在 群 空间 内 的 连 线 连结 起 来 , 则 此 群 空间 称 为 连通 的 , 这 样 的 
连续 群 称 为 简单 连续 (simply continuous) 群 . SO(3) 群 就 是 简单 连续 群 . 反之 , 如 
果 群 空间 分 成 不 相连 结 的 若干 片 , 则 此 连续 群 称 为 混合 连续 (mixed continuous) F. 
因为 实 正 交 和 矩阵 的 行列 式 可 取 +, 它们 互相 不 能 连续 变化 , 所 以 三 维 实 正 交 和 矩阵 群 
O(3) 是 混合 连续 群 . 前 面 说 过 , 粗略 地 说 , 对 简单 李 群 , 群 元 素 都 可 表 为 无 穷 多 个 
无 穷 小 元 素 的 乘积 , 而 对 混合 李 群 , 除了 无 穷 小 元 素 外 , 还 必须 在 群 空间 的 每 一 个 连 
续 片 给 出 一 个 特殊 元 素 (包括 恒 元 ), 它们 的 乘积 才能 表 出 任意 元 素 . 在 0(3) 群 的 情 
况 , 常 取 空 间 反 演 o 作为 非 轩 有 转动 元 素 的 代表 , 由 恒 元 , 空间 反 演 和 无 穷 小 元 素 
的 乘积 , 就 可 表 出 O(3) 群 的 任意 元 素 . 对 线性 表示 来 说 , 我 们 将 来 可 以 看 到 , 由 生成 
元 就 可 以 计算 出 简单 李 群 的 任意 元 素 R 的 表示 甜 阵 D(R), 但 对 混合 李 群 0(3), Mi 
还 需要 知道 空间 反 演 元 素 的 表示 矩阵 Dlo). 

另 一 方面 , 下 面 证 明 混合 李 群 的 群 空间 中 , 包含 恒 元 的 那个 连续 片 对 应 元 素 的 
集合 构成 混合 李 群 的 不 变 子 李 群 , 其 他 连续 片 对 应 元 素 的 集合 构成 这 不 变 子 群 的 陪 
集 . RA S 都 属于 恒 元 E 所 在 的 那个 连续 片 , 即 它 们 在 群 空间 中 的 对 应 点 , 都 
可 以 用 一 条 完全 包含 在 群 空间 内 的 连续 曲线 与 恒 元 的 对 应 点 相连 , 则 它们 的 乘积 也 
可 以 由 恒 元 在 群 空间 内 连续 地 变 过 来 , ë pü R 也 可 以 由 恒 元 在 群 内 连续 地 变 过 
K, 即 它们 都 属于 此 子 集 . 根据 假设 恒 元 已 属于 此 子 集 , 因此 此 子 集 构成 子 群 . 进 一 
步 , 设 了 是 群 中 任意 元 素 , W TRT- 可 以 由 恒 元 TET = E 在 群 内 连续 地 变 过 
来 , 它 在 群 空间 中 的 对 应 点 可 以 用 一 条 完全 包含 在 群 空间 内 的 连续 曲线 与 恒 元 的 对 
应 点 相连 , 因而 此 子 群 是 不 变 子 群 .在 群 空间 其 他 连续 片 各 取 一 个 代表 元 素 , 属 每 
一 个 连续 片 的 元 素 都 可 由 相应 代表 元 素 出 发 在 群 空间 内 连续 变化 得 到 , 因而 属于 同 
一 个 陪 集 . 证 完 . 混合 李 群 的 性 质 完全 由 此 简单 李 群 (不 变 子 群 ) 和 每 一 连续 片 ( 陪 
集 ) 中 一 个 代表 元 素 的 性 质 决定 . 今后 我 们 将 重点 讨论 简单 李 群 的 性 质 . 

其 次 , 讨论 简单 李 群 群 空 间 的 连通 度 . 在 简单 李 群 的 群 空间 中 , 元 素 RR 的 点 可 
与 恒 元 的 对 应 点 通过 许多 连 线 相连 结 . 有 些 连 线 可 以 在 群 空间 内 互相 连续 变化 , 有 
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些 则 不 能 . 这 样 , 这 些 连 线 就 分 成 若干 组 , 属 同一 组 的 连 线 可 以 互相 在 群 空间 内 连 
续 变化 , 而 不 同 组 的 连 线 则 不 能 . 这 些 连 线 的 组 数 称 为 群 空间 的 连通 度 . 李 群 的 性 
质 会 与 群 空间 的 连通 度 有 密切 关系 

我 们 先 来 举 一 个 简单 的 例子 . 实数 的 集合 , 用 数 的 加 法 定义 元 素 的 “乘积 ”, 这 
集合 构成 群 , 简称 为 加 法 群 . 此 群 元 素 本 身 就 是 实数 (参数 ), 它 在 实数 轴 上 连续 变 
化 , 实数 轴 就 是 群 空间 , 原点 对 应 恒 元 ( 数 零 ) 在 群 空间 中 代表 元 素 的 点 与 代表 恒 
元 的 点 间 所 有 连 线 都 可 在 群 空间 内 连续 变化 , 因而 加 法 群 的 群 空间 是 单 连通 的 . 它 
是 一 阶 阿 贝尔 简单 李 群 , 只 有 一 维 不 可 约 表示 . 加 法 群 有 无 穷 多 个 一 维 不 等 价 不 可 
约 表示 , 用 复数 7 标记 


D” (a) = exp (—iro) ， r 是 复数 ， a 是 实数 (4.28) 


R (4.28) 指数 上 引入 -i 只 是 为 了 以 后 方便 . 
再 看 绕 zs 轴 转 动 任意 角 w 的 变换 RE w) 集合 , 两 变换 乘积 对 应 参数 w 相 加 ， 
转动 2r 角 的 变换 等 于 恒 等 变 换 


R(é3,w1)R(é3,w2) = R(č3,wı 十 ua) , R(ë3,w + 27) = R(é3,w) (4.29) 


此 集合 构成 李 群 , MARKEER, 记 作 SO(2) 群 . 它 是 一 阶 阿 贝尔 李 
群 , 群 参数 o 在 实数 轴 上 +x 之 间 变 化 , +x 对 应 同一 个 元 素 . 群 空间 边界 上 的 这 一 
性 质 , 决定 了 SO(2) 群 群 空间 的 连通 度 , 对 群 的 性 质 产生 很 大 的 影响 . 很 明显 , 群 空 
间 中 对 应 群 元 素 R(E w) 的 点 和 对 应 恒 元 的 点 (原点 ) 可 以 直接 相连 , 也 可 以 通过 
包含 边界 上 +r 间 若 干 次 跳跃 的 连 线 相连 . 设 从 x 到 -x 的 跳跃 称 为 正 跳 跃 , 从 一 x 
到 的 跳 幅 称 为 负 跳 跃 . 对 包含 两 次 不 同类 跳跃 的 连 线 , 这 两 次 跳跃 可 以 在 群 空间 
内 通过 连续 变化 而 消去 ， 连 线 所 包含 的 正 跳跃 次 数 减 去 负 跳 路 次 数 称 为 该 连 线 的 
跳 路 次 数 . 当 连 线 在 群 空 间 内 连续 变化 时 , 它 的 跳跃 次 数 不 会 改变 . 这 样 , 由 原点 到 
w 的 连 线 分 成 无 穷 多 组 , 每 组 用 跳跃 次 数 来 标记 , 不 同 组 的 连 线 不 能 在 群 空间 内 互 
相连 续 变化 , SO(2) 群 的 群 空间 是 无 穷 多 度 连通 的 . 
把 SO(2) 群 的 元 素 和 加 法 群 的 元 素 建立 如 下 1 : oo 的 对 应 关系 


R(és,w) 一 w+2nx， nn 是 任意 整数 (4.30) 


这 种 对 应 关系 对 元 素 乘积 保持 不 变 , 因而 SO(2) 群 和 加 法 群 同 态 . SO(2) 群 的 不 等 
价 不 可 约 表示 也 可 表 为 式 (4.28) 的 形式 , 但 因 式 (4.29), r 只 能 取 整 数 m 


D™(é3,w) = exp (~—imw), m 是 整数 (4.31) 


当 m 不 是 整数 时 , 表示 矩阵 和 群 元 素 之 间 变 成 多 一 对 应 的 关系 , 按照 线性 表示 的 定 
X, 这 已 不 是 SO(2) 群 的 表示 , 有 时 称 为 多 值 表示 . 
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数学 中 已 经 证 明 , 当 简单 李 群 G 的 群 空 间 是 n 度 连通 时 , 它 一 定 同 态 于 另 一 个 
群 空间 是 单 连 通 的 简单 李 群 , 同 态 对 应 关系 是 1 : n. 这 单 连通 的 简单 李 群 称 为 李 群 
G 的 覆盖 群 . 覆盖 群 的 真实 表示 就 是 群 G 的 n 值 表示 . 加 法 群 是 SO(2) 群 的 覆盖 
群 . 

现在 回 到 三 维 转动 群 来 . 三 维 转动 群 的 群 空间 是 半径 为 x 的 球体 , 在 球面 上 直 
径 两 端的 点 代表 同一 个 元 素 , 从 而 群 空间 内 的 连 线 就 可 以 包含 直径 两 端的 跳跃 . 跳 
路 前 后 的 两 点 始终 保持 在 同一 直径 的 两 端 , 位 置 上 是 相关 联 的 . 它们 不 能 独立 地 变 
化 位 置 , 只 能 成 对 地 在 球面 上 移动 , 因而 此 跳跃 无 法 通过 连续 移动 而 消去 ， 如 果 连 
线 包 含 两 次 跳跃, 则 可 把 跳跃 点 反 向 移 到 一 起 , 包含 在 两 次 跳跃 间 的 连 线 , 是 沿 一 个 
封闭 的 环形 路 径 转 一 圈 . 连续 的 环形 路 径 是 可 以 在 群 空间 内 连续 地 收缩 到 一 点 而 消 
去 的 , 而 在 直径 两 端的 来 回 跳跃 等 于 不 跳 , 因此 两 次 跳跃 可 以 通过 在 群 空间 内 的 连 
续 变化 而 消去 . 对 SO(3) 群 , 从 原点 到 群 空间 任 一 点 的 连 线 可 以 分 成 两 组 , 一 组 包 
含 直径 两 端的 偶数 次 跳跃, 另 一 组 包含 奇数 次 跳 路 , 属 同 一 组 的 连 线 可 以 在 群 空间 
内 做 连续 变化 而 重合 , 但 分 属 两 组 的 连 线 则 不 能 . 就 是 说 , SO(3) 群 的 群 空间 是 双 连 
通 的 . 我 们 将 证 明 , SO(3) 群 的 覆盖 群 是 二 维 么 模 么 正 矩 阵 的 集合 构成 的 群 SU(2). 
SU(2) 群 的 真实 表示 是 SO(3) 群 的 双 值 表示 , 它 是 自 旋 能 够 存在 的 数学 基础 . 

最 后 , 讨论 群 空间 的 紧 致 性 . 在 欧 氏 空间 , 包含 边界 的 闭 区 域 是 紧 致 的 , 不 包含 
边界 的 开 区 域 包括 无 穷 区 域 ) 是 非 紧 致 的 . 群 空间 是 紧 致 的 李 群 称 为 紧 致 李 群 . 三 
维 转动 群 是 紧 致 李 群 . 物理 中 常见 的 非 紧 致 李 群 , 有 洛 伦 效 群 和 平移 群 .对 洛 伦 效 
群 可 选 惯性 系 间 的 相对 速度 作为 一 个 参数 , 按 狭 义 相对 论 , 相对 速度 只 能 趋 近 光 速 ， 
不 能 等 于 光速 , 因而 洛 伦 效 群 的 群 空间 是 开 区 域 , 洛 伦 效 群 是 非 紧 致 李 群 . 在 第 三 章 
我 们 已 多 次 提 到 , 要 把 有 限 群 表示 理论 的 主要 结论 推广 到 连续 群 来 , 关键 是 要 解决 
群 函 数 对 群 元 素 的 无 限 求 和 问题 . 连续 群 的 群 元 素 是 用 一 组 连续 实 参 数 来 描写 的 ， 
一 个 自然 的 想法 就 是 把 对 群 元 素 的 求 和 改 成 对 群 参数 的 积分 . 可 以 证 明 , 对 紧 致 李 
群 , 可 以 适当 定义 对 群 参 数 的 积分 , 使 积分 存在 , 且 满 足 对 左 乘 或 右 乘 群 元 素 保持 不 
变 的 性 质 , 从 而 可 以 把 有 限 群 表示 理论 的 主要 结论 推广 到 紧 致 李 群 中 来 . 但 对 非 紧 
致 李 群 这 样 的 积分 不 存在 , 有 限 群 的 有 些 结论 不 能 推广 下 节 我 们 将 讨论 三 维 转动 
群 的 敌 盖 群 和 群 上 的 积分 . 


43 三维 转动 群 的 覆盖 群 
本 节 将 证 明 三 维 转动 群 的 覆盖 群 是 二 维 么 模 么 正 矩 阵 群 , 并 讨论 它们 群 上 的 积 


一 、 二 维 么 模 么 正 矩阵 群 
二 维 么 模 么 正 矩 阵 的 集合 , 按照 普通 的 矩阵 乘积 , 明显 满足 群 的 四 个 条 件 , 因而 
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构成 群 , 记 作 SU(2) 群 . 对 于 群 中 任意 元 素 u, 它 的 矩阵 元 素 满足 


"= (° ,] s sue, 


aa* + cc* = bb* + dd* =ad—bc=1, ab* + cd = 0 


容易 解 得 a = d°, b = —c* #l |c]? + |d|? = 1. W d = ho + iha 和 c= hz 一 ihi, 四 个 实 
参数 h 中 只 有 三 个 是 独立 的 
_ [ ho—ihs —ha-— ih SS 
“= (we BER J: DD (4.32) 
为 了 下 面 讨论 的 方便 , 我 们 用 实 矢量 G 的 球 坐 标 o, 9 和 o 来 代替 上 面 的 参数 hi 
HF o HKEE o, 方向 沿 AO, o), 9 和 ç ERE h 的 极 角 和 方位 角 


ho = cos(w/2) , hi = sin(w/2)singcoswp , 
hs = sin(w/2) cos , hz = sin(w/2)singsinp , 
u(ñ, w) = 1 cos (w/2) — i (ë - ñ)sin (w/2) (4.33) 


其 中 , oa 是 三 个 泡 利和 矩阵 , 它们 是 无 迹 厄 米 兼 么 正 矩阵 , BER (4.9) 做 了 介绍 . 这 
里 引进 的 矢 基 了 = Da eaca, 它 的 分 基 是 矩阵 . 只 要 不 颠倒 乘积 次 序 , 它 满足 所 有 矢 
基 代 数 的 公式 , 如 矢 基 的 点 乘 和 又 乘 , 还 有 


3 
了 ns nı — na 
oni=) oo 人 ( 
1 


= nı 十 in2 -n3 
(8x0) 7 =ë (0 xV) =F caseras , 084) 
(z.a) (2-8) =1 (a) +iz- (ax j) 
最 后 一 个 公式 可 用 两 边 取 迹 , 或 乘 o, 后 再 取 迹 的 办 法 证 明 , 证 明 中 用 到 式 (4.9). 由 
式 (4.33) 和 (4.34) 又 可 证 明 


u(ñ,oi)u(ñ,ao2) = uñ, wi +w2), 
u(ñ,4z) = 1, u(ñ,2xz) = -1, (4.35) 
ul, w) = u(—ñ,4x — w) = —u(—ñ,2x — w) 


可 见 马 的 变化 范围 是 半径 为 2r 的 球体 , 在 球体 内 的 点 和 SU(2) 群 的 元 素 u 间 有 一 
一 对 应 的 关系 , 在 外 球面 上 的 点 都 对 应 同一 个 元 素 -1. 这 就 是 取 参 数 必 时 SU(2) 
群 的 群 空间 . 首先 , SU(2) 群 的 群 空间 是 连通 的 , 群 中 任 一 元 素 “ 都 可 以 由 恒 元 出 发 
在 群 空间 内 连续 变化 得 到 , 因而 SU(2) 群 是 简单 李 群 . 其 次 , 这 群 空间 与 SO(3) 群 
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的 群 空间 性 质 很 不 相同 . 由 于 外 球面 上 的 点 代表 同一 个 元 素 , 群 空间 的 连 线 在 到 达 
外 球面 时 可 在 此 球面 上 任意 跳跃 , 而 不 是 只 限于 在 直径 两 端的 跳跃 . 跳跃 前 后 两 点 
都 可 独立 地 在 球面 上 自由 移动 , 从 而 可 把 此 两 点 连续 地 移 到 一 起 , 消去 此 跳跃, 因而 
SU(2) 群 的 群 空间 是 单 连 通 的 . 也 可 用 另 一 方法 来 理解 . 正 因为 外 球面 上 的 点 是 同 
一 个 元 素 , 球面 上 的 跳跃 也 可 以 看 成 是 球面 上 的 一 根 连续 曲线 , 因而 通过 曲线 在 群 
空间 内 的 连续 变化 可 以 消去 跳跃 . 第 三 , SU(2) 群 的 群 空间 是 欧 氏 空间 的 一 个 闭 区 
域 , 因而 SU(2) 群 是 一 个 紧 致 李 群 . 最 后 , 利用 式 (4.34) 不 难 证 明 (见习 题 第 6 题 )， 
相同 w HREN, 构成 一 类 . 


=. 同 态 关系 


泡 利 矩阵 的 实 线性 组 合 仍 是 无 迹 厄 米 矩 阵 . 反之 , 任何 二 维 无 迹 厄 米 矩 阵 X 只 
包含 三 个 独立 实 参数 , 都 可 展开 为 泡 利 矩阵 的 实 线性 组 合 . 现 取 组 合 系数 为 三 维 空 
间 任 意 点 P 的 三 个 直角 坐标 


3 
z. zs Z1 一 172 
X=》 Gaza 一 了 .了 一 ， 
a=1 


zı + iz2 一 Z3 


a (4.36) 
Ta = 3 Tr (Xo) ， det X =-) z 
azi 


因此 无 迹 厄 米 矩 阵 X 和 P 点 的 位 置 矢量 地 间 有 一 一 对 应 关系 . 
设 u ESU(2) 是 任意 一 个 二 维 么 模 么 正 矩 阵 , X 经 过 u-1 的 相似 变换 仍 是 一 个 
TEKEE, 且 有 相同 的 行列 式 


BE = úK, det X'= det X (4.37) 


X' 对 应 空间 另 一 点 P 的 坐标 矢量 r, 而 且 r; WATARA 了 分 基 的 线性 齐 次 
函数 


z, =) Rate (4.38) 
b 


由 于 X 和 X 的 行列 式 相同 , R 矩阵 是 实 正 交 矩 阵 , R cO(3). 显然 当 u 取 恒 元 1 
Bf, R 也 是 恒 元 . 既然 u 可 以 由 恒 元 在 SU(2) 群 的 群 空间 内 连续 变化 得 到 , 对 应 的 
R 也 可 以 由 恒 元 在 0(3) 群 的 群 空间 内 连续 变化 得 到 , 因而 R eSO(3). 反之 , 对 于 
SO(3) 群 任 一 元 素 R eSO(3), 它 把 坐标 矢量 ÆR r, 并 把 X 变 成 X'. 既然 X 
和 X' 都 是 无 迹 厄 米 矩 阵 , 且 有 相同 的 行列 式 , 它们 必 可 以 通过 么 模 么 正 相似 变换 
u ESU(2) 联系 起 来 [LR (4.37)], 但 这 样 的 u 矩阵 不 是 唯一 的 . 设 


UXui! = uaXuz! = X” 
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得 好 lu 可 与 任何 X 矩阵 对 易 , 故 它 必 是 常数 矩阵 ,wa = Au 由 于 么 模 条 件 ， 
入 = EL 把 X 和 X 的 表达 式 代入 式 (4.37), 由 于 地 的 任意 性 , 得 
3 
uou =} caRo (4.39) 
a=l 
它 给 出 SO(3) 群 一 个 元 素 RA SU(2) 群 一 对 元 素 +u 间 的 一 二 对 应 关系 . 容易 证 
明 这 对 应 关系 对 群 元 素 乘积 保持 不 变 


moau 一 》 o (Ria ， u2ovus! = Y oca (Ro)a, ， 
b d 


uattaaaui uy) = $ uooyus 1 (Ri)sa = > Ta > {(R2)a, (Ra)oo} 
b 4 b 


因此 , SO(3) 群 和 SU(2) 群 同 态 
SO(3) ~ SU(2) (4.40) 


如 果 把 式 (4.33) 的 ul, w) 矩阵 代入 式 (4.39), 通过 直接 计算 , 算得 的 RR 矩阵 正 是 
绕 郊 方向 转动 o 角 的 元 素 RÔ, w), 


3 
u(ñ,o)oyu(ñ,o) 1 = 》 ca R(ñ,o)as (A.41) 
a=1 

附录 7 给 出 这 关系 的 一 种 几何 证 明 方法 . 

现在 , SO(3) 群 和 SU(2) 群 都 用 参数 5 描写, SO(3) 群 的 群 空间 半径 为 x, SU(2) 
群 的 群 空间 半径 为 2x. 事实 上 , 在 半径 为 z 的 球体 内 , SO(3) 群 和 SU(2) 群 的 元 素 
一 一 对 应 . 对 SU(2) 群 来 说 , 还 有 半径 从 z 到 2r 的 环 所 对 应 的 元 素 , 它们 通过 式 
(4.35), 等 于 半径 为 x 的 球体 中 相应 元 素 的 负 值 , 这 一 对 +u 矩阵 对 应 SO(3) 群 同 一 
个 元 素 . SO(3) 群 的 群 空间 是 双 连 通 的 , SU(2) 群 的 群 空间 是 单 连通 的 , SU(2) 群 正 
是 SO(3) 群 的 履 盖 群 . SO(3) 群 的 真实 表示 , 称 为 单 值 表 示 , 是 SU(2) 群 的 非 真 实 表 
示 . SU(2) 群 的 真实 表示 , 严格 说 不 是 SO(3) 群 的 表示 , 称 为 S50(3) 群 的 双 值 表示 ， 
它们 在 物理 上 与 自 旋 的 存在 密切 相关 . 我 们 只 要 找 出 SU(2) 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 
表示 , 也 就 找 出 了 SO(3) 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 单 值 表示 和 双 值 表示 . 

既然 SO(3) 群 和 SU(2) 群 的 元 素 已 经 通过 式 (4.41) 建立 起 一 二 对 应 的 同 态 关 
系 , 今后 为 了 书写 方便 , 常 把 SU(2) 群 的 元 素 uh o), 也 称 为 绕 抽 方向 转动 o 角 的 
变换 .以 后 我 们 会 知道 , SU(2) 群 与 旋 量 有 密切 关系 , 文献 中 常 说 的 “ 旋 量 转动 4x 
角 才 恢复 原状 ”, 就 是 对 SU(2) 群 的 所 谓 转 动 来 说 的 . 


=. 群 上 的 积分 


为 了 把 有 限 群 表示 理论 的 主要 结论 推广 到 李 群 中 来 , 关键 的 问题 是 要 解决 好 群 
函数 对 群 元 素 的 无 限 求 和 问题 . 李 群 的 群 函数 实际 上 是 李 群 参数 的 函数 , 定义 域 是 
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李 群 的 群 空间 . 在 群 空间 测度 不 为 零 的 区 域内 , 要 求 群 函数 是 群 参数 的 单 值 、 连 续 、 
可 微 和 可 积 函数 有限 群 中 群 函数 对 群 元 素 取 平 均值 , 推广 到 李 群 , 变 成 了 群 函 数 
对 群 元 素 的 积分 , 也 就 是 对 群 参数 的 带 权 积分 

1 

px F(R) — J dRF(R) = f (dr) W(R)F(R) (4.42) 
一 般 说 来 , 应 该 引入 权 函 数 W (R), 因为 即使 开始 不 引入 , 做 参数 的 积分 变换 后 , 雅 
可 比 行列 式 就 变 成 新 的 权 函 数 . 可 以 把 权 函 数 W (R) 理解 为 在 群 空间 中 元 素 R 的 
点 的 邻 域 , dr 体积 内 , 元 素 的 相对 密度 . 作为 密度 函数 , 要 求 W(R) 单 值 、 可 积 、 不 
小 于 零 和 不 发 散 , 在 群 空间 任何 一 个 测度 不 为 零 的 区 域内 不 恒 为 零 , 通常 要 求 权 函 
数 在 整个 群 空间 积分 是 归 一 化 的 


fa FR)= far W(R)F(R)>0, # F(R) 20, 但 不 便 等 于 0 
1 
;5 1=1— far= fan wm=: 


REG 


(4.43) 


群 函数 在 群 空间 中 对 群 参 数 的 这 种 积分 称 为 群 上 的 积分 . 群 上 的 积分 运算 显然 是 线 
性 运算 


far [aR (R) + bF2(R)] = afar Ri(R) + fan F(R) (4.44) 
希望 选择 权 函 数 W (R), 使 群 上 的 积分 对 左 乘 和 右 乘 群 元 素 都 保持 不 变 
f dR F(R) = J: dR F(SR) = f dR F(RS) (4.45) 


BT = SR, 上 面条 件 就 变 成 
f (a)W(T)F(T) = f aT F(T)= f dR F(R) 
$ J: dR F(SR) = j dR F(T) = f (dr)W(R)F(T) 


就 是 说 , (dr)W (R) 不 依赖 于 群 元 素 R， 以 恒 元 邻近 的 权 函 数 作为 标准 , 取 为 常数 
Wo, 小 体积 元 为 (da)， 


(ar) W(R) = (a) W(T) = (da) Wo (4.46) 


FER (4.46) 看 作 积分 变 基 蔡 换 , 权 函 数 就 是 变换 的 雅 可 比 行列 式 . 权 函 数 有 限 , 就 
是 要 求 群 中 各 元 素 的 邻 域内 , 元 素 的 相对 密度 有 限 . 设 R 固定 , 把 R 邻近 的 元 素 记 
fE R', 参数 为 7), 恒 元 邻近 元 素 记 作 A, 参数 oj, R' = AR R A = RR, AAS h 
雅 可 比 行列 式 
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Wo = W(R) de [n 2 (4.47) 
W(R) = Wo |det J (4.48) 
= k Psr 


通过 这 两 式 中 的 任 一 个 , 可 把 W (R) 用 Wo RH, 再 用 归 一 化 条 件 式 (4.43) 定 出 Wo. 
下 一 小 节 将 根据 式 (4.47), 以 5 为 参数 计算 SU(2) 群 群 上 积分 的 积分 元 , 结果 为 


f duF(u) = = J: j á J ”singbdg | i sin?(w/2)F(5)dw — (449) 


SO(3) 群 的 参数 o 变化 范围 缩小 一 半 , 因而 
f dRF(R) = 5 f iay Í 7 sinodo f i sin?(w/2)F (ö)dw (4.50) 
` _ 0 0 


对 类 函数 积分 时 , 可 把 9 和 o 先 积分 掉 , 即 取 f sin@d0d = 4x. 

现在 , 对 紧 致 李 群 , 例如 SU(2) 群 和 SO(3) 群 , 有 限 群 中 群 函 数 对 群 元 素 求 和 的 
公式 推广 为 群 上 的 积分 式 (4.42), 有 限 群 表示 理论 中 的 许多 结论 就 可 以 推广 到 紧 致 
李 群 中 来. 这 些 结论 主要 归纳 如 下 ， 

(1) 线性 表示 等 价 于 么 正 表示 , 两 等 价 的 么 正 表示 可 通过 么 正 的 相似 变换 相 联 
£. 

(2) 实 表示 等 价 于 实 正 交 表示 , 两 等 价 的 实 正 交 表 示 可 通过 实 正 交 的 相 他 变换 
相 联系 . 

(8) 可 约 表示 一 定 是 完全 可 约 的 . 不 可 约 表示 的 充 要 条 件 是 找 不 到 非常 数 答 阵 
与 所 有 表示 矩阵 对 易 . 

(4) 不 等 价 不 可 约 么 正 表示 的 矩阵 元 和 特征 标 满足 正 交 关 系 


1 
dR Di,(R)' DI (R) = —ôijðuvőpas 

J ý Š mj (4.51) 
[iremm = 
任何 表示 都 可 按 不 可 约 表示 展开 

X-DRX= @ a;DÌ (R), 

j 
x(R) =) ajx (R), (4.52) 


3 
a = [an x x 
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对 特征 标的 积分 可 以 化 为 类 上 的 积分 , 例如 对 SU(2) 群 
2n 
Qi = : J dw sin? (w/2)x (w) x(w) (4.53) 


(5) 表示 等 价 的 充 要 条 件 是 每 个 元 素 在 两 表示 中 的 特征 标 对 应 相等 , 不 可 约 表 
示 的 充 要 条 件 是 特征 标 满足 


fe Ix(BP =1 (4.54) 
对 SU(2) 群 , 不 等 价 不 可 约 表示 特征 标的 正 交 关系 表 为 
z f a So/ xto)" (o) = á (4.55) 


34 i= j 时 , 此 式 就 是 不 可 约 表示 的 充 要 条 件 (4.54). 
(6) 设 Po 是 与 群 G 同 构 的 标 基 函数 变换 算 符 群 , 则 把 任意 函数 投影 到 属 不 可 

约 表示 Di p 行 函数 的 投影 算 符 Pi 是 
P=m [aR pla pa 
Pi = Pi =m; far x (R) Pr 
PS = áP ， PiPi= 6yPi 
E PI = Pi =1  ( 恒 等 变 换 ) 

j ju 


(A.56) 


(7) 1369800 4S0[2 Z ERR 15 RAIER 2 ENRE K Hi E H ABERE 
或 反对 称 的 . 这 相似 变换 矩阵 对 实 表示 是 对 称 的 , 对 自 共 思 而 非 实 表示 是 反对 称 的 . 


* 四 、SU(2) 群 群 上 的 积分 
SU(2) 群 是 紧 致 李 群 , 我 们 来 具体 计算 它 的 群 上 积分 的 权 函 数 W (R), 
du = W (ñ, w)dwidwzdws = W (ñ, w)w? sin 8dwdêdy (4.57) 


计算 前 先 做 些 简化 . 由 于 空间 不 同方 向 是 平等 的 , 权 函 数 W A w) 应 该 与 转轴 方向 
ñ 无 关 . 可 以 用 不 同方 法 来 论证 这 一 结论 .相同 o 的 元 素 w) 是 互相 共 轿 的 ， 
它们 及 其 邻近 元 素 可 通过 同一 个 么 正 相似 变换 联系 起 来 , 因此 群 空间 中 , TAE 
的 两 元 素 所 在 点 的 邻 域 中 , 元 素 的 相对 密度 应 该 相等 . 另 一 方法 是 , 互相 共 思 的 两 元 
K, 参数 o 间 只 相差 一 个 转动 变换 , 按 式 (4.46) 做 参数 积分 变换 , 它们 的 雅 可 比 行 
列 式 就 是 转动 变换 矩阵 的 行列 式 , 等 于 1. 
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REREH W 只 是 o 的 函数 , 在 式 (4.47) 中 , 以 wes,w) 4R R, DJ u(A) 代 A. 
因为 求 导 后 要 取 a; = 0, 乘积 只 需 取 到 o; 的 一 级 小 量 . 


u(ëz, w) = 1cos(w/2) — ios sin(w/2) , 
u(A) = 1 — i (0101 + 0202 + osos) /2 , 
u(A)u(és,w) = 1 cos (w'/2) — i (F - ñ') sin (w /2) 
= 1 {cos(w/2) — as sin(w/2)/2} — ioa [on cos(w/2) + az sin(w/2)} /2 
— ioo {az cos(w/2) — aa sin(w/2)} /2 — ios [as cos(w/2) + 2sin(w/2)} /2 


乘积 元 素 的 参数 为 


cos(w'/2) = cos(w/2) — es sin(w/2)/2 = cos{ (w + as)/2} , 

sin(w'/2) = sin{(w + as)/2} = sin(w/2) + as cos(w/2)/2 , 

om, = w{sin(w/2)}~! {a cos(w/2) + azsin(w/2)} /2 , 

on; = w{sin(w/2)} 1 {az cos(w/2) — e) sin(w/2)} /2 , 

wns = o! (sin(u/2)] 1 {as cos(w/2) + 2sin(w/2)} /2 = w' = w + as 


计算 中 要 注意 , 当 后 面 的 括号 内 没有 零 级 量 时 , 前 面 的 w' 可 用 w 代替 , 但 当 后 面 括 
号 内 有 零 级 基 时 , 前 面 的 o 也 必须 取 到 一 级 基 . 代入 式 (4.47) 得 


(w/2) cot(w/2) w/2 0 
W: alw'n, 
W ae Í En 2} i -w/2 (w/2) cot(w/2) 0 
0 0 1 
=w? {4sin?(w/2)} ' Y 
W(w) = Wo4w-2sin2(w/2) 
归 一 化 条 件 为 


2 z 
1=4Wo Ji sin2(w/2)dw j. sin 0d0 f de = 162Wo 
0 0 i 


最 后 得 到 


in2 
wa) TR 


采用 参数 o, 0 和 o 时 , 群 上 的 积分 为 式 (4.49). 


(4.58) 
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一 、 欧 拉 角 


用 参数 描写 SO(3) 群 的 任意 元 素 RA w), 几何 意义 清楚 , 它 代表 绕 多 方向 
转动 o 角 的 变换 . 更 重要 的 是 , 在 群 空间 恒 元 邻近 的 区 域内 , 参数 与 群 元 素 有 一 一 
对 应 的 关系 , 因而 这 组 参数 适 于 做 理论 研究 . 但 这 组 参数 在 实际 计算 中 不 太 方便 , 表 
现在 根据 忆 矩 阵 形式 定 这 组 参数 比较 麻烦 . 知道 了 固定 在 系统 上 的 动 坐标 系 K' 关 
于 定 坐 标 系 K 的 相对 位 置 , 要 确定 相对 转动 的 参数 也 相当 困难 . 在 计算 SO(3) 群 不 
等 价 不 可 约 表示 时 , 最 好 能 把 群 中 任意 元 素 表 成 三 个 绕 坐 标 轴 向 转动 的 乘积 , 这 样 
只 需要 计算 绕 坐 标 轴 向 转动 元 素 的 表示 和 拢 阵 , 就 不 必 计 算 任意 元 素 的 表示 矩阵 . 欧 
拉 (Euler) 角 正 好 具有 这 些 优点 , 但 欧 拉 角 在 恒 元 邻近 一 个 测度 为 零 的 区 域 , 参数 和 
群 元 素 多 一 对 应 , 不 便于 理论 研究 . 两 组 参数 各 有 优 缺 点 , 可 根据 情况 选取 . 

对 任意 给 定 的 么 模 实 正 交 甜 阵 R, 可 把 R 的 第 三 列 矩 阵 元 素 看 作 一 个 单位 矢 
ht ñ By Rk, 则 RERE 西 上 把 它 变 到 亢 方向 


(Rës), = Ras = na 
REH ñ FAS 尽 的 转动 轴 方 向 是 两 回 事 , 不 要 混淆 . 设 多 方向 的 极 角 为 B, 方位 
角 为 o, 它们 很 容易 由 已 矩阵 的 第 三 列 矩 阵 元 素 定 出 . 
在 式 (4.14) 我 们 引入 了 一 个 有 用 的 转动 元 素 S(e,0), 它 与 尺 有 类 似 的 性 质 , 也 
把 名 转 到 空间 给 定 的 方向 . 取 此 方向 为 上 述 负 方向 , 即 取 0=B 和 wy = o, WJ S-1R 
保持 zs 轴 不 变 , 是 绕 rs 轴 的 转动 
S(e,0) !R= R(&s,7) R= S(e,B)R(ës,y) = R(ës, a)R(ë2, B)R(E3, Y) (4.59) 
R RERA RRR EREE. 把 式 (4.14) 代入 , 得 
Cacpcy — Sa3y —CaC88y — SaCy Casp 
R(a, p, y) = | sacecy + casy 一 sacBsy 十 cacy sasp (4.60) 
一 spcy 224 cp 
其 中 , ca = cosa, sa = sina, 以 此 类 推 . 元 素 RR 的 这 组 参数 (a, 0, y) 称 为 欧 拉 角 ， 
它们 的 变化 范围 是 
—<ae<z, LET EEF — <y<x (4.61) 
我 们 已 解释 过 , a 和 6 角 可 根据 RR 矩阵 的 第 三 列 元 素 定 出 , 而 由 式 (4.59) 定 y 角 不 
太 方便 . 但 由 式 (4.60), 把 第 三 行 元 素 看 作 单 位 矢 其 , 它 的 极 角 是 B, 方位 角 是 x 一. 


这 提供 了 由 R 矩阵 的 抢 阵 元 素 计算 全 部 三 个 欧 拉 角 的 简单 方法 , 同时 也 给 出 了 三 
个 欧 拉 角 的 明显 几何 意义 . 设 RR 把 坐标 系 由 K 位 置 转 到 K 位 置 , 则 由 


R(e,B,?)ës = ôP a),  R(a, B, Y) "Es = ñ(B,x — 7) (4.62) 
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知 , K' 系 的 第 三 轴 在 K 系 的 极 角 是 B, 方位 角 是 a, 而 K 系 的 第 三 轴 在 K 系 的 极 
角 是 B, 方位 角 是 x 一. 根据 R 矩阵 的 第 三 列 和 第 三 行 矩 阵 元 素 计算 欧 拉 角 和 根 
据 天 ' £#l K 系 的 相对 位 置 来 计算 欧 拉 角 , 是 计算 转动 变换 R 的 欧 拉 角 的 两 种 常 
用 方法 . 

注意 , 在 6 = 0 BF, R(a,0,7) 是 绕 zs 轴 转 动 + y 角 的 变换 , a 角 和 y 角 中 只 
有 一 个 是 独立 的 . 在 恒 元 邻近 发 生 欧 拉 角 参数 和 群 元 素 的 多 一 对 应 关系 , 是 欧 拉 角 
参数 的 缺点 . 在 8 = x 邻近 也 有 类 似 的 多 一 对 应 关系 . 

式 (4.59) 把 三 维 空间 任意 转动 R 分 解 为 绕 定 坐标 系 K 的 坐标 轴 向 的 三 次 转 
动 的 乘积 . 如 果 把 转动 轴 移 到 动 坐标 系 K 的 坐标 轴 方 向 , 则 乘积 次 序 会 变化 . 把 式 
(4.59) 改写 为 


R(a, ,7)= R(és, a) R(E, 0)R(8s,2) 
= {[R(és, a) R(E», A)] R(E, 7) [R(E a) R(&2 2) } (4.63) 
x {R(ē3, a)R(ē2, B)R(gs,e) 1) R(ē&3, a) 


RR 变 成 先 绕 zs 轴 转 动 a 角 , 再 绕 新 的 c, 轴 转 动 B 角 , 最 后 再 绕 更 新 的 x4 轴 转 动 
7 角 . 这 公式 在 有 的 文献 上 也 有 出 现 , 希望 读者 能 理解 这 些 公 式 . 

作 单位 球面 , K 系 的 第 一 和 第 三 两 轴 分 别 与 球面 相交 于 Q 和 P 两 点 . P 点 位 
置 决定 了 欧 拉 角 a 和 p, P 点 固定 后 , Q 点 在 大 圆 弧 上 移动 , 描写 了 K RH rie 
平面 绕 z4 轴 的 转动 , 也 就 是 决定 了 7 角 . R 邻近 元 素 得 到 的 K' 系 的 zs 轴 与 单位 
球面 的 交点 , 在 已 点 邻近 面积 元 sin pdbda 中 变 , 而 z, 轴 与 单位 球面 的 交点 ,在 Q 
点 邻近 大 圆 弧 dy PÆ. 当 左 乘 或 右 乘 群 元 素 时 , P 点 和 Q 点 在 球面 上 移动 , R 邻 
近 元 素 的 对 应 点 也 跟着 P 和 Q 点 移动 , 上 述 面积 元 的 面积 和 大 圆 弧 的 弧 长 是 不 变 
的 , 因而 群 元 素 的 相对 密度 也 是 不 变 的 . 采用 欧 拉 角 作 为 参数 时 , 群 上 积分 的 积分 元 
与 面积 元 的 面积 和 大 圆 弧 的 弧 长 成 比例 


J F(R)dR = E J i da / sin dB J ` F, p, x)dy (4.64) 


前 面 系数 是 由 归 一 化 条 件 定 出 来 的 


1 w r n 
Jir- f a ef sinpas f” av= (4.65) 


SU(2) 群 也 可 以 类 似 地 定义 欧 拉 角 , 群 上 积分 的 积分 元 也 类 似 , 只 是 Y 角 的 变 
化 范围 扩大 了 一 倍 


ula, B, 7) = ulés, a)u(e2, B)u(ës, y) (4.66) 
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n n 2n 
[ron [sof sinpas | Fiaa, 
1 x x Q 2n 
/w= 让 Tf sagas | ` aysi 
采用 欧 拉 角 作为 参数 时 , SO(3) 群 积分 的 权 函 数 式 (4.64) 也 可 直接 由 式 (4.47) 
计算 . 见 附录 8. 
二 、SU(2) 群 的 线性 表示 


找 一 个 线性 变换 群 G 表示 的 基本 方法 就 是 寻找 变换 群 的 不 变 函数 空间 , 适当 
选取 函数 基 好 ,用 标量 函数 变换 算 符 Pa 作用 上 去 , 得 到 函数 基 的 线性 组 合 


(4.67) 


Pai (z) = k (R-1z) = Wz) Di,(R) 


组 合 系数 排列 成 方 阵 D3 (R), 构成 群 G 的 一 个 表示 . 如 果 不 变 函 数 空间 不 存在 非 平 
庸 的 不 变 子 空间 , 则 此 表示 是 不 可 约 的 . 
把 SU(2) 群 的 元 素 4 看 成 是 二 维 复 空间 的 么 正 变换 


(0) (0-0) < 
7 n 7 n 
由 & 和 的 n 次 齐 次 函数 构成 的 n + 1 维 函 数 空间 , 是 SU(2) 群 的 不 变 函数 空间 ， 
函数 基 为 mnnm, m = 0, 1, …, n. 为 了 将 来 物理 意义 清楚 , 也 为 了 表示 的 么 正 性 ， 
重新 选择 描写 函数 基 的 指标 和 函数 基 的 系数 

CI suytu, 
V( +p)! — y)! 


j=n/2=0, 1/2, 1, 3/2, =, (4.69) 


vilen) = 


b=j-m=j, j-1, +, -j - 1), -i 
现在 把 标 其 函数 变 换算 符 P 作用 到 函数 基 Vile n) 上 , 由 


Patile n) = vilen") = > wi(6,n)Di, (u) (4.70) 


计算 表示 矩阵 Di (u). 因为 u-1 = 1cos(w/2) + isin(w/2) (g - ñ), 
vaha ( cos(w/2) +inssin(w/2)  sin(w/2) (nz + ini) ) 


sin(w/2) (一 nz +inı) cos(w/2) — ina sin(w/2) 
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FAK ñ = es Bf, # £” = £ expliw/2) #ll n" = nexp(—iw/2), 8 
Paien = a= m [Py [e = 
° Di pE, w) = ó; e iw (4.71) 
34 ñ = ë> Bf, # £” = £ cos(w/2) + nsin(w/2) ® n” = —Ẹsin(w/2) + n cos(w/2), 得 
(1) (€ cos(w/2) + nsin(w/2)} * (—€ sin(o/2) + ncos(e/2)) tE 
G + p)!( — p)! 
X cys VG WE costw/2)} 7" (nsin(o/2))" 


名 Gn mim 


SS VOF M {-Esin(w/2)} +" {n costw/2)}" 


(j +u- m)!m! 


PE PiE mee , 


Papi (E n) = 


m=0 


求 和 指标 n 和 m 是 整数 , 它们 的 取 值 范围 由 使 分 母 不 变 成 无 穷 大 的 条 件 给 出 . 为 
了 把 等 式 右边 表 成 V 的 线性 组 合 , 把 求 和 指标 n 和 m 替换 成 n 和 wv, 要 把 式 中 E 
的 指数 27 — n — m HR j — u, n 的 指数 n+m 换 成 j+v, 即 


v=n+m-j, 取 值 为 j, j-1, =,- 
于 是 得 


j jia 
" _ (Vd ud 
Path (6,n) = > (TUN TG ny” 


“5 (=1)" ((¿ + )!(j -vG +a) -Re 
e SSES 


x tostu- u—2n {sin(w/2)}2™ +e 


因此 
d (w) =D}, (ëz w) 


CDG + )!( — ⁄)!( + OG — 0112 
=> 
G+v- nG- n — n)in1(n — v + n)! 


x {cos(w/2)}? +63 {sin(w/2)} "te 


人 
vp 了 一 人 


Di (a, B, y) = {D} (€, a) Dİ (E2, B)DI (E3, Y) } p = B (473) 


(4.72) 
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这 样 , 我 们 已 得 到 在 此 不 变 函 数 空间 中 SU(2) 群 的 表示 DI, 其 中 绕 zs 轴 转 动 元 素 
对 应 的 表示 矩阵 是 对 角 化 的 , 绕 za 轴 转 动 元 素 对 应 的 表示 矩阵 是 实 窍 阵 . 按 习惯 ， 
这 矩阵 的 行 ( 列 ) 指标 按 j, j 一 1,…, 一 (i — 1), —j 的 次 序 排列 . 现在 来 进一步 研究 
d 矩阵 的 对 称 性 质 . 式 (4.72) 右面 , 在 指标 v 和 -u 对 换 时 明显 保持 不 变 , 在 o 改 
号 时 产生 因子 (—1)#C”7, 在 指标 v 和 对 换 时 , 再 做 求 和 指标 替换 n = n — v + n, 
也 产生 因子 (—1)#””. 4 o 等 于 r 或 2r 时 , 由 于 cos(z/2) = 0 或 sin(r) = 0, RAR 
只 有 一 项 . di 矩阵 的 这 些 重要 性 质 列 于 下 式 


dw) =d lw) = (-1)#vdi,,(—o) = (1) dalo) 
=d} (-w) = (Dd, (o), 
dip) = (Drop (2) = (1) vu, 
d (m -w)= (1i pw) = (1d p0) 


(4.74) 


由 式 (4.72) 直接 计算 得 
d (B) =d} ,_,(0) = (17d O) = (1V rd, (8) 


; 1⁄2 A 
STG) UD D, a) 


-n fa, n 2 
WOE CD" 人 | 
n=0 


ni(£— n)! 


现在 来 分 析 SU(2) 群 表示 Di 的 性 质 : 

(1) Dš 是 2j+1 维 表示 , j = 0, 1/2, 1, 3/2, …. D? = 1 是 恒 等 表 示 , D1/2(u) = 
u J SU(2) 群 的 自身 表示 . 

(2) j 为 整数 时 ，D; 是 SO(3) 群 的 单 值 表 示 , SU(2) 群 的 非 真实 表示 , 7 为 半 奇 
数 时 , DI 是 SO(3) 群 的 双 值 表示 , SU(2) 群 的 真实 表示 . 

(3) d 是 实 正 交 矩阵 , Di 是 么 正 表示 . 

(4) 由 于 绕 zs 轴 转 动 元 素 的 表示 矩阵 是 对 角 的 , 由 此 容易 算得 转角 为 o 的 类 
在 表示 Dš 中 的 特征 标 


TAREE, ui: 2 inw _ Sin{(j + 1/2)w} 
xw) = > ée = > wee s (4.76) 
它 满 足 不 等 价 不 可 约 表示 特征 标的 正 交 关 系 式 (4.55). 因此 , 不 同 j 的 表示 DI 都 


是 SU(2) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 . 下 面 证 明 , 它 包括 了 SU(2) 群 的 所 有 有 限 维 不 等 
价 不 可 约 表示 . 
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证 明 ”用 反 证 法 . 设 男 有 特征 标 为 x(w) 的 不 可 约 表示 , 它 与 所 有 D: 表示 不 
等 价 , 则 


2n 
o= Í w sitoi x) 
x 2n N ñ ë 
= Í ae sin {0+ 1/3} xlo) sintes) 


由 傅 里 叶 (Fourier) 级 数理 论 知 , 在 区 间 [0, 27] 内 , sin {(j + 1/2)w} 构成 完备 函数 
系 , 其 中 了 取 非 负 半 整数 . 因此 与 它们 都 正 交 的 非 零 函 数 {X(w) sin(w/2)} 是 不 存在 
的 . 证 完 . 

参数 用 欧 拉 角 表 达 时 , SU(2) 群 不 等 价 不 可 约 表示 矩阵 元 素 的 正 交 关系 为 


x x 2n ` 
w £ da f dp sp ,a Di (a, B, 7)" Dİ (a, B, 9) = db, 
š f dp sin Bd (0) (8) = zy Čs ` 
(4.77) 
(5) 把 表示 矩阵 按 参 数 展开 , 参数 的 一 级 项 给 出 生成 元 . 在 d (w) 的 展开 中 , R 
需 取 sin(w/2) 的 零 次 项 和 一 次 项 . 按 式 (4.16), 绕 z: 轴 的 转动 可 用 绕 z> 和 zs 轴 的 
转动 表 出 
Di,(Zse) = ó {1 — ipw + += }, 
di, (w) = ó, + š {bru -ih -surDI2}， 
Di, (a1,%) = {Dİ (Es, —7/2)di (w) DI (ë3,2/2)} y 
=u + 2 {-iðvu TD — iburu}, 
D =V, = (ü +-+, 


(t), = 3 [brasoni +a, 3 


(3), = = [buor 一 un-DI-v|， (4.78) 
= 
u 


注意 , buw-DI，v = Sru- 比较 生成 元 可 知 , D! 表示 等 价 于 SO(3) 群 的 自身 表 
示 ( 见 第 一 章 习 题 4) 


MTM =I, a=1,2,3, LS A 
i 9° -i (4.79) 
M™'R(a, b, y)M = D' (a, p, 7) , 0 Vi 0 
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其 中 , Ta 由 式 (4.11) 和 (4.12) 给 出 . 物理 中 常 引 入 升降 算 符 T. 
(£), = (t +i), = yu) l} = Svu) l} ， 
(E), = (r - uj). = nu-l}, = ur 
Di 的 表示 空间 包含 2; + 1 个 状态 , 升 ( 降 ) 算 符 LU ) 的 矩阵 元 为 
r= vE, Na =v- DQ), DJ -VODP+ (481) 


(6) 由 于 DI 的 特征 标 是 实数 , Di Jš H 3E 893828. EARHRRE, 绕 rs 轴 转 
动 的 角度 a 和 y 改 了 符号 , 而 绕 zo 轴 转 动 的 角度 B 不 变 , 可 见 联系 D: 和 Di* 的 
相似 变换 正好 是 绕 z 轴 转 动 x 角 的 变换 

dš (z) 1Di (ëz, o)dš (z) = Di (ës, —a) = Di(és,a)* , 
d (z) 1d3(8)dš (z) = di (8) = di (8)* , 
d (z) 1 Di (a, b, Y) (z) = DI (a, 8,7)" (4.82) 
由 式 (4.74) 知 , 当 j = 是 整数 时 , ds(r) 是 对 称 矩 阵 , 因而 DE 是 实 表示 , 而 当 7 是 
半 奇 数 时 , di (z) ERRER, DI Jë Ë 3696 F 3:38. 

附录 9 列 出 几 个 特殊 的 必 矩阵 供 查 用 . 

=. O(3) 群 的 不 等 价 不 可 约 表 示 


O(3) 群 是 混合 李 群 , 群 空间 按 群 元 素 的 行列 式 为 1 还 是 —1, 分 成 两 片 . 行列 式 
为 1 的 那 片 , 相应 元 素 是 固有 转动 , 记 作 R, 它们 构成 SO(3) 群 , 是 0(3) 群 的 不 变 
FR. 行列 式 为 -1 的 那 片 , 相应 元 素 是 非 固有 转动 , 记 作 R = oR, o 是 空间 反 演 ， 
它们 构成 SO(3) 群 的 陪 集 . 有 了 SO(3) 群 的 表示 , 只 要 再 知道 o 元素 的 表示 和 矩阵， 
就 知道 0(3) 群 的 表示 . 这 里 我 们 仅 限于 讨论 O(3) 群 的 单 值 表示 , 取 非 负 整 数 . 

因为 o 可 与 任何 转动 元 素 对 易 , 所 以 它 在 不 可 约 表 示 中 的 表示 矩阵 必 是 常数 矩 
阵 . 又 由 于 o2 = E, 这 常数 只 能 取 十 1. 事实 上 , 设 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 D° 表示 
空间 的 基 为 08, BOE — 9, tobh E cf: = +$. 以 $E: 为 基 得 到 0(3) 群 的 
两 个 不 等 价 不 可 约 表示 D+ 和 D, 表示 矩阵 为 


(4.80) 


D+(R)=D(R), Dt(0o)=+1,  D!t(eR)= +D“Y(R) (4.83) 
这 是 找 混合 李 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 一 般 方法 . 
四 、 球 函数 


下 面 讨论 SO(3) 群 不 可 约 表示 的 简单 物理 应 用 . 球 对 称 系统 的 对 称 变换 群 是 
SO(3) 群 , 系统 哈密 顿 量 在 转动 变换 中 保持 不 变 


H(z)Pr = PaH(z) 
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设 能 级 E Jë n 重 简 并 , # n 个 线性 无 关 的 本 征 函 数 加 (z) 
五 (z)wWu(z) = Ew,(z) 

经 转动 变换 , Paw,(z) 仍 是 同一 能 级 的 本 征 函数 

H(z) {PRyr(z)} = PaH(z)ú,,(z) = EPnu,, (z) 
因而 它 必 可 按 此 函数 基 ç, (z) 展开 , 组 合 系数 构成 表示 D[SO(3)] 

Pa, (z) = 9, (R° 1:) = 2: 如 (z)Dun(R) (4.84) 

此 表示 一 般 是 可 约 表示 , 把 它 按 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 约 化 , 它 的 生成 元 Ia 也 同时 
约 化 , 它 的 特征 标 x(w) 则 做 级 数 展 开 

XD(RX = @ %D'(P)， 

xX-Ix = @ at ， X(R)= ax(R) 

z 


£ 


(4.85) 


因为 转动 2r 角 后 , 系统 恢复 原状 , 所 以 展开 式 中 只 能 出 现 SO(3) 群 单 值 表示 Ds, 4 
是 非 负 整 数 . ae 可 用 特征 标 积分 来 计算 


2 YR 
a= | dw sin2(o/2)xt(o)x(o) 
a 人 (4.86) 
= 2 f ° də sin(w/2) sinf (€+ 1/2)e)x(o) 


把 % 代入 生成 元 的 相似 变换 式 (4.85), 先 取 下 标 a = 3, 再 取 a = +, 可 基本 确定 相 
似 变换 矩阵 X, 余下 的 未 定 参数 可 以 按 方便 选 定 . X 矩阵 的 行 指标 为 列 指标 为 
lmr. 当 ae > 1 时 需 引 入 "7 来 区 分 重 表示 . 用 X 抢 阵 组 合 波 函 数 , 可 得 属 确定 不 可 
约 表示 Dt m 行 的 定 态 波 函数 


Wr(z) = > Wa(2)X,. em 


Prit (z) = E tal Rz => W (z)Dt,, (R) aan 
这 就 是 说 , 如 果 系统 各 向 同性 , 对 称 变换 群 是 SO(3) 群 , 则 定 态 波 函 数 可 组 合成 属 
SO(3) 群 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 巡 ,-(z)， 现 在 讨论 这 样 函数 的 物理 意义 ， 这 里 
的 坐标 z 可 做 两 种 理解 一 种 是 把 z 理解 为 若干 粒子 坐标 的 集合 , 为 确定 起 见 ， 
例如 z 代表 两 个 粒子 的 坐标 z0) 和 z(2), W| Pa 让 两 个 粒子 同时 做 转动 变换 R, 
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PR = PP 名， 它 的 微量 微分 算 符 是 两 粒子 轨道 角 动 量 算 符 之 和 , 即 系统 的 总 轨道 
角 动量 算 符 [。. 另 一 种 认为 系统 像 一 个 质点 ，Pa 的 微量 微分 算 符 就 是 系统 的 总 轨 
道 角 动量 算 符 . 式 (4.87) 说 明 , Pa 在 函数 基 g£, (z) 中 的 矩阵 形式 是 D’, 它 的 生成 
元 是 .由 式 (4.78) 和 (4.80) 得 


Ls, (z) = mg, (z), 
L+. (z) = T£, W, + (a), (4.88) 
Lhar (z) = (£ + Dh (z) 


其 中 
L+=Li+il2, 
3 
L=} (La)? = L3 + (L+L- + L-L+) /2 (4.89) 
a=1 


有 


因此 , 属 三 维 转动 群 不 可 约 表示 D m 行 的 函数 , 是 轨道 角 动 量 平方 L2 和 轨道 角 动 
基 沿 zs 轴 投 影 Ls 的 共同 本 征 函 数 , 本 征 值 分 别 为 (£ + 1) 和 mm. 属 不 可 约 表示 D 
表示 空间 的 函数 是 轨道 角 动 基 平 方 L 的 本 征 函数 , 本 征 值 为 L(+ 1). 在 量子 力学 
中 , 4 称 为 角 动 其 其 子 数 , m RAKET. 现在 我 们 又 进一步 看 到 , L 和 Ls 的 共 
同 本 征 函数 07, (z) 在 转动 变换 中 的 变换 规律 是 由 表示 D! 来 描写 的 . 对 各 向 同性 系 
统 的 能 基本 征 函 数 , 在 不 同 的 方法 中 有 不 同 的 理解 , 虽然 最 后 结果 是 相同 的 . 在 基 子 
力学 中 , 它 是 一 套 完备 力学 基 H, L? 和 Ls 的 共同 本 征 函 数 . 在 数理 方法 中 , 用 分 离 
变量 法 计算 得 这 本 征 函数 . 在 群 论 中 , 它 是 属 三 维 转动 群 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 . 

在 这 组 函数 基 好 ,-(z) 中 , L, 是 升 算 符 , 它 把 函数 基 好-(z) HRT m 增 
加 1, 工 - 是 降 算 符 , 它 把 函数 基 的 磁 量 子 数 减少 1. 

现在 用 群 论 方法 研究 一 个 在 中 心力 场 中 运动 的 单 粒子 系统 , 对 称 变换 群 是 O(3) 
群 , 定 态 波 函数 可 组 合成 属 SO(3) 群 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 好 ,(z), 其 中 z 代 表单 
粒子 在 三 维 空间 的 坐标 . 若 取 球 坐标 , z = (r, 6, p), fE zs 轴 上 的 点 为 zo = (r, 0, 0), 
转动 了 = R(p, 0, y) 把 点 zo 转 到 z 位 置 , > = Tro 在 转动 变换 中 o (z) 按 式 
(4.87) 变换 


Phl) =, (Tzo) = Privila) = 3 W$, (zo)D#,,,, T)" 


4.90; 
=Y wt, (rojet m (Oe x 


既然 等 式 左面 与 Y 角 无 关 , 等 式 右面 也 必须 不 依赖 于 y 角 . 现在 右面 的 求 和 式 中 ， 
除 m' = 0 的 项 外 , 都 以 指数 方式 依赖 于 y 角 , 而 且 这 些 指数 函数 是 互相 线性 无 关 
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的 , 因而 这 些 项 的 系数 只 能 为 零 
yilo) =0, 当 m#0 
对 m = 0 的 项 , 提出 归 一 化 系数 , 令 


1⁄2 
Wha (T0) = Smo (==) gelr) (4.91) 


其 中 , delr) 仅 是 矢 径 长 7 的 函数 , 当然 函数 形式 依赖 于 L 代入 式 (4.90), 得 


2£+1 
dr 


1⁄2 
we) = atr) (FE) pese (4.92) 


即 属 SO(3) 群 不 可 约 表示 D* m 行 的 单 粒 子 波 函 数 yn(z) 必 可 分 解 为 径 向 函数 
pelr) 和 角度 函数 Yi (O, p) 的 乘积 


2e+ 11122 +t1N ， 
vaoo = (FE) Doleo = (FE) omeo (9 


因为 径 向 函数 在 转动 变换 中 保持 不 变 , 在 变换 中 相当 一 个 常 系数 , 所 以 这 角度 函数 
也 是 属 不 可 约 表示 刀 : m 行 的 函数 , 是 L2 和 Ls 的 共同 本 征 函 数 , 基 子 力学 中 称 它 
为 球 函 数 . 由 式 (4.77) 知 , 球 函数 对 角度 积分 是 正 交 归 一 的 


TARS 
f dy J dg singYt, (0, p)" YE, (0,9) 
-R 0 


= rnern D J ` ae f ra sin0 Dhol, 0,0) D (09) (90 
= ôw Ômm' 
由 函数 的 对 称 性 质 式 (4.74) 得 
ep = (y emmed (0) = (CUYO (2) — (95) 
定义 勤 让 德 (Legendre) 函数 
Pi(eos0) = (这 J Y#(0,0) = ak(0) (4.96) 
它 满足 正 交 性 质 
J "ao sin0P,(cos0)Pe (cos0) = z (4.97) 


. 126. 第 四 章 “三 维 转动 群 


在 空间 反 演 中 , z — -z, 0 — z — 0, fl p — x+ ç, 


2£+1 
Yt (ZE 


=(-1)Y&(0,¢) 
球 函 数 有 确定 的 字 称 (1). 这 是 系统 具有 空间 反 演 不 变性 的 结果 . 
值得 强调 的 是 , RER YE (0, o) RE rt 后 是 直角 坐标 z1, za 和 zs 的 4 次 齐 次 


多 项 式 , 称 为 球 谐 多 项 式 ， 附录 10 列 出 用 直角 坐标 表达 的 若干 球 谐 多 项 式 (£ < 4) 
的 具体 形式 . 


1⁄2 
e-im(n+ç)qf (n — 0 
) mo (a — 0) (4.98) 


*4.5 李 氏 定理 


我 们 已 经 系统 地 研究 了 SU(2) 群 和 SO(3) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 及 其 生成 元 ， 
现在 再 回 过 头 来 学 习作 为 李 群 理论 的 三 个 基本 定理 , 它 确立 了 生成 元 在 李 群 理论 中 
的 重要 地 位 和 生成 元 的 基本 性 质 . 

一 、 李 氏 第 一 定理 

李 氏 第 一 定理 要 解决 无 穷 小 元 素 如 何 决定 简单 李 群 的 性 质 . 设 表示 DG) 是 存 
在 的 , 1, 是 它 的 生成 元 , 如 何 由 1; 把 表示 矩阵 DR) 具体 计算 出 来 呢 ? 

定理 一 ”简单 李 群 的 线性 表示 完全 由 它 的 生成 元 决定 . 

证 明 设 RS = T, tj = f/(ris). HR S-1, R = TS-!1 在 表示 D(G) 中 ， 
D(R) = D(T)D(S`!). 固定 S, 两 边 对 参数 rk RF 

ƏD(R) _ aD(T) joi, _ Ce OD(T) Ofi(r;s) yo 
De a B) 


然后 取 5S-! = R, T = E, 由 生成 元 的 定义 式 (4.24) 得 
BD(R 
om =-i Ë nsa) D(R) (4.99) 


Sik(r) = 2m») 2) 


(4.100) 


对 于 给 定 的 李 群 和 选 定 的 群 参 数 , S(r) EAER, 与 具体 的 线性 表示 
无 关 . 比较 式 (4.48), 这 矩阵 S(r) 的 行列 式 就 是 群 元 素 积分 变换 的 雅 可 比 行列 式 , 因 
而 S(r) 是 非 奇 矩阵 , 存在 道 矩 阵 S 


> Sie(r)Sek(r) = ó;k (4.101) 
z 
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若 式 (4.100) 微 商 后 R 取 恒 元 , 则 得 
Sjk(E) = ójk (4.102) 
式 (4.99) 回 到 式 (4.24). 


设 表示 D(G) 是 m 维 的 , 式 (4.99) 是 关于 m 个 函数 D,,,(R) 的 m° 个 一 阶 联 
立 偏 微分 方程 , 由 m? 个 边界 条 件 


D(R)|a-z = 1 (4.103) 


可 以 用 下 面 方法 解 出 D(R). 因为 解 是 存在 的 , 与 积分 路 径 无 关 , 所 以 可 选取 特殊 的 
路 径 , 使 路 径 的 每 一 段 都 只 有 一 个 参数 在 变化 , 于 是 方程 是 一 阶 常 微分 方程 , 容易 求 
解 . 例如 , 先 只 让 ri 变化 , 其 余 r; 都 等 于 零 , 由 方程 (4.99) 和 边界 条 件 式 (4.103) 可 
解 得 D(ri, 0, …, 0). 再 以 此 为 边界 条 件 , 取 ri 固定 , ro 变化 , ER r; = 0, 由 方程 
(4.99) 解 得 D(ri, r2, O, ++, 0). 以 此 类 推 , 可 算得 D(R). 证 完 . 

这 一 定理 从 数学 上 严格 描述 了 无 穷 小 元 素 是 如 何 决定 李 群 的 局 域 性 质 的 , 也 就 
是 前 面 所 说 的 “无 穷 多 个 无 穷 小 元 素 乘积 ”的 数学 描述 . 在 上 面 求解 过 程 的 每 一 步 ， 
都 是 求解 矩阵 的 一 阶 常 微分 方程 , 解 可 表 为 生成 元 线性 组 合 的 抢 阵 指数 函数 , 因而 
最 后 D(R) 可 表 为 生成 元 各 种 线性 组 合 的 矩阵 指数 函数 之 乘积 另 一 方面 , 数学 上 
证 明了 指数 映照 定理 (也 参看 附录 40): 对 紧 致 的 简单 李 群 , 每 个 群 元 素 R 都 分 属 
于 只 含 一 个 实 参数 的 子 李 群 , D(R) 也 就 可 表 为 这 个 子 李 群生 成 元 的 矩阵 指数 函数 . 
例如 , SO(3) 群 的 任意 元 素 都 分 别 是 绕 空间 给 定 方向 A 的 转动 变换 , 分 属 绕 亢 方向 
转动 群 SO(2), 这 是 SO(3) 群 的 子 李 群 . 式 (4.16) 指出 这 个 子 李 群 在 自身 表示 中 的 
ERTE A T, 它 的 微量 微分 算 符 是 轨道 角 动量 在 ñ 方向 的 分 量 间 .下 面 例 子 
具体 计算 它 的 线性 表示 . 

例 绕 亢 方向 转动 群 SO(2) 的 线性 表示 . 

SO(2) 群 是 一 阶 阿 贝尔 紧 致 李 群 . 取 转 动 角 w 作为 参数 


fulwa)=w+uwz， S(e) = L s 


设 表 示 Dû, w) 的 生成 元 是 工 方程 (4.99) 为 
PP) =-uD(,o),  D(Â,0)=1 
解 得 
D(û, w) = exp(—ile) (4.104) 
把 工 对 角 化 , D(fi,w) 也 是 对 角 和 矩阵 , 它 是 一 维 表示 的 直 和 , 即 是 可 约 表示 . 由 单 值 


性 条 件 D(w + 2r) = D(w), # H 工 的 本 征 值 是 整数 . 阿 贝尔 群 的 不 可 约 表示 都 是 一 
维 表示 , SO(2) 群 的 不 可 约 表示 用 整数 m 标记 
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D” (ñ,w) = exp(—imu) (4.105) 


这 就 是 式 (4.31). 如 果 知 道 SO(3) 群 中 绕 三 个 坐标 轴 方 向 转动 的 生成 元 Ia 则 了 = 
Ea lana, 代入 式 (4.104) 就 得 到 SO(3) 群 中 绕 亢 方向 转动 元 素 的 表示 和 矩阵 


D(ù,w) = exp(-iy anaw) = exp(—i J. lawa) (4.106) 


对 维 数 不 高 的 表示 , 采取 一 定 的 技巧 , 是 可 以 用 此 式 直接 计算 表示 和 矩阵 的 (见习 题 第 
2 题 ). 但 对 一 般 的 表示 , 除非 生成 元 是 对 角 化 的 , 否则 真正 要 从 上 式 算 出 表示 和 矩阵 
一 般 形式 , 是 一 件 很 难 的 事 . 

此 外 , 读者 应 该 理解 , 对 实际 的 李 群 , 组 合 函 数 方 (r; s) 的 具体 形式 很 复杂 , 即使 
对 最 简单 的 非 阿 贝尔 紧 致 李 群 SO(3), 没有 人 去 写 出 这 组 合 函数 的 具体 形式 来 , 也 
没有 人 去 计算 S;k(r) 函数 . 不 是 说 绝对 写 不 出 来 , 而 是 说 没有 必要 去 写 , 因为 李 氏 
第 一 定理 的 重点 在 于 理论 研究 , 而 不 是 实际 计算 . 那么 , 李 氏 第 一 定理 究竟 解决 什 
么 问题 呢 ? 李 氏 第 一 定理 告诉 我 们 , 简单 李 群 的 生成 元 决定 了 李 群 任意 元 素 的 表示 
矩阵 , 原来 必须 由 表示 矩阵 来 判定 的 表示 性 质 , 现在 只 用 生成 元 就 能 判定 ， 这些 性 
质 列举 如 下 . 

推论 一 ” 若 简单 李 群 两 个 表示 的 所 有 生成 元 间 都 存在 同一 相似 变换 关系 


再 一 其 -大 


则 此 两 表示 等 价 . 

推论 二 ”简单 李 群 的 表示 不 可 约 的 充 要 条 件 是 表示 空间 不 存在 对 所 有 生成 元 
不 变 的 子 空间 . 

PRE BIP 和 1? 是 简单 李 群 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 生成 元 , 表示 的 
维 数 分 别 为 ml 和 mz, 若 存在 m x ma 矩阵 六, 对 所 有 生成 元 都 满足 


Dy (2) 
Ix = xr 


MJ X = 0. 
推论 四 ”与 简单 李 群 不 可 约 表示 的 所 有 生成 元 都 对 易 的 矩阵 必 为 常数 矩阵 . 
这 些 性 质 的 证 明 都 是 根据 方程 (4.99), 在 给 定 边界 条 件 式 (4.103) F, 解 是 唯一 
的 . 对 混合 李 群 , 还 要 选 群 空间 每 一 连通 片 的 一 个 代表 元 素 , 要 求 它 的 表示 矩阵 和 生 
成 元 一 起 满足 上 述 条 件 , 上 述 性 质 才能 成 立 . 
=. 李 氏 第 二 定理 


李 氏 第 二 定理 要 解决 的 问题 是 , 什么 样 的 一 组 矩阵 才 可 以 作为 简单 李 群 的 生成 
元 , 由 它们 可 以 唯一 地 解 得 表示 和 抢 阵 D(R), 这 组 表示 和 矩阵 应 该 满足 与 群 元 素 相同 的 
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乘积 规则 , 而 且 确 实 以 这 组 矩阵 为 生成 元 . 由 于 无 穷 小 元 素 只 描写 李 群 的 局 域 性 质 ， 
对 于 群 空间 是 多 连通 的 李 群 G. 它 与 其 覆盖 群 有 相同 的 无 穷 小 元 素 . 用 满足 一 定 条 
件 的 一 组 矩阵 作为 生成 元 , 解 得 的 线性 表示 可 能 是 覆盖 群 的 真实 表示 , 是 群 G 的 多 
ERR. 

定理 二 李 群 线性 表示 的 生成 元 满足 共同 的 对 易 关系 


石灰 一 用 万 =i》 Che (4.107) 
£ 


opt = {0 -so] aw 


r; Tk 


r=0 
反之 , 满足 此 对 易 关 系 的 9 个 矩阵 , 可 以 作为 李 群 表示 的 一 组 生成 元 , 确定 简单 李 群 
的 一 个 单 值 或 多 值 表示 . 

证 明 ”对 于 给 定 的 李 群 和 选 定 的 实 参数 , C, 是 一 组 确定 的 实数 , 称 为 李 群 的 
结构 常数 , 它们 与 具体 的 线性 表示 无 关 . 

HER (4.99) 对 r; 求 导 


a? ii 
a pw -= nO pn) -E Lisa) (Dm 


交换 指标 和 上 得 


PD(R) _ 
OrkOr; 一 


“Zn Su pin- E USOS) DR) 


根据 微分 方程 理论 , 在 给 定 的 边界 条 件 式 (4.103) F, 沿 任意 两 条 可 通过 在 群 空间 内 
连续 变形 达到 重合 的 路 径 , 由 方程 (4.199) 得 到 相同 解 D(R) 的 充 要 条 件 是 


@D(R) _ 82D(R) 
DE Ona: (4.109) 
因此 


> (LI, — IpIe} S, (r)S;k(r) > I (5 D - n) 


HR S HAERE 5[ 见 式 (4.101)], 得 
I;jIr — Isli = 22 l 位 (50 = as) Ss) (4.110) 


P 


等 式 左面 与 R 无 关 , 等 式 右面 花 括号 里 的 基 也 必须 与 REX. 取 R = E, 利用 式 
(4.102), 花 括号 里 的 量 正 是 结构 常数 C. 
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反 过 来 , 如 果 9 个 矩阵 满足 对 易 关 系 式 (4.107), WR (4.110) 和 (4.109) 也 
成 立 , 因而 可 唯一 解 得 D(R). 

现在 再 来 证 明 这 样 解 得 的 D(R) 满足 群 元 素 的 乘积 规则 , 即 对 于 RS = T, 有 
D(R)D(S) = D(T), 从 而 D(R) 的 集合 构成 群 G 的 一 个 表示 , 且 以 这 组 矩阵 了 为 
生成 元 . 设 求解 DT) 时 取 如 下 积分 路 径 , 先 由 EB 积分 到 S, 得 矩阵 D(5), 再 以 此 
为 边界 条 件 , 由 S 积分 到 工 


= YU sapa), Pn-s = DS) 


因此 
x= ƏD(T)Əf.(r;s) 
> “ôte Örk 


=- 4 位 soka) pm 
了 


Ofelr;s) _ Ofi(tiu)|  Əfelr;s) 
> Sub = 和 人 
_ 9f;, (f(risu)| _ 9f; (ri f(s;u)) 


= S;jk(r) 
Ork u= Ork f(siu)=F z 


另 一 方面 , 用 D(S) ARR (4.99) 和 (4.103) 得 


— L 万 Sik(r)D(R)D(S)， 


D(R)D(S)|as=s = D) 


D(T) 和 D(R)D(S) 满足 相同 的 方程 和 边界 条 件 , 因而 它们 相等 . 将 式 (4.99) 中 的 R 
取 作 E, 利用 式 (4.102) 得 
OD(R) 
Ork 


= -ilk 
R=E 


即 以 到 为 生成 元 . 证 完 . 
因为 生成 元 是 微 基 微分 算 符 在 表示 空间 中 的 矩阵 形式 , 所 以 微量 微分 算 符 也 满 
足 相同 的 对 易 关 系 


pP, =E ce aan) 
e 


对 于 给 定 的 李 群 和 选 定 的 参数 , 李 群 的 结构 常数 通常 不 是 根据 式 (4.108) 来 计 
算 的 , 而 是 选择 李 群 的 一 个 已 知 的 真实 表示 , 例如 自身 表示 , 找 出 生成 元 的 具体 形 
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A, 计算 它们 的 对 易 关 系 , 从 而 确定 结构 常数 . SO(3) 群 的 微量 微分 算 符 是 轨道 角 动 
HAR 它们 满足 角 动量 算 符 典型 的 对 易 关 系 


[La, L+] = i> €abaLa ， C = saqi 


a (4.112) 
[Ls, L+] = *L+, {L+, L-] = 27s 


结构 常数 C, 就 是 完全 反对 称 张 量 cava. SO(3) 群 和 SU(2) 群 任何 表示 的 生成 元 
都 必须 满足 此 对 易 关 系 ， 容 易 检验 , 式 (4.78) 给 出 的 生成 元 确实 满足 此 对 易 关 系 . 
SO(3) 群 的 自身 表示 生成 元 T. [BL (4.11) 和 (4.12)] 也 满足 此 对 易 关 系 ， 事实 上 ， 
在 量子 力学 中 , 就 根据 此 对 易 关 系 , 在 1, 和 P = >>, 12 对 角 化 的 表象 里 , 计算 出 生 
成 元 的 甜 阵 形式 (4.78), 称 为 角 动量 的 矩阵 形式 . 附录 11 概 咯 地 解释 了 这 种 计算 方 
法 . 第 七 章 介绍 的 方块 权 图 方法 实际 是 这 方法 的 推广 . 


三 、 李 氏 第 三 定理 
作为 李 群 的 结构 常数 应 该 满足 什么 条 件 ? 由 定义 式 (4.107) 看 到 
Cik = —G, (4.113) 
此 外 , 生成 元 还 满足 雅 可 比 (Jacobi) 恒等式 
(U, Iel, h] + (Wk, L], |+ [Ue T|, Z] 
=LIle— lil TTe + Telel; + IxIelj — IB, 


一 万 不下 十 万 天 大 十 天 万 不 一 万 天 下 一 天 天 万 十 玉石 有 
=0 


(4.114) 


把 式 (4.107) 代入 并 整理 , 由 于 生成 元 线性 无 关 , 得 


3 {Ci Cpe 十 CkC Co + CPO} =0 (4.115) 
P 


定理 三 。 李 群 的 结构 常数 满足 式 (4.113) 和 (4.115), 反之 , 对 满足 此 两 式 的 一 
组 实 常数 , 一 定 存在 相应 的 李 群 , 以 这 组 常数 作为 结构 常数 . 

根据 定理 三 , 可 以 由 结构 常数 对 李 群 进行 分 类 . 我 们 将 在 第 七 章 讨论 这 一 问题 . 
结构 常数 相同 的 李 群 有 相同 的 局 域 性 质 , 称 为 局 域 同 构 . 局 域 同 构 的 李 群 整体 上 不 
一 定 同 构 . 有 两 个 典型 的 反例 . SU(2) 群 和 SO(3) 群 有 相同 的 结构 常数 , 它们 局 域 
同 构 , 但 整体 上 是 同 态 关 系 . 二 维 么 正和 矩阵 群 U(2) 包含 子 群 SU(2), 群 元 素 的 行列 
式 集合 也 构成 子 群 U(1), 这 两 个 子 群 有 公共 元 素 +1, 因而 不 是 直 乘 关系 . U(2) 群 
不 同 构 于 SU(2)@ U(1) 群 , 但 它们 局 域 同 构 . 


:132 . 第 四 章 “三维 转 动 群 


四 、 李 群 的 伴随 表示 
ER (4.26) P, 我 们 定义 了 李 群 的 伴随 表示 
D(R)I,D(R)-1 = 》 IDN(R) (4.116) 
k 
它 是 g 维 表示 , WS E RROG EJES E PURRE. 现在 我 们 来 进一步 研究 李 群 


伴随 表示 的 性 质 . 
把 式 (4.116) 中 的 R 取 为 无 穷 小 元 素 , 并 用 生成 元 的 定义 式 (4.24) 代入 


D(R)=1-iD ree, DR =1+i) rele, 
£“ £ 


DÄ(R) = 6 -iJ re (T) jo 
£ 


R2 CI = Ur, 1) -> Tk (L°) (4.117) 
比较 可 知 , D (R) 的 生成 元 与 李 群 的 结构 常数 直接 相关 
(1), = iC, (4.118) 
利用 李 氏 第 三 定理 , 容易 证 明 这 组 矩阵 确实 满足 对 易 关 系 式 (4.107) 
[29%, 789],, = D> { 03),, 18),, R) po (9),,} 
= > {Cip Cko” — Crp Cj” } 
ANTA > {Cip Ck * Crp C,?) 
SSA => C, (i)n 
P 7 
通常 伴随 表示 既 不 是 由 式 (4.26) 通过 微 商 来 计算 , 也 不 是 由 式 (4.118) 的 生成 
元 , 通过 解 微分 方程 (4.99) 来 计算 , 而 是 把 已 知 的 表示 生成 元 和 式 (4.118) 比较 , 确 
定 哪个 表示 是 伴随 表示 . 式 (4.116) 和 (4.118) 是 伴随 表示 的 基本 性 质 , 伴随 表示 的 


许多 应 用 来 自 这 两 个 式 子 . 
SU(2) 群 和 SO(3) 群 有 共同 的 结构 常数 , 因而 有 共同 的 伴随 表示 


(i)a = IC, = -ieatd = (Ta)oa (4.119) 


这 个 伴随 表示 就 是 SO(3) 群 的 自身 表示 . 事实 上 , 比较 式 (4.41) 和 (4.26), 就 可 知道 
这 结论 . 
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由 于 SO(3) 群 的 微量 微分 算 符 是 轨道 角 动 量 算 符 , 把 式 (4.116) 写成 标量 函数 
变换 算 符 Pa 的 形式 时 , 有 


3 
PrLaPra! 一 >》 LR, (4.120) 
b=1 
特别 是 当 a = 3, R = R(e,0,0) = S(e,0) BT, Res 正 是 单位 矢量 AO, o) 的 分 量 , 上 
式 给 出 了 轨道 角 动 量 算 符 在 任意 郊 方 向 分 量 的 表达 式 


L. (0, p) = PrL3PR', R= R(e,0,0) (4.121) 


因为 绕 zs 轴 转 动 y 角 的 变换 可 与 Ls 对 易 , 所 以 上 式 中 的 RR 也 可 取 成 R, 9,7), 但 
取 7? = 0 较 方便 . 如 果 Vhal) 是 属于 SO(3) 群 不 可 约 表示 D m 行 的 函数 , 它 是 La 
的 本 征 函 数 , 则 Pau, (z) RE L- h HEER, 本 征 值 是 m, 其 中 R = R(ç,0,>. 
当然 它们 都 是 L2 的 本 征 函数 , 本 征 值 是 L(L + 1). 这 就 是 Paw, (z) 的 物理 意义 . 

对 于 给 定 的 李 群 , 当 参 数 选 定 以 后 , 结构 常数 也 就 完全 确定 了 . 但 如 果 重新 选择 
参数 , 那么 结构 常数 就 要 跟着 变化 . 现在 我 们 来 证 明 , 对 紧 致 李 群 , 一 定 可 以 选择 到 
适当 的 实 参 数 , 使 实 的 结构 常数 对 三 个 指标 完全 反对 称 , 于 是 伴随 表示 的 生成 元 是 
纯 虚 的 反对 称 矩 阵 , 伴随 表示 是 实 正 交 表示 . 这 是 紧 致 李 群 的 特征 . 

选择 李 群 的 另 一 组 参数 a; 


s; = or (X) (4.122) 


P 
生成 元 随 参数 做 相应 的 组 合 , 以 保持 表示 矩阵 不 变 , Dj oj 万 = X, G;T;, 
T= Xul (4.123) 
对 新 的 参数 , 由 生成 元 的 对 易 关 系 可 以 确定 新 的 结构 常数 jx 
E; n=% XipXka Mp; 14] 
-> XipXka 5> Cph) 
=i} È X; X.C, a 


e 


Ox =Y XoXo (X) (4.124) 
pqs 
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我 们 要 找 组 合 矩阵 X, 使 新 的 结构 常数 Cix 不仅 对 jk 指标 反对 称 , 而 且 对 k 指标 
也 反对 称 . 

为 此 目的 , 我 们 从 另 一 角度 考虑 问题 . 在 原 参数 下 , 伴随 表示 的 生成 元 是 纯 虚 
数 , 伴随 表示 是 实 表示 . 对 紧 致 李 群 , 实 表示 可 通过 实 相似 变换 YT 化 为 实 正 交 表 
示 , 从 而 把 生成 元 1 化 为 纯 虚 的 反对 称 甜 阵 T; 


B= RY, (a= -l)u 
OaE Opna iE u Dui O 
pq 
因而 新 的 结构 常数 (C'),x 对 于 三 个 指标 是 完全 反对 称 的 


(c), = YaYu G, (Y) =- (C) = - (Cy), (4.125) 
spa 
比较 式 (4.124) 和 (4.125) 可 见 , 如 果 取 X = Y, 则 G; = (Cr). 也 就 是 说 , 对 紧 致 
李 群 , 我 们 可 以 把 实 参数 做 组 合 Y, 使 结构 常数 对 三 个 指标 完全 反对 称 . 对 物理 上 常 
用 的 紧 致 李 群 , 已 经 选 定 参数 , 使 结构 常数 对 三 个 指标 完全 反对 称 . 例如 , SO(3) # 
和 SU(2) 群 采用 参数 d, 结构 常数 为 cobe- 


五 、 李 代数 


在 表示 矩阵 按 生成 元 展开 的 式 (4.24) 中 , 我 们 引入 了 系数 —i, 使 么 正 表示 的 生 
成 元 是 厄 米 矩 阵 , 其 代价 是 在 生成 元 的 对 易 关 系 式 (4.107) 中 出 现 系数 i, 在 数学 文 
献 中 , 通常 取 —il, 作为 生成 元 , 则 


(iÑ), (— in) = > o, y (ile) (4.126) 


在 李 群 的 真实 表示 中 , (i1) 是 线性 无 关 的 , 以 它们 作为 基 构成 的 实 线性 空间 , 以 对 
易 关 系 式 (4.126) 作为 矢 基 乘 积 的 定义 , 则 此 实 线 性 空间 对 此 矢 基 乘积 是 封闭 的 , 构 
成 代数 , 称 为 实 李 代数 . 紧 致 李 群 的 实 李 代数 称 为 紧 致 实 李 代数 . 生成 元 的 所 有 复 
线性 组 合 构成 的 线性 空间 关于 此 乘积 当然 也 是 封闭 的 , 构成 的 代数 称 为 复 李 代数 ， 
简称 李 代 数 . 复 李 代数 称 为 相应 的 实 李 代数 的 复 化 , 实 李 代数 称 为 复 李 代数 的 实 形 . 
不 同 实 李 代数 的 复 化 可 能 相同 ， 有 两 对 比较 简单 的 例子 : SO(3) 群 和 SO(2, 1) F, 
SO(4) 和 洛 伦 兹 群 . 在 每 一 对 群 中 , 前 者 是 紧 致 李 群 , 后 者 是 非 紧 致 李 群 , 它们 的 实 
李 代数 不 同 , 但 复 李 代数 相同 . 人 们 正 是 利用 这 一 性 质 寻 找 SO(2, 1) 群 和 洛 伦 兹 群 
的 不 等 价 不 可 约 表示 的 . 我 们 将 在 第 九 章 讨论 洛 伦 兹 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 . 它们 
的 么 正 不 可 约 表示 , 前 者 只 有 有 限 维 , 后 者 除 恒 等 表示 外 只 有 无 限 维 的 . 在 “ 群 论 习 
题 精 解 ” is4 第 四 章 第 24 题 讨论 了 SO(2, 1) 群 的 无 限 维 么 正 不 可 约 表示 . 
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设 李 群 G 有 子 李 群 H, 它们 的 李 代数 分 别 记 作 La 和 La C Co. 若 对 任意 的 
X € La, Y € Cn, VH [X, Y] E€ Lu, WE Lu 是 Le 的 理想 . 零 和 全 体 是 李 代数 的 
两 个 平庸 的 理想 . 如 果 理 想 中 的 任意 矢量 乘积 可 以 对 易 , 则 称 阿 贝尔 理想 李 代数 
存在 非 平庸 理想 是 李 群 存在 非 平 庸 不 变 子 李 群 的 充 要 条 件 . 附录 12 将 简要 解释 这 
一 结论 . 

不 存在 非 平庸 不 变 子 李 群 的 李 群 称 为 单纯 李 群 , 不 存在 非 平 庸 理想 的 李 代数 称 
为 单纯 李 代 数 . 不 存在 阿 贝 尔 不 变 子 李 群 的 李 群 称 为 半 单 李 群 , 除了 零 空间 外 不 存 
在 阿 贝尔 理想 的 李 代 数 称 为 半 单 李 代数 . 一 阶 李 群 没有 非 平 庸 子 李 群 , 因而 必 为 单 
纯 李 群 , 但 它 是 阿 贝尔 李 群 , 不 是 半 单 李 群 . 相应 的 李 代数 也 是 阿 贝尔 的 单纯 李 代 
数 , 不 是 半 单 李 代数 . 高 于 一 阶 的 单纯 李 群 都 是 半 单 李 群 , 相应 的 单纯 李 代数 也 是 
半 单 李 代数 . 从 伴随 表示 的 定义 式 (4.116) 就 可 知道 , 李 群 是 单纯 李 群 , 即 李 代数 是 
单纯 李 代数 的 充 要 条 件 是 , 李 群 的 伴随 表示 是 不 可 约 表 示 . SU(2) 群 和 SO(3) 群 的 
伴随 表示 是 不 可 约 表示 , 因而 它们 都 是 单纯 李 群 . 

对 紧 致 李 群 , 可 选 参数 使 结构 常数 完全 反对 称 , 则 可 证 明生 成 元 的 平方 和 可 与 
每 一 生成 元 对 易 


D Hj, h]= (Uo I) + U, Ix) I} 
了 


了 
=i) {GC le + CTel} = 0 (en 
jt 
因此 它 在 不 可 约 表示 中 取 常 数 矩 阵 , 此 常数 可 用 来 标记 李 群 的 不 可 约 表示 . 由 生成 
元 的 nn 次 齐 次 多 项 式 构成 , 可 与 所 有 生成 元 对 易 的 算 符 称 为 n 阶 卡 西 米 尔 (Casimir) 
ATF, 它 在 不 可 约 表 示 中 所 取 的 常数 称 为 n 阶 卡 西 米尔 不 变量 . 紧 致 李 群 生成 元 的 
平方 和 是 二 阶 卡 西 米 尔 算 子 


> BD =A) (4.128) 
j 


其 中 , D 是 不 可 约 表示 D 的 生成 元 , OA) 是 在 此 表示 中 的 二 阶 卡 西 米尔 不 变量 . 
因为 二 阶 卡 西 米尔 算 子 和 不 变量 最 常用 , 所 以 常常 把 二 阶 两 字 省 略 . 

为 了 计算 C2(^), 需要 知道 每 一 个 生成 元 的 具体 形式 , 对 参数 较 多 的 李 群 , 这 个 
计算 比较 复杂 . 下 面 介绍 计算 二 阶 卡 西 米尔 不 变量 的 另 一 方法 ,如果 紧 致 李 群 又 是 
单纯 的 , 则 伴随 表示 是 不 可 约 表示 . 引入 g x g HE T =T), 可 以 证 明 它 与 
伴随 表示 的 每 个 生成 元 124 都 对 易 


[i 如 = 于 [02 TRR) -T (AR) 08), 1 


q 
=i {-0, T (RR) - c, e (MD) 
q 
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= Tr (2 — TN) 12 +1 (BR -RRB)}=0 
因此 它 是 常数 矩阵 
Tr (IND) = 5kT2(N) (4.129) 
只 要 知道 表示 中 一 个 生成 元 的 具体 形式 , 就 可 算出 T,(A). R (4.129) H, 取 j = k, 
并 对 j 求 和 , 正好 等 于 式 (4.128) 取 迹 
gT,(À) = maC2(N) (4.130) 
其 中 , m 是 不 可 约 表示 D* 的 维 数 . 这 样 , 可 由 T2() 计算 出 C2(). 因为 TA) 和 
(A) 只 差 一 个 常 系数 , 有 时 把 T, (A) 也 叫做 二 阶 卡 西 米 尔 不 变量 . 
SO(3) 群 的 二 阶 卡 西 米 尔 算 子 就 是 轨道 角 动量 平方 算 符 , 卡 西 米尔 不 变量 C, (A) 
为 4&+1)[ 见 式 (4.88)]. 若 按 式 (4.130) 计算 , 则 得 


£ 
Tü) = (区 =2》 m = (+) +1/3, 
m ma 


Cali) = 3T2(7)/(2 + 1) = (£ + 1) 
结果 与 式 (4.88) 相同 . 


(4.131) 


46 3846503 # 3⁄9 
—. 直 乘 表 示 的 约 化 


现在 来 讨论 SU(2) 群 或 SO(3) P) 两 不 可 约 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布施 - KE 
级 数 和 克 莱 布施 - KERM. 属 SO(3) 群 不 可 约 表示 D m 行 的 函数 phle) 是 轨道 
角 动 基 的 本 征 函 数 . 两 个 子 系统 合成 复合 系统 , 波 函数 是 子 系统 波 函 数 的 乘积 . 如 
果子 系统 处 于 有 确定 角 动 基 的 状态 , 则 复合 系统 波 函数 按 SO(3) 群 两 不 可 约 表 示 的 
直 乘 表示 变化 , 总 角 动 量 的 可 能 取 值 与 直 乘 表示 约 化 的 克 莱 布 施 - KERRAK, 
因而 SO(3) 群 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 也 称 为 矢量 耦合 系数 . 

设 相似 变换 CX* 把 SU(2) 群 的 两 不 可 约 表示 的 直 乘 表 示 约 化 


(Ci 一 {Dilu) x D*(u)} C* = @ a;yD7(u), 
J 


f 4.132 
Mi(w)Xk(o) = 3 ax w) gesa) 
J 


a; 可 按 特征 标 公 式 (4.53) 计算 , 也 可 以 把 SU(2) 群 不 可 约 表示 的 特征 标 值 公式 
(4.76) 代入 上 式 直 接 计 算 . 不 失 普 遍 性 , 假设 > k, 得 
eiG+low _ e-ijo 


i j = 
X= e= y e= — 


peri u=-j 


46 克 莱 布施 - 戈 登 系数 .137 


koiGtptl)o eitu jtk eci(y+Dw eiw jtk 
j beaa e e SS e e 本 3 
Xx) = > TES = 25 PUES = >` vo) 
p= 一 k J=j-k J=j-k 
(4.133) 
Ñ j < k Bf, j- k BR k — j 一 般 地 有 
1, 当 J=j+k,j+k-1, --:, |j- k| 
ay 一 4.134; 
7 [ 0， 其 他 Gas 


将 式 (4.134) RAR (4.132), 得 到 的 不 可 约 表示 直 和 就 是 SU(2) #t 或 SO(3) 群 | 的 
克 莱 布施 - RARR. 两 个 角 动量 为 了 和 k 的 子 系统 耦合 成 复合 系统 时 , 总 角 动 量 
J 可 取 式 (4.134) 给 出 的 2 十 1( 当 了 > 大 时 ) 或 2j + 1(4 j < k BP) 个 数值 , 而 且 
每 个 值 都 只 出 现 一 次 . 在 量子 力学 中 这 规则 称 为 角 动 量 的 矢量 相 加 规则 因为 在 j, 
大 和 J 三 个 数值 中 , 任何 一 个 不 大 于 另 两 个 之 和 , 不 小 于 另 两 个 之 差 , 就 像 三 角形 的 
三 条 边 长 满足 的 关系 , 因而 这 规则 也 称 为 三 角形 规则 , 记 作 AG, k, J) 当然 这 里 三 
个 指标 都 只 能 取 整 数 或 半 奇 数 . 

相似 变换 矩阵 Ci* 与 了 和 大 有关 , 它 的 行 指标 用 nu 标记 , 列 指标 用 JM 标记 ， 
矩阵 元 素 称 为 克 莱 布 施 - 戌 登 系数 , 简称 CG 系数 . 标记 这 系数 的 符号 在 文献 中 很 
不 统一 , 但 无 论 哪 种 记 法 都 必须 显示 这 六 个 指标 . 本 书 采用 和 矩阵 元 素 的 形式 , 记 作 
Olam 常见 的 还 有 类 似 狄 拉克 符号 的 形式 , 记 作 (Gkuu|jkJ M), 或 (ju, ku|J M). 

把 式 (4.132) 写成 生成 元 的 形式 . 注意 生成 元 是 由 表示 矩阵 的 微 商 来 计算 的 ， 
而 直 乘 表示 的 生成 元 为 

IË x lak+l 十 12j+1 X IË (A.135) 


代入 式 (4.132) 得 
> (z) ia Olym +> (IE), Oi = > Cf wul (WH) (4.136) 


Ja = 3, 因 生成 元 Ts 是 对 角 和 矩阵 , 代入 得 
(u+ v)Ci jm = MO ym 
HJ 
Chu =0， 当 M#u+v (4.137) 
这 反映 了 在 两 角 动 其 作 矢量 求 和 时 , 角 动 量 沿 zs 轴 的 分 基 按 标 其 相 加 . 
用 Is = h + il, 代替 式 (4.136) 中 的 Ia, 并 以 式 (4.80) 的 矩阵 形式 代入 得 
TAC DM + T$, CR J = Cissy FM (4.138) 


此 式 包 含 两 个 公式 , 称 为 CG 系数 的 递 推 关系 , 由 它们 可 计算 CG 系数 . 
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SU(2) 群 是 紧 致 李 群 , 我 们 只 需 讨论 它 的 么 正 表示 和 么 正 的 相似 变换 , 即 Cik 
BLEER. 在 3.7 节 我 们 已 指出 , 约 化 可 约 表示 的 相似 变换 矩阵 还 有 一 定 的 不 确 
定性 . 具体 到 SU(2) 群 , 虽然 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 没有 重 表示 , 有 相同 J 的 CG 
系数 还 允许 乘 一 个 公共 的 相 因子 . 我 们 希望 选择 此 相 因子 , 使 CX* 变 成 实 正 交 和 矩阵. 
做 法 如 下 : 对 CG 级 数 中 每 一 个 表示 D7, 选择 相 因子 使 系数 O psg- 是 正 实 
数 . 在 式 (4.138) 中 取 下 面 的 符号 , 并 令 人 = j, 则 等 式 左面 第 一 项 为 零 , 余下 两 项 的 
系数 都 是 正 实数 . 依次 取 v 等 于 一 k, k +1, o k 1, 可 证 所 有 Oh ygan 都 是 正 
实数 . 同 理 取 式 (4.138) 上 面 的 符号 , 并 令 v = —k, 等 式 左面 第 二 项 为 零 , 可 证 所 有 
O nsu- 也 都 是 正 实数 . 再 考虑 到 递 推 关系 式 (4.138) 系数 都 是 实数 , 可 知 在 上 
述 相位 规定 下 , 所 有 CG 系数 都 是 实数 , Cik SE WJ cE 46 8 BE 


jk jk = 
D OW ju ym = 176MM 
rm 


; (4.139) 
D Chua Ch u = Sw dow 
JM 
由 于 式 (4.137), 上 式 中 的 求 和 指标 其 实 只 有 一 个 是 独立 的 , 因而 可 写 为 
D wm uM = 517 
= (4.140) 


jk jk 
D Crm Chuy = Sue 
J 


二 、 转 动 群 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 

SU(2) 群 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 主要 有 两 种 计算 方法 ， 一 种 是 由 递 推 关系 式 
(4.138) 计算 , 另 一 种 直接 由 相似 变换 关系 式 (4.132) 通过 群 上 的 积分 来 计算 . 计算 
的 主要 步 又 请 参看 附录 13. 计算 中 用 到 的 组 合 数 求 和 公式 也 在 那里 做 了 介绍 . 常 
用 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 有 三 种 形式 , 一 种 是 拉 卡 (Racah) 形式 , 一 种 是 范 德 瓦 登 
(Van der Waerden) 形式 , 一 种 是 维 格 纳 (Wigner) 形式 . 这 些 形式 互相 是 等 价 的 , 它 
们 可 通过 求 和 指标 的 替换 互相 变换 . 这 里 只 给 出 较 对 称 的 范 德 瓦 登 形式 

Cm = (2I + AG, k, J) {G + p)! — u)! 
x (k+M-—n)!(k -M + n)(J + M)!(J — MS 


x X CD" {nT -j- M +p+n)(J-k+u+n)! (4141) 


x G-u-n(k+M-p-nj+k- J- nD t, 


0 j-u 
n 取 max4 j+M-p-J t: mind k+M-p 
k-p-J j+k-J 
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其 中 lal < j, |M -u|<k,|M|<J,lj-k|<J<j+k#l 


A( kó = K oetan? 


(a+b+c+1)! (4:142) 


式 中 包含 的 因子 AG, k, J) 清楚 地 显示 了 角 动量 量子 数 必须 满足 的 三 角形 条 件 . 由 
R (4.141) 容易 推出 克 莱 布施 - 戈 登 系数 的 下 列 对 称 性 质 


k k; -J Ok 
CavsM = CM) = (-1*k-2 CAM 


S k 
=y CE Ca 


二 (De 27+1N o (4.143) 
= PIE (= M)uk(=v) 


341) 
= 一 J kJ 
CT (Z: wa 1) Cv MC 


其 中 , M = ptv. 第 一 个 等 式 是 显然 的 , 第 二 个 等 式 由 求 和 指标 替换 只 = j+k-J-n 
得 到 , 第 四 个 等 式 由 求 和 指标 替换 n = k — J — n + n AR, 第 三 和 第 五 个 等 式 可 由 
其 他 等 式 推 得 . 

维 格 纳 (Wigner) 引入 更 对 称 的 37 符号 


j k £ Spa, e? k 
E v p ) SENT TORD ?Cacpy, 


(4.144) 
lj-k| <£ S jtk, p+v+p=0 


37 符号 满足 如 下 对 称 性 质 和 正 交 关系 
Cada i el ys k s) 
hn u p vpp upv -u -v -p 
(4.145) 
j k £ j k £ 
2+1) | =ó ñ 
> a(i Ji: v s) y 


: : s 
x l: F: É 了 
w Nh U P nve 


对 于 任意 两 列 交换 , 或 第 二 行 全 部 反 号 , 37 符号 只 改变 一 个 因子 (1H. 
最 后 , 我 们 再 次 强调 , 克 莱 布 施 - 臣 登 矩阵 是 约 化 直 乘 表示 的 相似 变换 矩阵 , 克 


(4.146) 
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莱 布 施 - 戈 登 系数 把 按 直 乘 表 示 变 化 的 乘积 波 函 数组 合成 总 角 动 量 的 本 征 函 数 
Pani (z) =J (2) Di,(R), 
Pak (z)) = > Yå(z®)DX (R), 
PL (z), 12) $ > HiO hpl) (4147) 


; 
A A Db DA 


Proa, z) = wgG0,zO)DRu (B) 
N 


像 SU(2) 群 和 SO(3) 群 那样, 能 把 克 莱 布施 - 戈 登 系数 用 解析 形式 表达 出 来 的 
情况 是 不 多 的 . 即使 如 此 , 在 实际 应 用 时 , 用 解析 表达 式 来 计算 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 
仍 嫌 太 麻烦 . 近来 已 有 现成 的 软件 通过 计算 机 来 计算 . 对 角 动 量 比较 小 的 情况 , 还 
是 常用 列表 法 , 或 用 展开 式 (4.147) 的 方法 , 来 表达 克 莱 布 施 - KERM. SU(2) 群 
的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 有 专用 表 . 列表 时 常 利用 CG 系数 的 对 称 性 质 (4.143) 来 减 
少 列表 量 . 附录 13 AHT k= 1/2 和 大 = 1 和 某 些 特殊 J 值 的 克 莱 布 施 - KER 
数 . 


* 三 、 简 单 应 用 


1. 两 个 粒子 系统 空间 波 函 数 的 置换 对 称 性 
两 个 粒子 系统 总 角 动 量 的 确定 状态 为 


(23) = > Cim bn, (DW (2) 


mima 


当 两 个 粒子 发 生 置换 时 , 有 


eD- l Chu p (2)46 (1) = X eoni mt ha (2) 
# 1 = f> = #, WJ 
Bh(2,1) = (-1)1-* pk (1,2) (4.148) 
例如 , 两 个 Pi (£ = 1) 电子 构成 的 系统 的 空间 波 函 数 , 总 角 动 量 工 = 2 和 0 的 态 
对 于 置换 是 对 称 的 , 工 = 1 的 态 是 反对 称 的 - 
2. 勒 让 德 函数 的 展开 
两 个 相同 的 球 函 数 可 组 成 在 转动 中 不 变 的 函数 (L = 0) 


46 OE S 3 :141 ， 


#0(ñi,ña) 22 C, o Yt (ñ) YE (ño) 
1 z F 
5> azam Yt. (Yi Ca) 


做 转动 R, 把 ña 转 到 zs 轴 方向 , ño 转 到 zlzs 平面 内 的 正 zl 一 侧 . 记 ña 和 ño 
的 夹 角 为 9, 则 因 


1/2 
Yeal = Yn,0) = a, (222) ， 


vieo = (ZH xy P,(eos 0), 


Yaa) = (DY Em (ña) 


Te 1⁄2 
io) = CUCU P (eos0), 


P,(ña :ia) = Pe(cos0) = z+ > (DY, (YS (n) 


(4.149) 


= 二 


基 子 力学 分 波 法 中 , 根据 平面 波 是 达 朗 贝尔 (d'Alembert) 方程 解 , 把 平面 波 按 勒 让 
德 函数 展开 , 现在 可 把 这 展开 式 进一步 写成 球 函数 的 形式 


exp (ik F) =exp (ikreosg) = > i(26+ 1)ie(kr)P (cos) 
£=0 
(4.150) 


oo £ 
=4x) iie(kr) D Y;(&)'Y (6) 
£=0 


m= 


其 中 , je 是 球 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 , 尺 和 地表 该 方向 的 单位 矢量 . 
3. 球 函 数 的 乘积 展开 
把 式 (4.132) 中 的 D° 函数 用 球 函数 代入 , 得 


EEE EN (20 + 1)(262 + 1) š: Ñ 
Y; (A)Y R (ñ) = > [ee pes +Y (erty O abim tma) adna (ñ) 


(4.151) 
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因子 ORe 保证 了 等 式 两 边 波 函 数 的 字 称 相等 . 利用 CG 系数 的 正 交 关系 式 (4.139) 
和 球 函数 的 正 交 关系 式 (4.94), 得 


4r(25 二 1D) 12 R F 

É | É; L S; É é; € £: 

CoòroY m (ñ) = 人 > COm(M-m)LM Ym (ñ)Y Mr a (ñ) 
(4.152) 


x 24, + D262 +1) |"? 
[Eoy Yh, .00,0) snod0dp = {CAE DCBED, cancha, 


(4.153) 
三 个 角 动 量 状态 的 登 加 问题 
三 个 处 于 确定 角 动 最 状态 的 系统 组 合成 复合 系统 , 波 函 数 通过 适当 组 合 , 可 以 
得 到 有 确定 总 角 动 量 的 状态 . 组 合 的 方法 是 , 先 把 两 个 子 系统 波 函数 组 合 , 然后 再 
与 第 三 个 子 系统 波 函数 组 合 . 从 群 论 角度 看 , 这 是 三 个 不 可 约 表 示 直 乘 分 解 的 问题 ， 
在 分 解 中 不 可 约 表示 的 重 数 有 可 能 高 于 1, 因而 组 合 方式 与 组 合 的 次 序 有 关 . 例如 
D' x D! x D! = (D2 @ D! @ D°) x D1 
= {D? @ D? @ D) e {D? @ D! @ D°) @ D! 
= D? @ 2D? @3D! @ D° 


属 同一 个 不 可 约 表示 的 几 个 函数 空间 , 它们 的 对 应 函数 基 做 相同 的 任意 线性 组 合 
( 即 组 合 方式 不 依赖 于 磁 量 子 数 ) 后 , 仍 属 同一 个 表示 . 也 就 是 说 , 有 重 表示 的 情况 ， 
基 的 选择 有 更 大 不 确定 性 , 允许 做 不 依赖 于 磁 量 子 数 ( 即 表 示 的 行 数 ) 的 任意 线性 
组 合 . 

设 第 一 个 方式 是 先 把 子 系统 1 和 2 的 角 动 基 组 合成 角 动 基 Jo, 然后 与 第 三 个 
子 系统 角 动量 组 合成 总 角 动 量 J, 第 二 个 方式 是 先 把 子 系统 2 和 3 的 角 动 基 组 合成 
角 动 基 Jos, 然后 第 一 个 子 系统 角 动 基 与 它 组 合成 总 角 动 量 J 


ylh) = > CR yorm 区 hsara vO 
s = (4.154) 

Pyh) =F CHM ml) 位 Chianni) 
a vp 


这 两 组 状态 间 一 定 可 以 通过 么 正 变换 X 联系 起 来 , 这 X ERREF J, j, kL 
外 , 还 依赖 于 .nz 和 Jos, 但 与 磁 量 子 数 无 关 


Vi (J23) = > (J12)X ropa (4.155) 
Ja 
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通常 为 了 使 系数 具有 更 大 的 对 称 性 , 提出 一 个 因子 , 把 X 矩阵 记 成 拉 卡 (Racah) 系 
数 W[jkJ6; 12Jza], 或 67 符号 


Xaas = {(2712 + 1)(2J23 + 1)))/2 W[jkJ6; Jiayoa] 


j k Jo 


= P (Ba + Dem + Dye Í Io aI (4.156) 


把 式 (4.154) 代入 式 (4.155), 由 于 函数 基 的 线性 无 关 性 , 得 


jJ: 
Ca -IM Cspds(M-n) = > Cos Cissa- 


Ja (4.157) 
x {(2J12 + 1)(2J23 + Dj WIJkJE; J223) 


利用 CG 系数 的 正 交 关 系 , 可 把 拉 卡 系数 表 成 四 个 CG 系数 的 乘积 形式 


CU or {(2712 + 1)(2J23 + Dy WIKJE Jo Jos] 
jJ ik 
= > CiM- IM Cha (M1) CW al Mp) (4.158) 


{(2712 + 1)(2J23 + 1))'/2 WIKJE; Jio Ja3]5 p: 


= =} CIM Copssa(M CU opsum Covnal Mp) (2359) 
mvp 
I j ja js }- > (—1)A +6G+ts+mi +ma+ms 
uo fas ets 所 有 m für 
和 人 j2 J bh -A i jo IÑ h | 
Hí m2 H3 m m2 -m -mı HA2 ms m -m u 
(4.160) 


显然 , 拉 卡 系数 和 6; 系数 都 是 实数 , 因而 X 抢 阵 是 实 正 交 和 矩阵 . 拉 卡 系数 满足 正 交 
关系 


GJ 
> C2 + DWERTE JioJa3]W[kJ6; JJa] = 3 En 
J2 


(4.161) 


D 210s + 1)W[JkJ6; J12 J23]W [k JE; Jia J23] = 这 
J23 
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在 附录 14, 由 式 (4.159) 出 发 , 通过 适当 的 求 和 指标 替换 , 具体 计算 了 SU(2) 群 
拉 卡 系数 的 解析 形式 
Wilabcd; ef] = (—1)#tb+=+4 A(a,b, e)A(d,e,c)A(b,d, f)A (a, f. c) 
x 3  (-1'(z+1)H(z—a-b- e)(z—e— d— e)! 
x 有 
x (a+d+e+Íf-z)b+c+e+f- z) 


(4.162) 
+b+ 
Dn. a+b+c+d 
c 
z 取 max $ >», ming a+d+e+ f 
een b+c+e+f 
b+d+ f 


其 中 , a, b, c, d, e 和 f 必须 满足 四 个 三 角形 条 件 , 如 图 4.1 所 示 . 附录 14 中 列 出 了 
若干 拉 卡 系数 的 值 . 


b 
图 4.1 拉 卡 系数 满足 的 四 个 三 角形 条 件 


维 格 纳 引 入 的 67 符号 [ 见 式 (4.156)] 有 更 大 的 对 称 性 . 共有 144 个 相等 的 67 符 


abel_Jbael_jaebl_Jdaee 
(a c Tat 4 HA f Ir b z 
(a+b-c+d)/2 (a+b+c-d)/2 e 
-{ (a-b+c+d)/2 (Ca+b+e+d)/2 f ) (4.163) 

上 面 这 些 公式 比较 复杂 , 这 里 通过 图 解 方法 把 它们 形象 地 表达 出 来 . 用 三 根 交 
又 于 一 点 的 带 箭头 的 线 表 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 , 克 莱 布 施 - 戈 登 矩 阵 是 实 正 交 矩 
阵 , 写成 矩阵 元 素 时 C 和 C-1 只 相差 转 置 , 画 成 图 时 它们 的 箭头 方向 不 同 . 当 j( 或 
k, 或 J) 是 恒 等 表示 时 , 可 把 相应 的 线 省 掉 . 图 中 的 实 线 代表 相应 的 磁 量子 数 求 和 ， 
虚线 代表 相应 的 磁 量 子 数 相等 但 不 求 和 . 图 4.2 中 (1) 表 CG 系数 , (2) 表 J = 0 时 
的 CG 系数 , (3) 表 拉 卡 系数 的 定义 式 (4.157), (4) 表 拉 卡 系数 的 计算 公式 (A.159). 
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ju kv JM jp 了 一 月 
JM jp kv jp i(n) 
ik 
0) Corvw ® Cut-wo0 
x te ju kv 


jp tp 
JaaMaa = > Xa gas 
h2 Ji2Mi2 
J 


JM 


(3) 拉 卡 系数 的 定义 (4.157) 


{22 + 1)(2J23 + Dj WORIE Jaa] = 


(4) 拉 卡 系数 的 展开 式 (4.159) 


图 4.2 克 莱 布 施 - 戈 登 系 数 和 拉 卡 系数 的 图 解 
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在 第 三 章 我 们 讨论 过 标量 和 标量 场 的 概念 , 本 章 一 开始 我 们 又 讨论 了 矢量 的 概 
念 . 标量 和 矢量 是 根据 它们 在 三 维 空间 转动 变换 中 的 变换 性 质 来 定义 的 . 在 本 节 , 我 
们 将 把 标量 和 矢量 的 概念 推广 , 根据 量 在 三 维 空间 转动 变换 中 的 变换 性 质 定义 张 鞭 
和 旋 量 . 一 般 说 来 , 正如 附录 15 所 指出 的 , 数学 中 的 标量 、 矢 量 和 张 量 的 概念 是 相 
对 特定 的 线性 变换 来 定义 的 . 在 第 八 章 和 第 九 章 我 们 将 讨论 关于 SU(N) 群 的 张 量 
和 SO(N) 群 的 张 量 与 旋 量 . 但 是 在 物理 中 , 如 无 特别 说 明 , 张 量 和 旋 基 通常 都 是 根 
据 它们 在 三 维 空间 转动 变换 或 洛 伦 兹 (Lorentz) 变换 中 的 变换 性 质 来 确定 的 . 
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一 、 矢量 场 


设 三 维 空间 的 任意 点 P 的 位 置 矢量 为 了 = YZ, CaTa €, 是 空间 固定 坐标 系 K 
中 的 矢量 基 , z, 是 坐标 . 在 三 维 空间 转动 变换 RR 中 , P 点 转 到 P 点 , 位 置 矢量 变 为 
r, 它 在 空间 固定 的 矢量 基 Z, 中 的 分 量变 成 z, 


> > R 5 z 
r=} aTa — 7 =} ETa . 
a a 


3 
R 
za >r, =D Rats 


b=1 


(4.164) 


建立 固定 在 系统 上 , 跟着 系统 一 起 转动 的 坐标 系 K', K 系 中 的 矢量 基 da 与 位 置 
矢量 一 起 转动 . 35 r Rk ex 分 解 , 则 分 其 仍 是 原来 的 坐标 z. 由 此 可 推出 矢量 基 2, 
按 下 式 变换 


PaL Am, 下- 和 au (4.165) 
a b b=1 
在 三 维 空间 转动 变换 R 中 保持 不 变 的 量 称 为 标 基 , 在 转动 变换 中 与 位 置 矢量 
做 同样 变换 的 基 称 为 矢 基 


yy =y, 
P= &v, 2, V = aV = Eoo 
b 


a 


3 (4.166) 
V= > Rab Vo 
bzi 


矢 基 有 三 个 分 量 , 作为 一 个 整体 共同 描写 系统 的 状态 . RMA EKI (4.166) 
可 用 算 符 Qr 表 出 I 
V; = (QRV)a = RV, (4.167) 
b=1 
对 矢 基 来 说 , Qr 就 是 R 矩阵 ; 对 标量 , Qr 等 于 1. 
标量 的 空间 分 布 称 为 标量 场 , 描写 标量 场 的 函数 称 为 标量 函数 . 所 谓 标量 在 空 
间 转 动 变换 中 保持 不 变 是 指 , 转动 后 在 P 点 的 标 基 值 等 于 转动 前 在 已 点 的 标量 值 ， 
因而 描写 标量 场 的 函数 必须 做 相应 的 变化 .标量 函数 的 变化 用 标量 函数 变换 算 符 
Pa 来 描写 
(z) = PRy(z) = (Rz) (4.168) 
矢量 的 空间 分 布 称 为 矢量 场 , 描写 矢量 场 的 函数 称 为 矢量 函数 , 在 固定 的 基 Z, 
中 , 矢量 函数 包括 三 个 分 量 函 数 , 它们 作为 一 个 整体 , 共同 描写 矢量 场 . 在 空间 转动 
变换 中 , 一 方面 转动 前 在 P 点 的 矢量 转 到 P' 点 , 另 一 方面 由 于 转动 矢量 的 方向 也 
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要 发 生变 化 . 表现 在 矢量 函数 上 , 新 矢量 函数 在 P 点 的 分 量 , 与 原 矢量 函数 在 PP 点 
的 分 量 按 式 (4.167) 发 生 组 合 


3 
V'(Rz)a = RaV (z) 
: r=: 


与 标 基 场 情 况 类 似 , 光一 个 撤 不 足以 说 明 它 是 由 转动 R 引起 的 矢量 函数 的 变化 . 为 
此 , 引入 矢量 函数 变换 算 符 Or 


[ORV(Rz)], =s RaV (z) 
把 坐标 变量 重新 记 作 =, 则 i 
IOnV(e)l, = > RaæV (R's), ORrV(z)= RV(R-!z) (4.169) 
et 
请 与 以 前 对 矢量 变换 的 习惯 表达 方式 做 比较 


3 3 3 
V(z) —, OnV(z)= 》 ëa [ORV (E)n = Gd) RaV(R lz), 
a=1 a=1 b=1 


A (4.170) 
= eV(R lz), 
b=1 


可 见 , On 算 符 的 作用 分 成 两 部 分 , 一 个 是 把 变换 后 P' 点 的 场 和 变换 前 在 P 点 的 场 
联系 起 来 , 用 算 符 Pa 来 标记 , 另 一 个 是 描写 矢量 方向 的 转动 , 即 矢 晤 分 其 的 组 合 ， 
用 算 符 Qa 来 标记 . 这 两 部 分 作用 是 独立 的 , 作用 次 序 可 以 交换 


On = QRPR = PRQR， 


3 
PaV(z)a =V(R-ia)a, [QaV(o)ls = 3 RoV (2) (tmn, 
b=1 
初学 的 读者 在 矢 其 基 问题 上 经 常会 发 生 混淆 . 现在 有 了 两 个 坐标 系 , -MERE 
E£ K, 坐标 轴 向 的 单位 矢量 是 固定 不 变 的 ; 另 一 个 是 随 系统 (矢量 场 ) 一 起 转 
动 的 坐标 系 K', 它 的 坐标 轴 向 单位 矢量 2, 是 随 系统 一 起 转动 的 , 由 与 Z, 重合 的 
方向 转 到 现在 的 方向 . 在 转动 尺 中 它 和 一 般 矢 其 一 样 变换 , 但 要 注意 它 在 转动 前 和 
z, EA, z, 只 有 一个 分 基 不 为 零 


3 
(z) 5 (2a), = (Qag) = > Re (E), 
$t (4.172) 


3 
Ra = 》 (&)a Roa 
b=1 
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这 里 , 被 Qa 作用 的 ë, 不 应 看 作 固 定 的 矢量 基 , 而 是 变动 的 矢量 基 , 它 在 变换 前 与 
定 矢量 基 重合 . 如 果 把 矢量 场 V (z) 按 此 动 矢量 基 展 开 , 则 转动 中 矢量 方向 的 变化 由 
矢量 基 承 担 , 作为 系数 的 分 量 不 再 按 式 (4.167) 组 合 , 但 仍 要 像 标 基 一 样 , 把 变换 后 
在 P' 点 的 值 和 变换 前 在 P 点 的 值 联系 起 来 


OnV(z) = X {Qrēa} (PaV(z).) = 和 位 ans) T(R-izj。 (4.173) 
a a b 


矢量 场 按 K 系 还 是 K' 系 的 单位 矢量 展开 , 分 量 的 符号 在 文献 中 通常 不 加 区 分 , 而 
转动 前 两 坐标 系 的 矢量 基 又 是 重合 的 , 使 读者 很 容易 混淆 ， 如 上 所 述 , 这 两 种 分 量 
在 转动 变换 中 的 变换 规则 是 不 同 的 . 本 书 为 了 避免 混淆 , 把 两 种 分 量 在 符号 上 予以 
区 分 , 在 K 系 的 分 量 用 粗 体 表 出 , 在 K 系 的 分 量 用 细 体 表 出 .以 后 对 张 量 也 做 类 
似 处 理 


[ORV (2)]a =) RV (Rz), [OrV(z)], = [PRV (2)]a = V(R-!z)a (4.174) 
b 
把 位 置 矢量 F KAREAR, 这 是 一 个 很 特殊 的 矢量 场 , 因为 从 原点 
到 空间 各 点 的 矢 径 , 在 转动 前 后 都 是 一 样 的 . 实际 上 , 式 (4.164) 指出 , 位 置 矢量 F ii 


写 已 点 的 位 置 , 经 转动 变换 R 它 转 到 r, 恰好 与 转动 前 P' 点 的 位 置 矢 基 一 致 用 
数学 语言 来 说 , E V(a) = F, Bl V (2)a = za, V(R-Izjp= > (R 1)uazu, 得 
d 


[ORV (2)]a = Ra V (R's) = Y Ra (R-1), za = za = V (z)a 
b bd 


Bp 
Orř=ř, [Qr =} Ra [h (4.175) 
b 
重复 3.2 节 的 讨论 可 知 , Or 和 QR 算 符 与 PR 算 符 一 样 , 也 是 线性 么 正 算 符 . 
对 作用 在 矢 基 场 上 的 物理 量 算 符 L(z), 在 转动 变换 R 中 , 按 下 式 变换 
ZL(z) 全 ORL(z)OR! (4.176) 
=. 张 量 场 
设 系统 状态 需 用 个 指标 , 3" 个 分 基 作 为 一 个 整体 来 共同 描写 , 在 转动 变换 R 
中 , 每 一 个 指标 都 按 矢量 变换 规则 (4.174) 发 生 组 合 
Taranan => (OnT), a... = (QRT)arar-an 


= X Ramt RanbnTbiba-bn (4-177) 


bib2-ba 
Qr = Rx Rx--.x R 
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按 此 规则 变换 的 基 称 为 n MIKE. 张 基 的 空间 分 布 称 为 张 量 场 , 张 基 场 用 空间 坐标 
的 3" 个 函数 作为 一 个 整体 来 共同 描写 , 在 转动 变换 尺 中 按 下 式 变换 


T(2)araran => [OnT(z)|, as = JO Rard Roata ` Randa T(R! 2)br barba? 
bbz…pbn 


OR=QRPR， [PRT(z)]oo ans = T(R 1z)aaa—ass 


[QaT(z)l。o ov = yo Ra Razba ** Ranbn T (T)bsba---bn 
bbz, TEN 
标量 是 零 阶 张 量 , 矢量 是 一 阶 张 量 . 


=. 旋 量 场 


设 系统 状态 需 用 2s + 1 个 分 量 作 为 一 个 整体 来 共同 描写 , 在 转动 变换 R 中 , 按 
下 述 规律 变换 


Wh E, (Ort), = (Qa (9), =} D: (R) Y, 


(4.179) 
Qr = D°(R) 


按 此 规则 变换 的 量 称 为 s 阶 旋 量 . 旋 量 的 空间 分 布 称 为 旋 量 场 . 旋 基 场 用 空间 坐标 
的 2s + 1 个 函数 作为 一 个 整体 来 共同 描写 , 在 转动 变换 R 中 按 下 式 变换 

POf) > [Ort Oa), =F DR) YOR), OR=QRPR， 

[Pr W(e)(z)] , = #()(R-1z), , Ñ [Qa ®)(z)], p2 Dš: (R) ()(z), 

(4.180) 

习惯 上 , 旋 量 用 (2s + 1) x 1 列 矩 阵 来 描写 , 只 有 在 专门 强调 分 基 时 才 注 上 分 基 指 
标 . 用 得 最 多 的 旋 基 是 s = 1/2 EY Et, 称 为 基本 旋 量 , 简称 旋 基 , 而 且 经 常 省 略 上 
标 1/2. 基本 旋 量 有 两 个 分 量 , 用 2 x 1 列 和 矩阵 描写 . 

旋 基 基 eO (p) 是 一 类 特殊 的 旋 量 , 共有 2s + 1 个 旋 量 基 , 它们 分 别 都 只 有 一 个 
分 基 不 为 零 

eta(p)o = õpe 
其 中 ,上 指标 是 旋 量 的 阶 , 括号 内 的 p 是 旋 基 基 的 序 指标 , 括号 外 的 下 标 是 旋 量 的 分 
其 指标. 在 转动 R 中 
R 


ep) — [Ore®)(p)], = [Qr], 


= > Dš, (R)e®(p)a = D; (R) = Ü eo DI, (BR), 


A=—s A= 


“150 第 四 章 三 维 转动 群 


One(p) = Qrp) = F ADAR), Pre) =e) (4181) 
和 = 一 = 
旋 量 基 与 空间 坐标 = 无 关 , 因而 在 Pr 作用 下 保持 不 变 . 
当 把 施 量 场 按 旋 量 基 分 解 时 , 在 转动 变换 中 , 放量 的 变换 由 旋 量 基 承 担 , 而 旋 量 
分 量 是 坐标 = 的 函数 , 其 变换 和 标量 函数 一 样 , 它 把 变换 后 在 P 点 的 旋 量 和 变换 
前 在 P 点 的 旋 量 联系 起 来 


yO)= > eloa) 
=a 


Onyoa= J {Qrp} {Pra}, (4.182) 


p=—s 


= Oa 位 Cover] 
入 P 


Jë Ht [n] Bi rh K ë BEIE AN 2 Ht [uj BB rh 6) R t 8482841. 
标量 是 零 阶 旋 量 . 因为 转动 群 自身 表示 和 D 表示 等 价 


-1 0 1 
M-1RM = DiI(R) ， M= -i 0 -i 
0 v2 0 


所 以 矢量 可 以 通过 M 矩阵 组 合成 一 阶 旋 量 
3 1 
V(a) = daV(z)a = 3 e()(0)VO) (z), (4.183) 
a=1 p=~1 

3 e()(1) = — (& + ex) /V2 
ed (p) =) & M, ， e()(0) = ë (A.184) 

e®(-1) = (& — ip) /V2 

3 VO)(z)i = — [V(z)i — iV (2)2] /V2 

VOe) = > (M) pa VOo, VO (z£) = V(z)s 
a=1 


VO(z)-1 = [V(z)i + iV (z)2) //2 
(4.185) 


四 、 总 角 动量 算 符 及 其 本 征 函数 
旋 量 函数 的 变换 算 符 由 两 部 分 构成 On = QRPR. 对 无 穷 小 变换 , 把 On, QR 和 
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Pr 的 微量 算 符 分 别 记 作 Ja, Sa 和 La 


3 
PA=1-i) aala, 


a=1 


3 
QA = 1-i) aasa, (4.186) 


a=1 


3 3 
OA=1-i) oa (La +S.)=1-i) ool 
azi azi 


其 中 , S, 是 表示 D° 的 生成 元 , La 是 轨道 角 动 量 算 符 , 它们 的 和 记 作 Ja 
J. = La +S, (4.187) 


Jas Sa 和 La 都 满足 典型 的 角 动 量 对 易 关系 . 设 系统 状态 需 用 旋 基 波 函 数 来 描写 ， 
系统 哈密 顿 量 H (z) 各 向 同性 , W SO(3) 群 是 系统 的 对 称 变换 群 


ORH(z) = H(z)OR (4.188) 


能 基 为 E 的 本 征 函 数 集合 构成 转动 变换 的 不 变 函数 空间 . 一 方面 , 现在 的 波 函 数 是 
旋 基 函数 , 在 转动 变换 中 要 按 旋 量 函数 的 变换 规则 (4.180) 变换 . 另 一 方面 , 它们 又 
构成 转动 变换 的 不 变 函数 空间 , 按 旋 基 函数 的 规则 变换 后 的 函数 , 一 定 可 以 写成 此 
空间 函数 基 的 线性 组 合 


On, (z) = D'(R)#,,(R-!z) = š,(z)D,,(R) 
组 合 系数 排 成 矩阵 , 它们 的 集合 构成 转动 群 的 一 个 表示 D. 用 群 论 方法 把 此 表示 约 
化 成 不 可 约 表示 直 和 , 同时 本 征 函 数 也 组 合成 属 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 03 (z) 


On (z) = De( 有 时 (Riz) = Wi(z)Di,(R) (4.189) 


把 上 式 写成 生成 元 的 关系 , 得 
万 最 (z) = p BÀ (2), 
Ja wiz) =T}, i (2), 


(4.190) 
J? p (z) = j( + 1) 98 (z), 


Ji=Jeë+Ji+J8, J= J £ ij 


属 不 可 约 表 示 确 定 行 的 旋 量 函数 Vil) 是 Js 和 J2 的 共同 本 征 函数 , 而 不 再 是 轨道 
角 动量 Ls 和 L2 的 本 征 函数 . 球 对 称 系统 应 该 有 角 动 量 守恒 , 但 对 用 旋 量 波 函 数 措 
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写 的 系统 , 守恒 的 不 是 轨道 角 动量 , 而 是 轨道 角 动量 La 和 另 一 个 量 S, 之 和 . 这 个 
S, 与 旋 量 有 关 , 满足 角 动 量 典型 的 对 易 关系 , 它 应 该 是 实验 中 已 测 到 的 自 旋 角 动量 
的 数学 描述 . 因此 , Sa 称 为 自 旋 角 动 量 算 符 , Ja 称 为 总 角 动 量 算 符 . 
由 式 (4.181) 可 知 , 旋 量 基 eO (p) 是 总 角 动 量 算 符 和 自 旋 角 动 基 算 符 的 共同 本 
征 函 数 
Jep) = Sse (p) = pep), 
Jae (p) = Sze (p) = TZ (p E1), 


(4.191) 
Pep) = ep) = s(s + 1)e(9(p), i 


S2=S5?+52+53, S+ = S + iS; 
五 、 球 旋 函 数 


球 函数 是 轨道 角 动 量 的 本 征 函 数 , 在 Qa 作用 下 保持 不 变 , 旋 基 基 是 自 旋 角 动 
基 的 本 征 函数 , 在 Pr 作用 下 保持 不 变 . 它们 相当 于 两 个 子 系统 的 波 函 数 , 整个 系统 
的 波 函数 可 写成 它们 的 乘积 .把 它们 用 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 组 合成 总 角 动 基 的 本 
征 函 数 , 称 为 球 旋 函 数 


Yi (i) = S C-pen Ya— P Aep) (4.192) 
: 


球 旋 函 数 本 身 是 s MER, 上 式 是 旋 基 等 式 , 是 (2s + 1) x 1 矩阵 等 式 . 因为 在 组 合 
中 只 有 磁 量 子 数 求 和 , 所 以 球 旋 函 数 还 是 L 和 S 的 本 征 函 数 


PYJE (À) = jl +Y (À) ， JY} (A) = uY} (ñ), 
JAYI (ñ) = k Y R Â), (4.193) 
LYH (ô) = #(( + 1)Y26e(ñ) A S2Y⁄°(ñ) = s(s+ 1)Y 4s (ñ) 


对 1/2 阶 旋 基 , s = 1/2 是 固定 的 , 不 必 标 出 . 对 确定 的 j, 有 两 个 可 能 的 《 值 ， 
£= j+1⁄2. 定义 物理 量 < 


P= (+8 =L2+5+27.3 (4.194) 
K=22. 5+1 = (J -L — S2) +1 (4.195) 
它 在 球 旋 函 数 中 的 本 征 值 (也 记 作 <) 是 非 零 整数 


j+1/2>0, 当 £=j-1⁄/2 


-7-1/2<0, 当 l=j+1/2 (e199) 


«iG0+D -nif 
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一 个 量子 数 x 同时 确定 了 三 个 量子 数 j = |r|- 1/2, £ = j— x/(2|&|) 和 s = 1/2. 把 
具体 CG 系数 式 (4.141) RAR (4.192), 得 自 旋 为 1/2 的 球 旋 函 数 是 


1⁄2 
了 十 上 j- a 
(B) vene, Sl 
Wd FP as ” “=j-1⁄2 1 
(2) wama) B71 
-utr ta = 
更 _lxla(z) =( 2j+2 ) Yia) WA 
-inln(z) = vs: 1⁄2 ， 
上 (He) i Yia) £=j+1⁄/2=- x 
2j+2 u+ 


(4.197) 
附录 16 计算 了 J?, Ja, S2 和 Š. f 的 共同 本 征 函 数 , 从 方法 上 有 上 典型 意义 


4.8 不 可 约 张 量 算 符 及 其 矩阵 元 


本 节 引 入 不 可 约 张 基 算 符 的 概念 , 并 通过 量子 力学 中 的 几 个 例子 , 说 明 群 论 方 
法 在 物理 中 的 应 用 . 
一 、 不 可 约 张 量 算 符 


在 量子 力学 中 , 描写 系统 的 波 函 数 可 以 是 标 其 、 矢 其 、 旋 基 或 张 量 等 , 它们 在 转 
动 变换 中 按 下 式 变换 


P(x) È On b(z) = QRV(R-1z) 


而 作用 在 波 函 数 上 的 算 符 , 可 以 是 坐标 算 符 zo, 微 商 算 符 Ə/Ə>,, 矩阵 算 符 ra, 及 其 
特定 的 组 合 , 它们 在 转动 变换 中 做 算 符 变换 


L(z) = ORL(z)OR! 


如 果 算 符 在 转动 变换 中 保持 不 变 , 则 称 为 标 基 算 符 , 或 称 为 对 称 算 符 . 但 一 般 说 来 ， 
算 符 形式 在 转动 变换 中 会 发 生变 化 . 如 果 若 干 个 算 符 构成 一 个 封闭 体系 , 它们 经 转 
动 变 换 后 , 仍 可 用 这 些 算 符 的 线性 组 合 来 表达 , 则 组 合 系数 构成 SO(3) 群 的 一 个 表 
T 适当 组 合 这 些 算 符 , 可 使 对 应 的 表示 为 不 可 约 表示 . 如 果 2k + 1 个 算 符 Lb(z) 
构成 封闭 体系 , 在 转动 变换 中 按 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 D* 来 组 合 , 则 这 些 算 符 称 
为 大 阶 不 可 约 张 基 算 符 


ORLS(z)OR! =  LÀ(z)DK, (R) (4.198) 
入 
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零 阶 不 可 约 张 量 算 符 就 是 标量 算 符 . 一 阶 不 可 约 张 量 算 符 也 称 矢量 算 符 . 不 可 约 张 
量 算 符 中 的 每 一 个 都 独立 地 描写 一 定 的 物理 量 , 只 是 在 转动 变换 中 不 同 下 标的 算 符 
存在 特定 的 联系 . 张 量 或 旋 量 波 函 数 的 各 分 量 , 必须 合 在 一 起 作为 一 个 整体 , 才 完 
整地 描写 系统 的 状态 . 在 这 意义 上 讲 , 不 可 约 张 量 算 符 与 张 量 场 或 旋 量 场 不 同 , 它 
更 像 属 不 可 约 表示 特定 行 的 函数 . 
把 式 (4.198) 写成 生成 元 的 关系 式 , 有 
[Js, Lk(a)] = pLh(a), 
[J+ LE(2)] = {(k F p(k + p+ DLs), 
š 
X? [Ja [Ja, Lk(z)]] = k(k + 1)L} (£) 
a=1 
此 式 也 可 作为 上 阶 不 可 约 张 量 算 符 的 定义 . 
不 可 约 张 量 算 符 是 根据 算 符 在 转动 变换 中 的 变换 性 质 来 定义 的 , 与 算 符 本 身 是 


坐标 算 符 , 微 商 算 符 或 矩阵 算 符 无 关 . 与 电 或 磁 的 多 极 跃迁 相 联系 的 球 函 数 算 符 是 
一 个 典型 的 不 可 约 张 量 算 符 


ORYE(A)OR = PRY*(A)PR! = >》 YK(ñ)DK (R) (4.200) 
入 


(4.199) 


当 系统 用 旋 基 波 函 数 描写 时 , 通常 把 Pr 的 作用 称 为 轨道 空间 转动 , Qa 的 作用 称 为 
自 旋 空 间 转动 , 而 OR 的 作用 才 称 为 空间 转动 . 因此 多 极 跃迁 算 符 Y$( 间 ) 是 空间 转 
动 和 轨道 空间 转动 的 上 阶 不 可 约 张 量 算 符 , 是 自 旋 空间 转动 的 标 基 算 符 . 

电 偶 极 跃迁 算 符 Y} 是 矢 基 算 符 , 它们 实际 上 是 坐标 算 符 的 组 合 


Vs rY1(ñ) = -3e +iz2), 

JE iwa, 

V/s rYŁ (â) = Ze — iz2), (4.201) 
ORY3(A)OR! = PRYLA)PR' = 》 Y)(ñ)DY,(R), 


x 
ORTaOR! = Paza Pa) =) ToRva, QRTaQR! = za 
b 


坐标 算 符 re 是 空间 转动 和 轨道 空间 转动 的 矢量 算 符 , 自 旋 空间 转动 的 标量 算 符 . 把 
式 (4.201) 写成 生成 元 形式 


[Ja,za] = [La, z+] = rS EabdTd ， [Sa, zs] = 0 (A.202) 
d=1 
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A (4.202) 给 出 的 对 易 关系 , 我 们 在 量子 力学 中 早已 邹 悉 . 类 似 的 有 


3 
Wape) = Laipo] =i} cavapa, — [SQ] = 0, 
d=1 
3 
Wa, Lo) = [La Lo] =i} catala, [Sa Lo] = 0, 


š = (4.203) 
[Ja, J] = ix €abaJa, 


B.S] = [Sa S) =19 casa, [La Si] =0 


rt 
ORPaOR! = Papa Pa) =} PeRsa,  QRPaQR' = pa, 
b 
ORLaOR! = PaLa Pa! = > LRa,  QRLaQR' = Lo, 
b 
ORJaOR' = 3 Rias 


b 
ORSaOR' = QRSaQR =Y SoRova, PrRSaPR! = S, 
b 


(4.204) 


动量 算 符 pa 和 轨道 角 动 基 算 符 L。 也 是 空间 转动 和 轨道 空间 转动 的 矢量 算 符 , 自 
旋 空间 转动 的 标量 算 符 ; 自 旋 算 符 Se 是 空间 转动 和 自 旋 空间 转动 的 失 量 算 符 , 轨道 
空间 转动 的 标 基 算 符 ; 总 角 动 量 算 符 Ja 是 空间 转动 的 矢量 算 符 . 按照 式 (4.121) 的 
方法 , 很 容易 写 出 这 些 算 符 在 ñ(0, o) 方向 的 分 量 


ñ . = ORT3OR! = PrzaPa!, 

ñ. P= ORP3OR! = PapsPa!, 

ñ- Ü = OnLaOR) = PrL3PR', R= Rob0) (4.205) 
h- J = ORJ3OR, 


ñ - Š = ORSsORL = QRBQR', 
二 、 fF 1 ise EE 
对 于 球 对 称 系统 , 能 量 本 征 函 数 可 以 组 合成 属 不 可 约 表示 确定 行 的 函数 
OR Vi(z) = > 9 (z)D;, (R), 


On%(z) = > i (2)Di, u (R) 
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可 以 利用 对 称 性 质 计算 不 可 约 张 量 算 符 在 这 样 函数 基 中 的 矩阵 元 . 因为 
Or {L5(2) i(z)} = {ORIA(z)OR {Or i(z)} 
= (IA (z) i(z)} {D$ (R)D},(R)} 
Av 


Lk(z) wi(z) 按 直 乘 表示 变换 , 可 用 CG 系数 把 它们 组 合成 按 不 可 约 表示 变换 的 函 
数 Fh (2) 
Fù (2) = 5 Ls(z) Wh p(T)CH pM 
Lh) gë (z) = Forala) COs (4.206) 
J 


ORF¥(z) = 3 F, (z)DIu (R) 
2 


由 维 格 纳 - 埃 伽 定理 , 

(B27,(T)|FH(T)) = jsw m € (4.207) 
其 中 , 常数 c 与 下 标 a 和 M 无 关 , 它 与 @, LA 的 具体 形式 有 关 , 也 与 指标 j”, 
k AI j 有 关 , 通常 记 作 (D LEW), 称 为 约 化 矩阵 元 . 因此 


(DRENE = O orn (D2 (z)IF2,, (z) 
J 


= c 


puj' p, 


原来 要 计算 (27 + 1)(2k + 1)(23 + 1) 个 矩阵 元 , 现在 简化 为 只 要 计算 一 个 矩阵 元 , 而 
且 可 以 挑选 最 合适 的 下 标 以, p 和 u 来 计算 , 用 这 个 矩阵 元 的 计算 结果 来 确定 约 化 
HERET. 换 句 话说 , 这 么 多 个 矩阵 元 通过 转动 变换 联系 起 来 , 维 格 纳 - 埃 仰 定理 把 矩 
阵 元 中 与 转动 变换 有 关 的 性 质 分 离 出 来 , 由 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 来 描述 , 而 与 转动 
变换 无 关 的 性 质 , 即 与 波 函 数 和 算 符 具体 形式 有 关 的 性 质保 留 在 约 化 矩阵 元 中 . 这 
样 维 格 纳 - 埃 伽 定理 充分 发 挥 了 对 称 性 的 作用 , 大 大 简化 了 计算 工作 基 - 

进一步 , 在 很 多 情况 下 , 甚至 连 一 个 矩阵 元 也 难以 计算 . 此 时 仍 可 用 维 格 纳 - 埃 
MEE, 把 约 化 窃 阵 元 作为 参数 , 根据 波 函数 和 算 符 在 转动 变换 中 的 变换 性 质 , 确定 
不 同 矩阵 元 之 间 的 相对 值 , 特别 是 确定 矩阵 元 不 为 零 的 条 件 ， 基 子 力学 中 称 为 选择 
定 则 . 这 些 从 对 称 性 质 直接 得 到 的 精确 的 性 质 , 可 以 和 实验 比较 , 符合 与 否 直接 反 
映 该 系统 是 否 具 有 此 种 对 称 性 质 . 例如 , = (4.208) 中 的 CG 系数 在 不 满足 下 列 条 件 
时 一 定 为 零 


(4.208) 
„(BY ||IP#|| 93) 


l'|=le+ul<j, lpgk, lug 
Ik—jlg7 Sk+j 
这 就 是 此 矩阵 元 可 能 不 为 零 的 条 件 , 即 选择 定 则 . 


(4.209) 
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不 仅 可 以 根据 波 函 数 和 算 符 在 空间 转动 Or 中 的 性 质 , 给 出 系统 的 重要 性 质 ， 
在 很 多 情况 下 , 波 函 数 和 算 符 在 Pa 和 Qa 作用 下 的 变换 性 质 也 是 清楚 的 , 由 这 些 
人 性质 也 可 以 得 到 系统 的 许多 有 用 的 性 质 . 下 面 我 们 举 几 个 量子 力学 中 的 实例 来 说 明 
群 论 方法 在 物理 中 的 应 用 . 
=. 电 偶 极 辐射 的 选择 定 则 和 谱 线 相对 强度 


尽管 自由 原子 的 内 部 结构 可 能 相当 复杂 , 但 整个 系统 是 各 向 同性 的 , 转动 群 是 
它 的 对 称 变换 群 , 能 基本 征 函数 可 以 组 合成 属 转 动 群 表 示 D”M 行 的 函数 . 用 量子 
力学 的 语言 来 说 , 就 是 一 定 可 以 找到 H, J? 和 Js 的 共同 本 征 函 数 by (z). 在 两 个 
有 确定 角 动量 状态 间 的 电 偶 极 跃迁, 产生 电 偶 极 辐射 , 辐射 强度 即 跃迁 概率 正比 于 


(Wap (z)|zs| i (2))? (4.210) 
这 公式 在 任何 一 本 基 子 力学 的 书 中 都 可 以 找到 ， 可 直观 地 理解 为 电 偶 极 矩 正比 于 


电荷 拉 开 的 距离 . 我 们 现在 要 研究 z, 算 符 的 转动 变换 性 质 . 式 (4.201) 指出 , z, 算 
符 是 矢 基 算 符 , 经 适当 组 合 后 [BU zÇ (4.201)], 正比 于 球 函 数 Y; 


ORY}OR' = PaY) Pk! = y YÀ D\,(R) ， QRYIQR! =Y} (4.211) 
A 


由 基 子 力学 知 , 电 偶 极 辐射 强度 与 |( Py, Y11610) 成 正比 , p = 0 的 电 偶 极 辆 
射 是 沿 zs 方向 偏振 的 平面 偏振 光 , p = +1 的 辐射 是 在 ziz2 平面 内 的 圆 偏振 光 . 如 
果 相 应 矩阵 元 为 零 , 则 此 路 迁 被 禁 戒 反之, 矩阵 元 不 为 零 的 条 件 称 为 该 由 迁 的 选 
HEN. 

由 维 格 纳 - 埃 伽 定理 得 


(Wap EYA) Pu (z)) = Cry mB IYE?) (4.212) 
由 CG 系数 不 为 零 的 条 件 , ERROTAREN S 
AM=M'-M=p=0 或 士 1， lJ-1|<J'<J+1 (4.213) 


Pp 等 于 0 或 +1 分 别 与 平面 偏振 光 或 圆 偏振 光 相 对 应 . 因为 J = 0 时 J' 只 能 等 于 
1, 不 能 等 于 0, 所 以 通常 把 J 的 选择 定 则 统一 地 记 作 


AJ=J'-J=+1 R0, 0 一 一 0 


读 作 “ 零 零 路 迁 禁 戒 ”. 若 考虑 空间 反 演 , 因 z 是 奇 字 称 , 故 初 末 态 字 称 必须 相反 . 
如 果 系统 自 旋 轨道 耦合 较 弱 , 能 基本 征 函数 可 以 表 成 有 确定 轨道 角 动 量 和 自 旋 
角 动 量 的 波 函 数 乘积 , 量子 力学 中 称 为 L-S 耦合 


virs zd 5 CẸl-ojoJM h-o WS (4.214) 
了 
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PUS 是 J2, Ja, L2 和 S 的 共同 本 征 函数 . 对 这 样 的 情况 , 还 可 根据 波 函 数 和 算 符 
在 Pa 和 Qn 作用 下 的 变换 性 质 式 (4.211), 得 到 附加 的 选择 定 则 


AL = L' — L = +1 sk; 0, 0— 0 
AS=S'—-S=0 


注意 , 对 个 电子 的 复杂 系统 , 宇 称 未 必 等 于 (—1)E, 因而 AL = 0 的 跃迁 不 一 定 破 
坏 字 称 守 便 . 
辐射 相对 强度 与 CG 系数 平方 成 比例 


(Py alY119g0 : 100620 Y01920] : I(wiralY | i)l> 
= (Ciro) : (Orm) : (Euraid) 
例如 , J' = J — 1 BF, 由 式 (4.141)[ 或 式 (A13.22)] 查 得 此 比 为 
(J-M)(J -M -1) : 2JU— M)U + M) : U+ M)U+ M — ) 
对 于 给 定 的 J.J 和 M, 辐射 相对 总 强度 正比 于 


(4.215) 


(4.216) 


L 2 9J+1 2 
E (Chro) -环行 二 ( 
= == 


它 与 M 无 关 , 说 明 总 跃迁 概率 与 角 动 量 矢量 的 空间 取向 无 关 . 
* 四 、 兰 德 因 子 和 塞 曼 效应 

斯 特 恩 (Stern)- 盖 拉 赫 (Gerlach) 实验 发 现 , 狭窄 的 S 态 所 原子 束 通过 不 均匀 
磁场 时 发 生 偏转 , 在 照相 底片 上 出 现 两 条 谱 线 , 说 明 原子 具有 磁 矩 . 这 是 发 现 电子 自 


旋 的 最 早 实验 , 并 测 得 自 旋 角 动 基 的 回转 磁 比 率 (geromagnetic ratio) 比 轨道 角 动 其 
的 回转 磁 比 率 大 一 倍 . 因此 原子 的 总 磁 矩 算 符 Ma 表 为 


u 2 _ 2J'+1 
J i 
Cu-nam) = 37+1 


es 三 ,= -sj 
M, = Im (La + 2Sa) = N (Ja + Sa) = om (4.217) 


因 取 自然 单位 , c=ħñ=1. 上 式 中 , m, 是 电子 质量 , g 称 为 兰 德 (Landé) HF. 在 状 
态 Vi 中 磁 矩 第 三 分 量 的 平均 值 为 


As = (Vy = MeM eol 
TB = (Vi lMol oi) = EA = -EE ERIS yh) 
(g -1)M = (VlSsl Pk) (4.218) 


由 于 Ja 和 S, 都 是 矢量 算 符 , 它们 在 相同 状态 中 的 矩阵 元 成 比例 


(WW|S.| Pir) = Ar( wirlJal Eye) (4.219) 


48 不 可 约 张 量 算 符 及 其 矩阵 元 -159 


比例 系数 A; 与 磁 量 子 数 M 和 M 无 关 . 因为 J. by, 可 表 为 bz, 的 线性 组 合 , 把 
它 代替 式 (4.219) 中 的 Pi 等 式 仍 成 立 , 即 
3 3 
D (Pilsa D0) = A; (Philadel YR) = AJQ +1) 
a=1 a=1 
如 果 wi 是 通过 L-S MERRE [ 见 式 (4.214)], 则 它 同时 是 L? 和 S? 的 共同 
本 征 函 数 . 因为 


3 3 3 3 3 
Y= (5) = + $2-2D Sada 
= ms a=1 


a=1 1 a=1 a=1 
3 

Y (9#|S.J.| pg) = (J(J +1) + S(S +1) — L(L + 1)} /2 
得 
_ JU +1D+S(S+1) — L(L+1) 
y 2J(J +1) 
TER (4.219) 中 取 a = 3, M' = M, 与 式 (4.218) 比较 , 得 
3J(J+1)+S(S+1) - L(L +1) 


A; 


g=1+A;)= RES) (4.220) 
对 于 单个 电子 , S= 1/2, L= JF 1/2, # 
2J+1 an ari 
2J ' 3 Pelcz 
9 2J+1 1 (4.221) 
27TT， š L=J+3 


现在 把 原子 置 于 沿 zs 轴 方 向 的 磁场 中 , 如 果 磁场 足够 强 , 自 旋 轨 道 耦合 作用 可 
以 忽略 , 波 函 数 用 WW3 来 描写 , 对 应 能 二 为 


e 
E= Eo+ m," +20)H (4.222) 


Eo 为 尚未 引入 磁场 时 系统 的 能 量 , 在 磁场 中 系统 能 级 的 改变 与 上 和 5 无 关 . 
电 偶 极 跃迁 选择 定 则 为 


AL=+1 R0, 0— 0, 


(4.223) 
Am = +1, 0, AS=0, Ac =0 
因此 电 偶 极 辐射 的 光子 能 量 为 
AE, 当 Am = 0 ， 沿 rs 轴 偏振 的 平面 偏振 光 
AE= eH (4.224) 
AEF 3 当 Am=41, #E ziz2 平面 内 的 圆 偏振 光 
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当 沿 磁场 方向 (zs 轴 ) 观测 时 , 看 不 见 平面 偏振 光 , 只 能 看 见 等 距离 地 偏离 原 谱 线 
(AEo) 的 两 条 圆 偏振 光 , 移 向 红 光 方向 的 是 左 偏振 光 (m — m' = -Am = 一 1), 移 向 
紫光 方向 的 是 右 偏振 光 (m — m' = 1). 当 沿 垂直 磁场 方向 观测 时 , 看 到 三 条 谱 线 , 两 
侧 的 谱 线 与 沿 磁场 方向 观测 的 谱 线 相 同 , 中 间 一 条 是 沿 zs 方向 的 平面 偏振 光 . 这 
种 在 较 强 磁场 中 观测 到 的 谱 线 分 裂 的 现象 称 为 简单 塞 曼 (Zeeman) 效应 [ 见 图 4.3]. 

在 弱 磁 场 中 , 自 旋 轨道 焰 合 作用 不 能 忽略 , 波 函数 用 式 (4.214) 给 出 的 DS 来 
描写 , 在 磁场 中 的 能 级 为 

E= E+ ZMH 


现在 AE 5 J, L, S 和 M 都 有 关 , 因此 观测 到 的 谱 线 分 裂 情 况 与 初 末 态 的 角 动 基 
其 子 数 有 关 
AE = AE + i (gM — gM’) (4.225) 


这 种 谱 线 分 裂 现 象 称 为 复杂 塞 曼 效应 . 
左 贺 偏 拓 ELLEI 


(a) 沿 磁场 方向 观测 | | Av 


(b) 垂直 磁场 方向 观测 | | | 
平面 偏振 


图 4.3 ”简单 塞 曼 效应 


* 五 、 自 旋 轨 道 看 合 引 起 的 能 级 分 裂 
自由 原子 总 哈密 顿 最 为 
H = H, + Hrs + Hss 
其 中 , H, 是 哈密 顿 基 的 主要 项 , 自 旋 轨 道 耦合 Hs 可 以 看 成 微 扰 , 自 旋 自 旋 耦 合 
Hss 通常 可 以 忽略 . 


1 Ze? 2 
Eo 


> 
Hs = tlr) (Ba) 
Elri) 在 转动 变换 中 保持 不 变 . 
H, 只 与 空间 坐标 有 关 , 它 是 各 向 同性 的 , 在 On, Qa 和 Pr 作用 下 都 保持 不 变 
本 征 函 数 可 以 取 有 确定 12, La, S 和 Ss 的 波 函 数 VLWS, 也 可 以 取 有 确定 J?, Ja, 
12 和 S? 的 波 函 数 ws 
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Vs = Y Cem Yh eo WE (4.226) 
z 


而 微 扰 哈 密 顿 量 His 只 对 OR 保持 不 变 , 在 转动 变换 中 的 变换 性 质 与 .5 相同 ， 
因此 式 (4.226) 仍 是 好 的 零 级 波 函 数 . 尽管 VWS 不 是 好 的 零 级 波 函 数 , 但 根据 算 
符 在 转动 变换 中 的 变换 性 质 , 有 


(Wh WS HLSW) = CLSA WEL Sph ws) 


当 用 CG 系数 把 WS 组 合成 PEIS 时 , 约 化 矩阵 元 C(LS) RÆ. 因此 能 量 一 级 
微 扰 为 
BO = (wifslHsl RS) 

= QLS) SIE - Siorts) (4.227) 

= BC(LS) (JU +1) - L(L + 1) — S(S + 1)} 
其 中 用 到 式 (4.194). 

引入 微 扰 哈密 顿 量 HLs 后 , 相同 工 和 S 不 同 J 的 状态 能 级 发 生 分 裂 , 而 能 级 

的 修正 对 J 的 依赖 关系 已 在 式 (4.227) 中 明显 地 显示 出 来 了 . 例如 , L = 1, S = 3/2 
的 状态 , 在 原子 物理 中 用 符号 P; 标记 , 其 中 总 角 动 量 J 可 取 5/2, 3/2 和 1/2 三 个 
数值 , 它们 的 能 级 修正 分 别 是 


EQ) = 3¢(P) Ë G + 1) -1(1+1)- 3 G; + 1)} = Zeep) 
EÜ) = ZCP) Ë G $ 1) -1(1+1)- H G + 1)} = -C(P) 
EĻ), = FCCP) Ü G +1) -10 +1)- š G: F 1)} = - cP) 
EŞ), : ES) : EG = 3: (—2) : (-5) 


为 了 计算 5(ZS), 还 需 引 入 进一步 的 近似 模型 . 例如 , 引进 哈 特 里 - 福 克 (Hartree- 
Fock) 近似 , 并 结合 转动 对 称 性 质 , 可 得 到 关于 C4(LS) 更 多 的 知识 . 


习 是 
1. 用 数学 归纳 法 证 明 辅 助 公式 
erpe- = B + le B+ ge, le B+… 


= È Ze, le, le 有 
=: 
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其 中 , a 和 6 是 同 维 矩 阵 . 再 利用 此 辅助 公式 证 明 


3 
ul, wonu, w) = >》 aoRoe( 交 ,ww) 
[| 
其 中 
u(ñ,o) = exp(—io8-ñ/2) ， — R(ñ,o)= exp (wà ? T) 

Ta, Ta 和 Ts 由 式 (4.11) 和 (4.12) 给 出 . 进一步 根据 u( 元 ,w) 和 R, w) 的 这 一 对 应 关系 , 证 明 
SO(3) ~ SU(2). 

2. 把 上 式 的 RÔ w) = exp (iw T) 展开 成 有 限 项 矩阵 之 和 - 

提示 : T2 = Ta. 

3. 把 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 D? 关于 子 群 Ds 的 分 导 表 示 , 按 子 群 不 可 约 表示 约 化 , 找 出 
约 化 的 相似 变换 矩阵 . 

4. 计算 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 D! 关于 正二 十 面体 固有 点 群 I 的 分 导 表示 按 子 群 1 不 可 
约 表 示 约 化 的 克 莱 布施 - hA. 

5. 分 别 计算 SO(3) 群 的 不 可 约 表示 D', D? 和 D? 关于 正二 十 面体 固有 点 群 1 的 分 导 表 
示 , 按 子 群 I 不 可 约 表示 ( 见 附录 6) 约 化 的 相似 变换 矩阵 , 并 由 工 群 的 元 素 在 D! 表示 中 的 表示 
和 矩阵 , 计算 I 群 各 二 次 轴 、 三 次 轴 和 五 次 轴 方 向 的 极 角 [ 即 计算 式 (2.26) 中 的 0, 至 05]. 

6. 证 明 在 SU(2) 群 中 , 相同 w 的 元 素 uâ w) TAI, 构成 一 类 . 

7. 试 由 球 函数 YE (ñ)(e 固定 ) 线性 组 合 出 轨道 角 动 量 沿 ra = (E — 2) /V3 方向 的 本 征 
值 为 m 的 本 征 函数 . 

8. 设 函数 of, (z) 是 属于 SO(3) 群 不 可 约 表示 Dm 行 的 函数 , 试 由 yh (e) 线性 组 合 出 
轨道 角 动量 沿 a> 方向 的 本 征 值 为 m 的 本 征 函 数 . 

提示 : 先 利用 式 (4.82). 

9. 分 别 计算 下 列 转动 变换 矩阵 R 的 欧 拉 角 
-VS5-2 V3-2 -v5 ) 


1) R(w8n)= 4 | V3-2 -v3-2 Vi 
- 2 Va 2V3 
| 3V3—2 
2) Rab) = š Vi-6 V6+2V3 2⁄2 |, 
-2V2 -2V6 4⁄2 
V3 1 0 
3) RB =| 1 -vs o |: 
0 0 -2 
10. 分 别 计算 下 列 转 动 变 换 RA, w) 的 欧 拉 角 
(1) R{(E sin 8 + ës cos), z), — (2) RI(& +ë + ës)/ V3, 27/3), 
(8) R[(E: sin 8 + Z; cos 0), 7]. 


11. 试用 SU(2) 群 的 表示 矩阵 D: (Ew) 和 d (w) 表 出 绕 ñ 方向 转动 w 元 素 的 表示 矩阵 
DI (ñ, w). 
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12. 试 计算 {O UP EOT) y EP O 是 转动 群 的 表示 矩阵 , TŠ 是 该 表示 的 第 
三 个 生成 元 

提示 : 利用 伴随 表示 的 性 质 . 

13， 对 任何 一 阶 李 群 ,组合 函数 为 f(r, s)， 试 选择 新 参数 r',， 使 新 的 组 合 函数 为 相 加 关系 ， 
FS) =r + s. W za 方向 相对 速度 为 o 的 两 惯性 系 间 的 洛 伦 北 变 换 A(v) 取 如 下 形式 , 它 
的 集合 构成 一 阶 李 群 


1 0 0 0 一 
7= (120e, 
awel O 0 
OSS| oo + -me Jesaja Di . ` 
0 0 iyv/e y 1+viv2/c? 


请 选择 新 参数 , 使 新 的 组 合 函 数 为 相 加 关系 . 

14. 试用 克 莱 布 施 - 姜 登 系数 计算 三 个 电子 系统 总 自 旋 角 动量 本 征 函数 . 

15， 利 用 SO(3) 群 和 SU(2) 群 的 同 态 关系 ， 验算 O 群 元 素 的 乘积 公式 ， R, = Ss, 
TTz = Ri ft R. R. = R$. 
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晶体 对 称 性 的 研究 是 群 论 方法 在 物理 中 应 用 的 一 个 典型 的 例子 . 仅仅 根据 晶体 
具有 平移 不 变性 , 通过 系统 的 群 论 研究 , 就 可 以 对 晶体 进行 分 类 , 计算 出 晶体 可 能 有 
的 11 种 固有 点 群 , 32 种 点 群 , 7 种 蝇 系 , 14 种 布 拉 菲 (Bravais) 格子 , 73 种 简单 空间 
群 和 230 种 空间 群 . 本 章 将 从 群 论 的 角度 研究 晶体 的 对 称 变换 群 及 其 表示 , 系统 研 
究 晶体 的 分 类 . 


5.1 晶体 的 对 称 变换 群 


晶体 的 基本 特征 就 是 组 成 晶体 的 原子 在 三 维 空间 有 周期 性 的 排列 , 这 种 周期 性 
的 规则 排列 称 为 晶 格 . 晶 格 对 三 维 空间 一 定 的 平移 变换 保持 不 变 


F— r =T(ÜrF= F+ (5.1) 


这 样 的 平移 矢量 £ Fe h XH. 唱 格 最 小 的 周期 单元 称 为 唱 格 的 原 胞 , 它 的 不 共 
面 的 三 条 楼 可 选 为 描述 唱 格 的 基本 矢量 , 称 为 晶 格 基 矢 di. 如 果 晶 格 矢 基 都 可 表 为 
晶 格 基 矢 的 整数 线性 组 合 , 这 样 的 晶 格 基 矢 称 为 原始 的 (primitive). 除非 特别 声明 ， 
我 们 约定 所 选取 的 晶 格 基 矢 都 是 原始 的 
3 
l= añ +äzb +a =) ib 《i 是 整数 (6.2) 
i=1 
选 定 了 晶 格 基 矢 , 晶 格 矢量 可 以 用 三 个 整数 4 来 描写 ， 保 持 晶体 不 变 的 平移 变换 
TÖ 的 集合 构成 群 , 称 为 晶体 的 平移 群 , 简称 平移 群 , 记 作 T. 
除了 平移 不 变性 外 , 晶体 往往 还 有 平移 、 转 动 和 反 演 的 协同 变换 的 不 变性 , 这 
些 对 称 变换 在 晶体 理论 里 称 为 晶体 的 对 称 操作 , 一 般 记 作 g(R, a) 


3 
F— m =g(Ra)F=Rr+a, a= as, (5.3) 
i=1 
其 中 , R 是 三 维 实 正 交 变 换 , 包括 固有 转动 和 非 固 有 转动 , 它 保 持原 点 不 变 , ai 是 实 
常数 , 描写 原点 的 平移 . 如 果 a = 0, W g(R,0) = R 是 固有 或 非 加 有 转动 变换 ， 当 
` = E 时 , e, 必须 取 整数 6i, gE, D = T(Ë) 是 平移 变换 . 对 称 变换 的 乘积 定义 为 相 
继 做 两 次 对 称 变换 


g(R, A)g(R', MF=9(R 0) {RF + Ë} = REF+a+ RË 
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g(R,a)g(R',B) = g(RR',a+ RA) (5.4) 
g(R,a) 1 = g(R-1,-R-la) (5.5) 


在 乘积 中 , 转动 部 分 做 通常 的 转动 乘积 , 但 平移 部 分 不 是 简单 相 加 , 它 受到 转动 变换 
的 影响 . 正 因为 参加 协同 变换 的 平移 部 分 对 转动 变换 的 乘积 没有 影响 , 所 以 对 于 给 
定 的 晶体 , 在 它 的 对 称 变换 g(R,a) 中 出 现 的 所 有 实 正 交 变换 R 的 集合 构成 群 , 称 
为 晶 格 点 群 , 简称 点 群 , 记 作 G- 

晶体 对 称 变换 的 集合 构成 晶体 对 称 群 , 称 为 空间 群 , 记 作 S. 平移 群 T 是 空间 
群 S 的 子 群 , 而 且 是 不 变 子 群 , 因为 平移 变换 的 共 生 元 素 仍 是 平移 变换 


g(R,aT(Be(R a) = g (E,& + RË- R*a)) =T(nb , 


R= ñ (5.6) 
设 4 是 as 中 的 整数 部 分 , 则 
i= litti, 0<t,<1, 


5.7 
g(R,a) = T(Ü)g(R,Ü en 


可 以 证 明 , 对 于 给 定 的 晶体 和 选 定 的 晶 格 基 矢 , 在 对 称 变换 中 , 每 一 个 R 只 能 对 应 
—4 Ë 用 反 证 法 . 设 g(R,t) R ə(R,?) 都 是 晶体 的 对 称 变换 , 则 


g9(R,D)-'a(R,P) = T(-R- Ë+ RË) = TË , 


ï -t= R= Ë 


由 于 式 (5.7) 对 的 限制 , 只 能 六 = 五 证 完 . 

式 (5.7) 是 平移 群 陪 集 的 一 般 形式 , 它 给 出 平移 群 陪 集 与 点 群 元 素 R 间 的 一 个 
一 一 对 应 关系 , 平移 群 和 恒 元 E 对 应 , 由 式 (5.4) 和 (5.5), 这 种 对 应 关系 对 它们 的 
乘积 保持 不 变 , 因而 平移 群 的 商 群 S/T 同 构 于 点 群 G 


S/T= G (5.8) 


注意 , R 不 一 定 是 晶体 的 对 称 变换 , 点 群 一 般 也 不 是 空间 群 的 子 群 . 若 lR, 中 的 
矢量 = 0, R 才 是 晶体 的 对 称 变换 , 只 有 当 点 群 所 有 元 素 对 应 的 矢量 都 是 零 时 ， 
点 群 才 是 空间 群 的 子 群 . 这 样 的 空间 群 称 为 简单 空间 群 (symmorphic space group). 
由 于 平移 不 变性 的 存在 , 按照 式 (5.6), 晶 格 点 群 受到 很 大 的 限制 , 对 于 给 定 的 晶 格 
点 群 , 式 (5.6) 又 使 晶 格 基 矢 的 方向 和 大 小 受到 限制 , 从 而 决定 晶体 的 可 能 晶 系 和 布 
拉 菲 格子 , 决定 晶体 可 能 的 空间 群 . 这 就 是 晶体 的 周期 性 排列 决定 晶体 分 类 的 基本 
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52 晶 格 点 群 
本 节 研 究 平移 不 变性 对 点 群 元 素 R 的 限制 , 从 而 确定 晶体 可 能 有 的 全 部 唱 格 


一 、 点 群 元 素 R 的 可 能 形式 


先 介绍 晶体 理论 中 对 实 正 交 变换 R 常 用 的 描写 方式 .以 前 我 们 常 在 正 交 归 一 
的 基 & 中 描写 实 正 交 变 换 , 在 此 基 中 实 正 交 变 换 的 矩阵 形式 是 实 正 交 和 矩阵 . 在 这 一 
章 里 , 为 了 与 以 晶 格 基 矢 为 基 时 变换 的 矩阵 形式 相 区 别 , AKERE DR) 


3 
a = ôa, Rá = ëDi(R) 6.9) 
b=1 


在 晶体 理论 中 , 晶 格 基 矢 a, 处 于 特殊 的 地 位 , 因为 晶 格 矢量 都 是 晶 格 基 矢 的 整数 线 
性 组 合 . 到 晶 格 基 矢 作为 基 会 给 计算 带 来 很 多 方便 , 当然 晶 格 基 矢 的 不 正 交 归 一 性 
也 会 造成 一 些 困难 , 需要 设法 于 以 弥补 . 弥补 的 方法 就 是 引入 倒 唱 格 基 矢 Di. 设 


3 
G=) Xa, detX#0 (5.10) 
d=1 
由 于 晶 格 基 矢 一 般 不 是 正 交 归 一 的 , X 矩阵 是 实 矩 阵 , 但 一 般 不 是 实 正 交 和 矩阵 . 定 
义 倒 晶 格 基 矢 b, 
k= (Xas w= Xabi (5.11) 
则 
Üi- āj = a, b = ó; (5.12) 
在 这 一 章 里 , 我 们 很 少 用 正 交 归 一 的 基 Z, 而 用 晶 格 基 矢 di 为 基 . 在 基 a, 中 , 实 正 
交 变 换 RR 的 矩阵 形式 R. REK EE E 


3 
Ráj= äD;(R), D(R)= x-1D(R)X 


i=l 
3 
Wm =D OC) na = (X) Dan 
= 


- E [E ea panax, eds 


Di (R) = b, - Ra; = a; - Rb, (5.13) 
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在 晶体 理论 中 常用 并 矢 来 代替 矩阵 形式 ， 所 谓 并 矢 可 以 直观 地 理解 为 两 个 矢 
量 并 在 一 起 , 两 矢量 分 别称 为 左 矢 和 右 矢 . 每 个 矢量 都 可 以 独立 地 做 矢量 运算 . 并 
矢 用 上 面 带 两 个 箭头 的 符号 标记 . 写 在 并 矢 左 面 或 右面 的 矢量 运算 , 分 别 是 和 并 矢 
的 左 矢 或 右 矢 进 行 运算 的 . 并 矢 与 矢量 做 叉 乘 运算 后 仍 是 并 矢 , 与 矢量 做 点 乘 运算 
后 变 成 矢量 , 并 矢 与 并 矢 做 点 乘 运算 后 仍 是 并 矢 . 实 正 交 变换 RR 的 并 矢 为 
R =Y Di(R)aib; = 1] 5 a, 
> iS, > De ] jā Ei 
Di(R)=B: R- āj = a;. R “1.5, 


恒 等 变换 的 并 矢 是 


mu 
l 


= > Tb = > Bj (5.15) 


空间 反 演 o 的 并 矢 添 一 负 号 . aaa, pns 多 方向 转动 w 角 的 变换 RA, w) 的 
并 矢 形 式 为 Ë ' 
Rl w) = ô + (了 一 ññ.) cosw + (T x ñ) sinw (5.16) 
ñ JEW 交 方 向 的 投影 算 符 , (了 一 an) 是 垂直 元 方向 的 投影 算 符 . 
现在 讨论 平移 不 变性 对 点 群 元 素 R 的 限制 . R (5.6) 指出 , 晶 格 矢量 经 变换 R 
后 必须 仍 是 晶 格 矢 基 , 因而 唱 格 基 矢 经 变换 R 后 是 晶 格 基 矢 的 整数 线性 组 合 , 即 R 
的 矩阵 元 素 D. (R) 全 是 整数 , 矩阵 迹 也 是 整数 ， 实 正 交 变换 在 任何 基 中 的 矩阵 迹 
都 可 用 转动 角度 w 表 出 
士 (1+2cosw) = 整数 (5.17) 
其 中 , 正 号 对 应 固有 转动 , 负 号 对 应 非 固有 转动 . 因为 矩阵 迹 取 整 数 , 所 以 cosw 是 
半 整 数 , 即 等 于 0, +1/2 和 +1. 这 样 , 转动 角度 o 只 能 取 
w=2m/N, N=1,2,3, 46, 0<m<N (5.18) 
这 就 是 说 , 晶 格 点 群 元 素 只 能 是 固有 或 非 固有 的 N 次 轴 转 动 , N 等 于 1, 2, 3, 4 或 
6. 
倒 晶 格 基 矢 的 整数 线性 组 合 称 为 倒 晶 格 矢量 , 记 作 K. 倒 晶 格 矢 基 和 晶 格 矢量 
的 点 乘 是 整数 . 由 于 矢量 点 乘 后 变 成 标量 , 在 实 正 交 变换 中 保持 不 变 . 取 R 为 晶 格 
点 群 的 元 素 
ü- Rā; = (mh) :看 二 整数 
则 Rb, 仍 是 倒 晶 格 矢量 , R 在 倒 晶 格 基 矢 中 的 矩阵 元 素 [DR]; 也 都 是 整数 , 或 
者 说 
RK = Ř' (5.19) 
在 晶 格 空间 和 倒 唱 格 空间 , 唱 格 点 群 是 相同 的 . 
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二 、 晶体 的 固有 点 群 


首先 , 如 果 固 有 点 群 只 包含 一 个 固有 转动 轴 , 则 它 是 循环 群 ， 这 样 的 固有 点 群 
只 有 五 种 , 按 能 夫 利 (Schoenflies) 符号 记 作 Cw, N = 1, 2, 3, 4 和 6. 按 点 群 的 国际 
符号 , 它们 就 用 数 N 标记 . 通常 把 转动 轴 取 为 zs 轴 . Cw 群 是 阿 贝尔 群 , 含 N 个 元 
K, 有 一 个 生成 元 Cu, 它 是 绕 zs 轴 转动 2r/N 角 的 变换 , 并 矢 记 作 Cn. 群 中 其 他 
TRECH. Co RA N 个 一 维 不 可 约 表示 , 生成 元 的 表示 矩阵 为 


D™ (CN) = exp (—i2xm/N) , 0<m<N 


其 中 , m 标记 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 

其 次 , 我 们 研究 包含 两 个 或 两 个 以 上 转动 轴 的 点 群 , 先 研究 转动 轴 数 量 上 的 限 
制 . 设 固有 点 群 G 包含 na 个 二 次 轴 , ns 个 三 次 轴 , na 个 四 次 轴 和 ne 个 六 次 轴 , 这 
些 转动 轴 对 应 的 转动 , 除 恒 元 外 没有 公共 元 素 , 因而 点 群 G 包含 的 元 素数 目 为 


g = 1 + n2 + 2n3 + 3nà + 5ne (5.20) 


对 每 个 次 轴 , 循环 群 元 素 之 和 的 并 矢 记 作 (Óv), 显然 , 它 作用 在 六 上 得 Nñ, 而 
fE JH fE 3 8. ñ 的 矢 基 上 得 零 , 因而 (Cs) 正比 于 负 方 向 的 投影 算 符 


{Cn} = Nin 


在 包含 å 在 内 的 一 组 正 交 归 一 的 矢 基 基 中 , 容易 算得 这 算 符 矩阵 形式 的 矩阵 迹 为 
N. 扣除 恒 元 的 矩阵 迹 为 3, 其 余 元 素 之 和 的 矩阵 迹 为 N - 3. 这 样 , 点 群 全 部 元 素 
之 和 对 应 的 抢 阵 , 矩阵 迹 为 


3 + (2 — 3)n2 + (3 — 3)na + (4 — 3)n4 + (6 — 3)ne = 3 — n2 + na + 3n6 


另 一 方面 , 根据 重 排 定理 , 点 群 全 部 元 素 之 和 作用 在 任何 非 零 撩 基站 上 满足 


位 sr) -[> 对 
REG REG 
即 括号 内 的 矢量 在 点 群 任意 元 素 S 作用 下 保持 不 变 . 只 要 点 群 G 包含 有 两 个 不 同 
方向 的 转动 轴 , 这 样 的 矢量 只 能 是 零 矢 量 , 因而 对 这 样 的 点 群 , 全 部 元 素 之 和 对 应 零 
矩阵 
3 — n2 + na + 3n6 = 0 (5.21) 

这 条 件 限制 了 点 群 G 包含 的 转动 轴 数 目 . 

现在 我 们 具体 研究 包含 两 个 以 上 转动 轴 的 固有 点 群 . 讨论 中 必须 计算 绕 不 同 轴 
转动 元 素 的 乘积 问题 . 若 按 三 维 转动 矩阵 相 乘 , 计算 太 复 杂 . 利用 SO(3) 群 和 SU(2) 
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群 同 态 关 系 , 计算 相应 SU(2) 群 元 素 的 乘积 , 计算 量 就 会 大 大 减少 . 由 于 +u 对 应 同 
一 个 转动 变换 , 对 于 u 矩阵 及 其 乘积 的 符号 不 必 在意 . 我 们 用 到 的 基本 公式 是 


u(ñ,o) = 1cos(w/2) — i (ë - å) sin(w/2) 


cos(w/2) = 5 Tr {u(t, w)} (5.22) 
(g - ña) (F - ño) = 1 (ñi - ñə) + ië - (ña x ñ2) 
因为 允许 的 只 有 二 、 三 、 四 和 六 次 轴 , 所 以 cos(w/2) 只 能 取 如 下 允许 值 
1 1 V3 
cos(w/2)=0, +3, + +> + (5.23) 


首先 , # G 不 包含 高 于 二 次 的 转动 轴 , 则 由 式 (5.21) 得 na = 3. 二 次 轴 转 动 
对 应 的 4 矩阵 为 


u(ñ,x) = —i(ë - ñ) 
u(ñi,n)u(ñə, z) = —1 (ñi - ño) — ið (fi x ño) (5.24) 
既然 乘积 元 素 仍 是 二 次 轴 转 动 , 则 
ñi: ña 一 0 ， fa = ñi X ño 


三 个 二 次 轴 互 相 垂直 . 这 点 群 正 是 D> 群 , 它 是 阿 贝尔 群 , 同 构 于 四 阶 反 演 群 Vs, R 
法 表 见 表 2.3, 特征 标 表 见 表 3.6. 

其 次 , 讨论 点 群 只 含有 一 个 高 于 二 次 的 转动 轴 , 设 为 N 次 轴 , 称 为 主轴 , 通常 
把 主轴 方向 取 为 zs 轴 . 点 群 中 的 其 他 转动 元 素 只 能 使 主轴 反 向 , 因而 只 能 是 轴 向 
与 主轴 垂直 的 二 次 轴 转 动 . 由 式 (5.21) 知 , 二 次 轴 的 数目 正好 等 于 高 次 轴 的 次 数 N. 
由 式 (5.24) 知 , 相 邻 两 二 次 轴 转 动 的 乘积 是 N 次 轴 转 动 , 因而 相 邻 两 二 次 轴 的 夹 角 
H n/N. 此 群 正 是 Dy 群 , N = 3, 4 和 6. Dw 群 包含 2N 个 元 素 , 乘积 规则 见 式 
(2.12), 特征 标 表 见 表 3.7, 3.12 和 3.13. Dy 群 元 素 都 可 表 为 两 个 子 群 元 素 的 乘积 : 
CNC, 其 中 C3 是 沿 zi 轴 方 向 的 二 次 轴 转 动 群 . Dy 群 的 国际 符号 为 N2/. 

第 三 , 设 G 包含 两 个 以 上 三 次 转动 轴 , 但 不 含 高 于 三 次 的 转动 轴 . 三 次 轴 转 动 
对 应 的 u 矩阵 为 


u(ñ,+2x/3) = 1/2 F i (ë - ñ) /3/2 
对 两 个 不 同 轴 向 的 三 次 轴 转 动 的 乘积 , 乘积 元 素 转角 之 半 的 余弦 为 
了 fen +22/3)u(ñ2, 27/3)} = 1/4 + 3 (ñi - ñ) /4 (5.25) 


要 使 这 些 取 值 都 在 式 (5.23) 给 出 的 范围 内 , 允许 的 解 只 有 ñi f2 = +1/3. 由 于 一 
个 轴 反 向 使 和 撩 基点 乘 改 号 , 不 失 普遍 性 , 可 取 


is=cos0=-1/3, 4=109°28 (5.26) 
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由 三 次 轴 转 动 的 乘积 , 可 得 四 个 对 称 分 布 的 等 价 的 三 次 转动 轴 , ns = 4. 三 次 轴 是 极 
性 轴 , 相 邻 三 次 轴 的 夹 角 为 9. 由 式 (5.21) 得 na = 3, 三 个 二 次 轴 只 能 沿 两 个 相 邻 三 
次 轴 的 角 平分 线 方向 , 互相 等 价 . 相 邻 二 次 轴 与 三 次 轴 的 夹 角 余弦 为 1/V3. 事实 上 


u(ñai, —27/3)u(ñ2, 27/3) = ië. (V3ñi — V3ñ2 + 3ñi x ño) /4, 
ña : (V3ña — V3ña + 3ñi x ño) /4 = 1/V3 


通常 让 三 个 二 次 轴 沿 坐标 轴 方 向 , 四 个 三 次 轴 沿 如 下 四 个 方向 
(a@1+éz+t2)/V3 和 (-a +ë F ës) /V3 


这 固有 点 群 就 是 正四 面体 对 称 群 T, 它 的 乘法 表 见 表 2.9, 特征 标 表 见 表 3.8. T 群 
元 素 都 可 表 为 三 个 子 群 元 素 的 乘积 , C4C2C?. T 群 的 国际 符号 为 322. 
最 后 , 一 般 地 讨论 包含 两 个 以 上 高 于 二 次 转动 轴 的 点 群 . 高 次 轴 次 数 至 少 是 三 ， 

它 会 使 男 一 个 高 次 轴 至 少 有 三 个 互相 等 价 的 轴 ， 点 群 显然 不 能 包含 两 个 以 上 六 次 
轴 , 因为 六 次 轴 同 时 又 是 三 次 轴 和 二 次 轴 , 三 次 轴 间 的 夹 角 必须 是 109"28', 而 若 两 
个 二 次 轴 以 此 为 夹 角 , 它们 元 素 乘积 的 转角 就 不 满足 式 (5.23) 的 条 件 . 因此 剩 下 的 
可 能 点 群 必须 不 含 六 次 轴 , 只 能 是 包含 两 个 以 上 四 次 转动 轴 的 点 群 . 四 次 转动 对 应 
的 4 矩阵 为 

u(ñ,+x/2) = 1/V2 F i (ë - ñ) / /2, 

ul, n) = —i(ë - ñ) 


对 两 个 不 同 轴 向 的 四 次 轴 转 动 的 乘积 , 乘积 元 素 转角 之 半 的 余弦 为 
Tr (u(ñi, £z/2)u(ñə,x/2)) /2 = 1/2 + (ña - ño) /2， 
Tr (u(ñi,z)u(ñə,n/2)) /2 = — (ñi ` ña) /V2 
要 使 上 式 的 余弦 值 都 满足 式 (5.23) 的 条 件 , 只 有 ñi - ño = 0, 即 四 次 轴 互 相 垂直 . 由 
于 四 次 轴 的 转动 , 三 个 四 次 轴 是 双向 的 和 互相 等 价 的 . 两 个 轴 向 垂直 的 四 次 轴 转 动 
的 乘积 会 产生 三 次 轴 转 动 和 二 次 轴 转 动 
u(ñi,x/2)u(ñə,z/2) = 1/2 — ið - (ñi + ñə + ña x ño) /2, 
ña - (ñi + hz + ñi x ña) / V3 = 1/V3 
三 次 轴 和 四 次 轴 的 相对 位 置 正 好 与 T 群 中 三 次 轴 和 二 次 轴 的 相对 位 置 一 样 . 现在 


四 个 等 价 的 三 次 轴 都 是 双向 轴 . 让 这 三 个 四 次 轴 沿 坐标 轴 方 向 , 四 个 三 次 轴 仍 与 T 
群 中 的 三 次 轴 一 样 取向 . 由 


u(ña,n)u(ñə,z/2) = -F (ñ + ñi x ño) /V2 
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可 见 这 二 次 轴 与 ñ, EH, 但 与 ñi 和 ñi x ño 都 成 /4 角 . 由 四 次 轴 转 动 , 得 六 个 
等 价 的 二 次 轴 , 分 布 在 各 坐标 平面 上 坐标 轴 的 角 平分 线 方向 . 二 次 轴 都 处 在 相 邻 的 
四 次 轴 和 相 邻 的 三 次 轴 的 角 平 分 线 方向 . 这 些 转动 轴 个 数 满足 条 件 (5.21). 这 固有 
点 群 就 是 立方 体 对 称 群 0, 它 的 乘法 表 见 表 2.9 和 2.11, 特征 标 表 见 表 3.9. O 群 元 
素 都 可 表 为 三 个 子 群 元 素 的 乘积 , C3C4C2. O 群 的 国际 符号 为 342”. 

这 样 , 可 能 的 晶 格 固有 点 群 共有 11 个 , 它们 的 结构 列 于 表 5.1. 在 晶体 理论 中 ， 
Wr 古方 向 的 转动 轴 用 不 带 撤 的 符号 标记 , 不 沿 a 方向 的 高 于 二 次 的 转动 轴 和 沿 a, 
方向 的 二 次 转动 轴 , 用 带 一 撤 的 符号 标记 , 沿 其 他 方向 的 二 次 转动 轴 用 带 两 撤 的 符 


号 标记 . 
表 5.1 ”品格 固有 点 群 的 结构 
| | ”包含 各 次 | ”不 等 价 不 可 分 解 为 指数 
i X | same | 约 表示 人 数 |m 环 | 生 | 为 2 的 
m 一 |=|= 三 | 点 群 | m 不 变 
" 数 |。|3|4|6| 维 | 维 | 维 | 的 乘积 元 子 群 
Oh 1 1 T 1 C1 Cı 
Ca 2 2 1 2 C2 C2 Cı 
cs | 3 3 1 3 C3 Cs 
C4 4 4 1 4 Ca Ca C2 
Ce 6 6 1 6 Ce Ce Ca 
pz|4|4|s 4 oo | cc | ca 
D | 6 N S 0. 2 1 CC} C3,0} Cs 
pls|sl|sa 1 4 | 1 Ge, | cac, | cepz 
De 12 6 6 1 4 2 C6C2 Ce,C; Ce,D3 
T 12|4|3| 4 3 1 C3C2C2 | Cs,C2 
o 24 5 6|4|3 2 1 2 C4CaC3 | 03,04 g 
三 、 品 体 的 非 固 有 点 群 


在 2.6 节 , 我 们 已 讨论 过 由 固有 点 群 G 找 非 固有 点 群 的 一 般 方法 . 有 两 种 非 固 
有 点 群 . 一 种 是 工 型 非 固 有 点 群 , 它 等 于 固有 点 群 G 和 二 阶 反 演 群 Ci 的 直 乘 , Ci 
包含 恒 元 和 空间 反 演 变换 o. 晶体 共有 11 种 了 型 非 固 有 点 群 , 它们 的 命名 规则 已 在 
第 二 章 介绍 过 (W. 2.6 节 ). 


Ci, Can = C2 @ C; Cs = Cs @ C; 
Ca =C489Ci, Ce = Ce QC; , Dan = D2 @ Ci 
(5.278) 
D34 =Ds@Ci,- Dan = D4 @ G; , Den = Ds Q Ci 
Tx = T@Ci , Ohn=0O@Ci 


x 另 一 种 是 P 型 非 加 有 点 群 . 如 果 固有 点 群 G 包含 指数 为 2 的 不 变 子 群 H, 保 
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持 子 群 H 元 素 不 变 , 把 陪 集 元 素 都 乘 以 空间 反 演 o, 就 得 到 相应 的 P 型 非 固有 点 
ËR. 表 5.1 已 列 出 晶体 固有 点 群 所 包含 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 由 此 可 得 晶体 的 如 
下 10 种 尸 型 非 加 有 点 群 


Cs S C2, S4 ~ Cu, Caa ~ Gs , C ~ D2 (6.27) 
Cav ~ Ds , Cav ~ Daa ~ D4, Cev Ds =De, Tam O 
32 种 晶 格 点 群 的 主要 性 质 列 于 表 5.2. 
表 5.2 RRAN 
固有 点 群 非 固有 点 群 
点 分 解 为 循 指数 为 2 的 P H (€ o) 了 型 ( 含 o) 
群 子 群 的 乘积 不 变 子 群 点 群 循环 群 乘积 点 群 循环 群 乘积 
Cı Cı Ci Ci 
C2 C2 C1 Cs Cs Can Cic2 
C3 Cs Cs Cai 
Ca Ca C2 S4 S4 Can CiCa 
Ce Ce Cs Ca Öis G Cice 
D2 C20} Ca Ca co Ba CiC2Cs 
Ds CaCs Cs Cav CsC; Daa CaiC9 
D4 CaCs Ca Ca Cc Da. CiCaCs 
D2 Daa S.C, 
Ds C |o Ce Ce c |; Den CiCeCs 
Ds Dan CnC, 
T CSCaC2 Th C, Co, 
° CSCaCY T 5 CS4CY On CAKA 


P 型 非 固有 点 群 与 相应 的 固有 点 群 同 构 , 因而 有 相同 的 特征 标 表 . 了 型 非 固 有 
点 群 是 相应 固有 点 群 和 二 阶 反 演 群 的 直 乘 , 不 等 价 不 可 约 表示 也 是 两 子 群 不 等 价 不 
可 约 表示 的 直 乘 . 在 晶体 理论 中 , 对 固有 点 群 和 非 固有 点 群 , 采用 的 不 等 价 不 可 约 表 
示 的 名 称 略 有 不 同 , 这 里 不 再 列举 . 


5.3 ”日 系 和 布 拉 菲 格子 


上 节 研 究 了 平移 不 变性 对 晶 格 点 群 的 限制 , 现在 研究 晶 格 点 群 对 晶 格 矢量 的 限 
制 . 按 晶 格 点 群 对 蝇 格 矢量 的 限制 情况 , 把 晶体 分 为 7 种 晶 系 , 在 每 种 晶 系 中 , 又 根 
据 晶 格 矢量 的 分 布 特征 , 分 为 若干 个 布 拉 菲 (Bravais) 格子 , 共有 14 种 布 拉 菲 格子 . 
本 节 先 研究 简单 空间 群 的 情况 , 即 晶 格 点 群 是 空间 群 的 子 群 , 点 群 元 素 是 晶体 的 对 
称 变换 , 晶体 的 所 有 对 称 变换 都 可 表 为 平移 变换 和 点 群 元 素 的 乘积 ,下 节 再 研究 一 
般 空间 群 的 情况 . 
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一 、 品格 矢量 应 满足 的 条 件 


R (5.6) 和 (5.19) 是 晶体 平移 不 变性 对 晶 格 点 群 元 素 的 限制 , 当 品 格 点 群 确定 
后 , 它 又 反 过 来 对 晶 格 矢量 和 倒 晶 格 矢量 做 出 限制 


Ri=E, RŘ=Ř' (5.28) 


不 同 的 点 群 给 出 的 限制 一 般 是 不 同 的 , 但 有 些 点 群 给 出 相似 甚至 相同 的 限制 ， 
例如 空间 反 演 变换 o 在 任何 表象 中 都 是 常数 矩阵 (—1), 对 蝇 格 基 矢 的 选择 没有 限 
制 , 因而 非 固 有 点 群 与 对 应 的 固有 点 群 , 对 晶 格 基 矢 的 限制 是 相同 的 . 除了 N = 2 
外 , Cs 群 和 Ds 群 对 晶 格 基 矢 的 限制 类 似 , T 群 和 O 群 对 晶 格 基 矢 的 限制 相同 . 根 
据 这 些 限 制 条 件 , 把 晶体 分 为 7 种 晶 系 : 

(1) ZAHAR (triclinic), 对 应 点 群 C1 和 Ci. 

(2) 单 斜 晶 系 (monoclinic), 对 应 点 群 Cz, C, 和 Con- 

(3) EZX Sh Z (orthorhombic), 对 应 点 群 D2, Cz。 和 Don- 

(4) 三 方 晶 系 (trigonal), 对 应 点 群 Cs, Cai, Ds, Ca 和 Daa- 

(5) 六 方 晶 系 (hexagonal), 对 应 点 群 Ce, Can, Con, Da, Cov, Dan 和 Den- 

(6) 四 方 晶 系 (tetragonal), 对 应 点 群 C4, Sa, Can, Da, Cav, Doa 和 Dan. 

(7) 立方 晶 系 (cubic), 对 应 点 群 T, Th, O, Ta 和 On- 

在 实际 计算 中 发 现 , 有 一 类 三 方 品系 , 点 群 对 晶 格 基 矢 的 限制 和 六 方 晶 系 相同 ， 
归 入 六 方 晶 系 , 另 一 类 称 为 萎 方 晶 系 (rhombohedral). 

以 前 我 们 选取 的 晶 格 基 矢 a, 是 原始 的 , 任何 晶 格 矢 基 都 可 表 为 晶 格 基 矢 的 整 
数 线性 组 合 . 现在 为 了 对 每 一 晶 系 , 按照 点 群 对 晶 格 矢 基 的 限制 , 用 统一 的 方法 引入 
晶 格 基 矢 , 适当 选取 非 原始 的 晶 格 基 矢 会 更 方便 一 些 . 这 里 所 谓 的 非 原 始 的 晶 格 基 
RH, 在 基 矢 方向 晶 格 基 矢 仍 是 最 短 的 晶 格 矢量 , 它们 的 任何 整数 线性 组 合 仍 是 晶 
格 矢量 , 但 是 允许 晶 格 基 矢 的 某 些 特殊 的 分 数组 合 了 也 是 晶 格 失 量 , 晶体 对 平移 f 
的 变换 也 保持 不 变 . 规定 矿 的 三 个 分 量 都 取 小 于 1 的 正 分 数 或 零 


f =āfi +ãzf2+ã3f3, 0gfi<l (5.29) 


相应 的 平移 变换 记 作 T(f) =T, fs. fa). 根据 F ER, 把 一 个 晶 系 区 分 为 
若干 个 布 拉 非 格子 . 计算 表明 , 这 些 f, 只 能 取 0 或 1/2. 保持 晶体 不 变 的 所 有 平移 
变换 的 集合 构成 晶体 的 平移 群 T, 而 平移 晶 格 基 矢 整数 线性 组 合 的 平移 变换 集合 构 
成 平移 群 的 不 变 子 群 , 记 作 T, 陪 集 由 平移 变换 T) 描写 . 

根据 T (J) 的 形式 , 把 平移 群 分 成 四 种 类 型 : 

(1) 原始 平移 群 (primitive) 


T= (5.30) 
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FT ERORA PERE NEE R. 
(2) 体 心平 移 群 I (body-centered) 


T=} 但 rí; > BIg (5.31) 


(3) 底 心 平移 群 A, B 和 C (base-centered) 


B: T=nefe, r(304)} (5.32) 
C: T= 但 7 ($$.0)} 


显然 , 如 果 A, B 和 C 三 个 底 心 平移 群 中 , 有 两 个 是 晶体 的 对 称 变换 , 则 第 三 个 也 一 
定 是 晶体 的 对 称 变换 , 此 时 的 平移 群 变 成 面 心平 移 群 F. 
(4) 面 心平 移 群 F (face-centered) 


T=T® fe, r (o5 3) 7 (803),7 ($80)}: (5.33) 

这 些 平移 群 与 晶 系 结合 起 来 , 形成 14 种 晶 格 类 型 , 称 为 布 拉 菲 格子 . 这 样 的 平 
移 群 和 相应 的 点 群 结合 , 形成 73 种 简单 空间 群 . 将 布 拉 菲 格子 符号 P, R, I, A, B, 
C 和 五 冠 在 点 群 符号 前 面 , 就 得 到 简单 空间 群 的 符号 . 

点 群 的 符号 有 若干 种 体系 , 前 面 我 们 介绍 的 是 熊 夫 利 符号 , 在 点 群 范围 内 它 是 
较 方 便 和 应 用 最 广泛 的 一 种 符号 . 但 这 种 符号 没有 把 点 群 明显 地 写成 子 群 或 生成 元 
的 乘积 形式 , 应 用 到 空间 群 时 就 显得 不 太 方便 . 以 后 在 符号 上 有 多 次 改进 , 引入 点 群 
国际 符号 , Mauguin-Hermann 符号 和 空间 群 国际 符 号 等 , 它们 的 对 应 关系 见 表 5.3. 
在 处 理 晶 体 的 空间 群 问题 时 , 我 们 推荐 使 用 空间 群 国际 符号 . 在 空间 群 国际 符号 体 
系 中 , 直接 用 数字 N 表 固有 循环 点 群 ,用 上 面 带 一 横 的 数字 N 表 非 固有 循环 点 群 ， 
符号 土 表 二 阶 反 演 群 Ci. 不 带 撤 的 数字 表 此 循环 点 群 的 转动 轴 沿 as 方向 , 带 一 撤 
的 数字 表 沿 其 他 方向 的 高 次 转动 轴 或 沿 a, 方向 的 二 次 转动 轴 , 沿 其 他 方向 的 二 次 
转动 轴 用 带 两 撤 的 数字 表示 . 然后 按照 点 群 分 解 为 循环 点 群 乘积 的 次 序 来 排列 这 些 
数字 . 对 每 个 点 群 , 参加 乘积 的 循环 点 群 数目 不 超过 三 个 . 将 这 些 数 字 冠 以 布 拉 非 
格子 的 符号 后 , 就 得 到 简单 空间 群 的 国际 符号 . 对 一 般 空间 群 , 再 把 不 为 零 的 矢量 志 
注 在 数字 的 下 标 上 . 从 表 5.3 中 看 到 , 有 的 点 群 (如 Ds 等 ) 对 应 两 种 不 同 的 空间 群 
国际 符号 . 本 节 后 面部 分 将 对 此 做 出 解释 . 

在 后 面 的 讨论 中 , 晶 格 基 矢 记 为 di, 它们 的 长 度 记 为 ai, 用 aa K a> 和 as 的 夹 
角 , 下 标 取 1, 2, 3 循环 . 由 晶 格 点 群 对 晶 格 矢 基 和 倒 晶 格 矢量 的 限制 条 件 (5.28), 可 
证 如 下 重要 性 质 . 
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853 ”最 格 点 群 各 种 符号 的 对 照 


l 点 M 空间 熊 点 M 空间 

氏 群 H 群 k 群 H 群 

符 国际 符 国际 符 国际 符 国际 

号 符号 4 符号 号 符号 号 符号 
Cn 1 1 1 Cav 3m 31m 32” 
G I I I Daa 3m 341 3 
C2 Š ri 2 Dza 3m 32 32” 
c, m m 3 D4 422 422 ax 
Can 2/m 2/m +2 Cie 4mm 4mm a7 
C3 3 3 3 Daa A2m I2m ax 
Cs 3 s 3 Dza A2m dm2 42” 
Ca 4 4 4 Dan 4/mmm #22 +47 
S4 4 4 4 Ds 622 622 6x 
Can 4/m 4/m +4 Cev 6mm 6mm 67 
Ce 6 6 6 Dan Bm2 62m Bx 
Can 6 6 6 Dan Gm2 6m2 62” 
Cen 5, 

D2 
Cov 
Dan 

Ds 

Ds 
Cs 


定理 一 ” 除 一 次 轴 外 , 沿 晶体 的 晶 格 点 群 任 一 转动 轴 方 向 , 必 有 晶 格 矢量 和 倒 
晶 格 矢 基 , 在 与 转动 轴 垂 直 的 平面 内 , 至 少 有 两 个 不 共 线 的 晶 格 矢量 和 有 两 个 不 共 
线 的 倒 晶 格 矢量 . 

证 明 容易 检验 , 除 一 次 轴 外 , 所 有 循环 点 群 都 包含 子 群 C2, C, 或 C3. 先 设 点 
群 包含 Co, 任 取 晶 格 矢量 £ WJ C+ C25 也 是 晶 格 矢量 . + Co 平行 转动 轴 , l- Cl 
垂直 转动 轴 ， 在 这 两 个 晶 格 矢 基 决 定 的 平面 外 再 找 一 个 晶 格 矢 其 P, 则 ë — C26 
垂直 转动 轴 , B 55 Z — C22 不 共 线 . 若 点 群 包含 Ce 证 法 相同 . 若 点 群 包含 C3, 则 
《+ C + ORE 平行 转动 轴 , Č- Cs 和 E- OE 垂直 转动 轴 , 且 不 共 线 . 因为 在 晶 格 空 
间 和 倒 晶 格 空间 , 晶 格 点 群 是 相同 的 , 所 以 对 倒 晶 格 矢量 的 证 明 方法 完全 相同 . 证 完 . 

下 面 我 们 对 每 一 种 晶 系 , 先 规 定 选择 晶 格 基 矢 的 标准 方法 , 然后 讨论 作为 晶 格 
基 矢 非 整数 线性 组 合 的 可 能 性 . 根据 条 件 式 (5.28), 限制 f; 的 可 能 选择 , 定 出 在 
这 晶 系 中 可 能 的 布 拉 菲 格子 和 简单 空间 群 . 


=. 三 作曲 系 
三 斜 晶 系 对 应 点 群 C1 (1) 和 Ci (1). 括号 里 的 是 国际 符号 . 恒 等 变 换 和 空间 反 
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演变 换 的 矩阵 形式 是 常数 矩阵 , 它们 对 晶 格 基 矢 的 选择 没有 限制 . 取 不 在 同一 平面 
的 三 个 唱 格 矢量 作为 晶 格 基 矢 , 要 求 晶 格 基 矢 是 原始 的 . 蝇 格 基 矢 的 长 度 和 基 矢 间 
的 夹 角 都 没有 限制 , 平移 群 是 原始 的 . 这 样 , 单 斜 晶 系 只 有 一 种 P 型 布 拉 菲 格子 , 两 
种 简单 空间 群 P1 和 PT. 


=, HARR 


单 斜 晶 系 对 应 点 群 C (2), C, (2) 和 Cox (+2). 这 些 唱 格 点 群 含 一 个 二 次 转动 
轴 . 取 沿 转动 轴 方 向 的 最 短 晶 格 矢量 为 晶 格 基 矢 ds, 在 垂直 转动 轴 平 面 内 , 取 两 个 
不 共 线 的 最 小 晶 格 矢量 为 d 和 a,, 并 要 求 而 x a, 沿 as 正 向 . 这 里 所 谓 平面 中 的 
最 小 蝇 格 矢量 指 , 在 此 平面 内 任何 品格 矢量 都 是 它们 的 整数 线性 组 合 , 并 不 要 求 它 
们 是 此 平面 内 最 短 的 唱 格 矢量 . 按 此 方法 选取 的 晶 格 基 矢 , 它们 的 长 度 没 有 限制 , 夹 
角 限 制 为 


on =% =27/2 (5.34) 
在 这 组 晶 格 基 矢 中 , 点 群生 成 元 的 并 矢 形式 和 矩阵 形式 分 别 为 


_ -1 0 0 
2=- ab -zzp+ap， DCc)=| 0 -1 0 (5.35) 
0 0 1 
写 变 换 并 矢 形 式 的 方法 是 , 并 矢 中 b, 的 系数 , 就 是 在 此 变换 中 a, 变 成 的 矢量 . 由 并 
矢 写 变换 矩阵 形式 时 , 矩阵 第 i 行 第 7 列 的 元 素 就 是 并 矢 中 ab, 的 系数 . 
设 有 晶 格 矢量 六 


f=afi+afa+üfs, 0< 方 <1 (5.36) 
讨论 f 的 可 能 取 值 . 利用 式 (5.35) 计算 下 式 

F+i F=), f-3.F= a (2f) + (2f) 
由 于 式 (5.28), 此 两 式 都 仍 是 晶 格 矢量 , 因而 三 个 f, 都 只 能 分 别 取 0 或 1/2. 根据 


我 们 选择 晶 格 基 矢 的 原则 , 当 fs = 0 BF, 必须 f, = fs = 0, RZ, 34 f = fs = 0 i$, 
fs = 0. 这 样 , P 有 下 面 几 种 类 型 的 解 


PP 型 格子 : ”了 了 = 0， 

4 型 格子 : f= (a+ )/2, 

BARF: f= (di + 6) /2 Gao 
I 型 格子 : f= (äi +ä+ā)/2 
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因为 不 能 有 C 型 格子 , 所 以 A 型 和 B 型 格子 不 能 同时 存在 , 因而 也 就 不 能 有 F 型 
格子 . 由 于 a) 和 a, 的 地 位 是 平等 的 , 对 B 型 格子 , 可 以 把 a, 叫做 a), 而 把 -a 叫 
做 ax, 则 B 型 格子 变 成 了 A 型 格子 . 同样 , 对 工 型 格子 , 可 以 把 页 + a> 叫做 a), 而 
a> 不 变 , 则 了 型 格子 变 成 了 A 型 格子 

这 样 , 单 斜 晶 系 有 两 种 布 拉 菲 格子 型 和 4 型 , 六 种 简单 空间 群 : P2, P2, P+2, 
A2, 45 和 À + 2. 


gg. EZER 

正 交易 系 对 应 点 群 D (22), Co, (22) 和 Don (227). 这 些 点 群 都 包含 三 个 互 
相 垂直 的 二 次 轴 , 取 沿 一 个 二 次 固有 转动 轴 方 向 的 最 短 晶 格 矢 基 为 as, 沿 另 两 个 垂 
直 的 二 次 转动 轴 方向 的 最 短 晶 格 失 量 分 别 为 而 和 as, 并 要 求 di x d 沿 ds EM. 
三 个 晶 格 基 矢 长 度 没有 限制 , 但 方向 互相 垂直 


aa = az = a = 7/2 (5-38) 


在 这 组 晶 格 基 矢 中 , Wr as 方向 的 二 次 轴 转 动 元 素 的 并 矢 形 式 和 和 矩阵 形式 仍 如 
式 (5.35) 所 示 , W a) 方向 的 二 次 轴 转 动 元 素 的 并 矢 形式 和 和 矩阵 形式 为 


1 0 
2 = ab — apb, — dabs , D(G;) = | 0 -1 0 | (5.39) 
0 


与 单 斜 品系 的 讨论 类 似 , 车 式 (5.36) 形式 的 是 品格 矢量 , 则 f +R. tas 
晶 格 矢量 , 其 中 R nT Z, 2 fn 2.2. 由 此 解 得 三 个 f; 都 分 别 可 取 0 或 1/2. 现在 
除 式 (5.37) 给 出 的 类 型 外 , 还 有 


C 型 格子 : f= (di +) /2， 


FARF: P- 全 + 而 /2 ， 人 二 二 友 /2 和 Ga) C 


对 点 群 D; 和 Dan 情况 , A, B 和 C 型 格子 没有 区 别 , 对 点 群 Co, 情况 , as 沿 固有 二 
次 轴 方 向 , 而 a, 和 a, 沿 非 国有 二 次 轴 方 向 , 4 型 格子 和 B 型 格子 虽然 仍然 相同 ， 
C 型 格子 则 与 它们 不 一 样 , 但 仍 算 同一 种 布 拉 非 格子 . 
这 样 , 正 交 晶 系 有 四 种 布 拉 非 格子 , P, C( 或 A), T 和 FF 型 , 13 种 简单 空间 群 : 
P22, P22', P22, C22', C22', A22', C+ 22, 12X, I2, 1+2, F22', F, FE. 
五 、 三 方 晶 系 和 六 方 唱 系 


三 方 品系 对 应 点 群 Cs (3), Cs, (3), Ds (32), Ca。(32) 和 Daa (32). 取 沿 三 次 
转动 轴 方向 的 最 短 晶 格 矢量 为 as. 在 垂直 as 的 平面 内 , 对 点 群 Cs 和 Cs 的 情况 ， 
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取 一 长 度 最 短 的 晶 格 矢量 为 a), 对 点 群 Da, Cs, 和 Daa 的 情况 , 取 沿 等 价 的 固有 或 
非 固有 二 次 轴 方 向 的 最 短 晶 格 矢量 为 d. 取 a, = 3. a. 因此 

a=, or=o2=z/2, as=2r/3 (5.41) 
在 这 组 晶 格 基 矢 中 , 点 群生 成 元 的 并 矢 形式 和 甜 阵 形式 分 别 为 


3= ab — (d+ ä2) Öz + abs , 2 = ab — (a) + a) b — dabs, 


0 -1 0 1 -1 0 (5.42) 
D(C3)=| 1 —1 o |, D(C)=|0 -1 0 
0 0 1 0 0 -1 


设 式 (5.36) 形式 的 是 晶 格 矢量 , 则 


3. f = 3fsa 


也 是 晶 格 矢量 , 解 得 
fs = 0, 1/3 RÈ 2/3 (5.43) 


对 点 群 Da, Ca。 和 Daa 的 情况 , 下 面 两 式 也 是 晶 格 矢 址 


f+3.f= ht h- h)a + (f - P) = (2 天 一 用) 可， 

Fa (8.2.3.3).f= (h -h + Ga- h + )ay = fa- f) Q 

因此 2 fi — fa fl 2 户 一 fi 只 能 分 别 等 于 0 或 1. 它们 不 能 同时 为 1, 因为 户 和 户 都 
小 于 1. 由 此 得 三 个 解 


fi=f2=0, fi=2fa=2/3, 2fı= f2 =2/3 (5.44) 


注意 , 当 f, = fs = 0 Bf, f 也 只 能 为 零 . 
对 点 群 Cs 和 Cs, 的 情况 , 虽然 没有 二 次 轴 , 但 选取 基 矢 a, 的 原则 仍 可 用 来 限 
制 f, EER (5.43) 和 (5.44) 的 解 . 事实 上 , 由 于 下 面 矢量 是 晶 格 矢量 


-了 .了 = (f+ f) + 2h- h)a, (5.45) 


车 t f) 和 f- f), 减 去 整数 部 分 后 不 都 为 零 , 则 得 到 的 晶 格 矢量 长 度 小 于 
a, 与 选取 a, 矢 基 的 原则 矛盾 . 若 fu + fs = 0, 则 得 式 (5.44) 的 第 一 个 解 . 若 
户 + 户 =1 和 2 户 一 六 等 于 0 或 1, WER (5.44) 的 后 两 个 解 . 有 一 点 不 同 的 是 , 现 
在 当 fs = 0 时 , 由 于 选取 基 矢 a, 的 原则 , f, 和 fs 也 只 能 为 零 . 
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这 样 , 根据 式 (5.43) 和 (5.44), EFRR 了 的 可 能 形式 列举 如 下 , WH P H 2f 
除去 晶 格 基 矢 的 整数 组 合 部 分 后 得 到 


0)f=0, PART. 

(2) F= Qa, +a) /3 和 f = (d+20) /3. 

(3) F= Qa, +a, + ã3)/3 和 fP = (a + 2āz + 285) /3 . 

(4) f= (a, + 2ā2 + ā3)/3 和 P = (Qa, +a,+285)/3. 
其 中 , (2) 给 出 的 f, 长 度 比 a) 小, 对 点 群 Cs 和 Cs, 的 情况 , 它 不 是 晶 格 矢量 , 对 其 
余 情 况 , 可 改 取 晶 格 基 矢 a, 和 2, (如 图 5.1 所 示 ) 


a, = (a) + ax) /3, 


(5.46) 


图 5.1 品格 基 矢 间 的 关系 


则 新 的 晶 格 基 矢 是 原始 的 , 只 是 a, 不 沿 二 次 轴 方 向 , 而 与 二 次 轴 夹 r/6 的 角 . 略 去 
新 品格 基 和 撩 上 的 撤 , 现在 二 次 轴 转 动 变 换 的 并 矢 和 甜 阵 形式 为 


0 -1 0 
2 = -ãb db ad, DJ)=| -1 0 0 (5.48) 
0 0 -1 
(1) 和 (2) 都 给 出 P 型 格子 , 但 对 点 群 Ds, Cs, 和 Doa 的 情况 , a, 是 不 是 沿 二 次 轴 
方向 , 对 应 两 种 不 同 的 空间 群 . 因为 这 种 格子 和 六 方 晶 系 的 P 型 格子 相同 , 合并 称 
为 六 方 晶 系 P 型 布 拉 非 格子 . 这 样 的 六 方 晶 系 的 P 型 布 拉 非 格子 有 8 种 简单 空间 
群 : P3, P3, P32', P32”, P37, P32”, P32' 和 P32”. 
适当 选择 晶 格 基 矢 , 可 以 证 明 (3) 和 (4) 是 等 价 的 . 因为 a) + ax EA i 长 度 相 
同 的 晶 格 矢量 , 而 且 对 点 群 Da, Ca, 和 Doa 的 情况 , 它 也 沿 着 一 个 二 次 轴 方 向 . 把 
a) + ax 选 作 新 的 晶 格 基 矢 d, A a, = 3-a = —a,, WJ (4) 变 成 了 (3). 
对 (3), 取 新 的 晶 格 基 矢 


a= (a +a +ã) /3= 3.8, B= tit, 
ã, = (-ãı +ã +ã3)/3=3-ã, a =a — &, (5.49) 
a, = (Ca -286+a)3=3.,  āz = āū, -ü 


则 新 的 品格 基 矢 是 原始 的 . 略 去 基 矢 上 的 撤 , 在 这 组 晶 格 基 矢 中 点 群生 成 元 取 如 下 
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形式 


+ ba, 2 = db — ab — dabs, 


001 0 —1 0 (5.50) 
D(CG)=] 1 0 o |, D(G)=]| -1 0 0 
0 1 0 0 0 -1 


这 种 晶 格 称 为 萎 方 晶 系 (rhombohedral)R 型 布 拉 菲 格子 , 三 个 晶 格 基 矢 长 度 相等 ， 
夹 角 相 等 


al 一 a2 = as, aa = œ = 03 


这 样 的 萎 方 晶 系 及 型 布 拉 菲 格子 有 5 种 简单 空间 群 : R3, R3, R3, R32' 和 R32. 

六 方 晶 系 对 应 点 群 Ce (6), Can (6), Con (+6), De (627), Cev (62), Dan (62) 和 
Den ( 士 62)， 取 沿 六 次 转动 轴 方 向 的 最 短 晶 格 矢量 为 ds 在 垂直 ds 平面 内 , 对 点 
群 Ce, Can 和 Con 的 情况 , 取 一 长 度 最 短 的 晶 格 矢量 为 硬 , 对 点 群 Ds, Cov, Dan 
和 Den 的 情况 , 在 沿 各 二 次 轴 方 向 的 唱 格 矢 基 中 取 一 长 度 最 短 的 晶 格 矢 节 为 d). 取 
a, = 3. a. 因此 晶 格 基 矢 满足 式 (5.41). 注意 , 对 点 群 Da 的 情况 , 在 垂直 ds 平面 
内 有 两 组 二 次 轴 , 一 组 是 固有 二 次 轴 , 另 一 组 是 非 固有 二 次 轴 . a, 是 沿 固有 二 次 轴 
还 是 非 轩 有 二 次 轴 方 向 , 对 应 两 种 不 同 的 空间 群 . 

在 这 组 晶 格 基 矢 中 , 2 的 形式 如 式 (5.42) 所 示 , 而 


因此 fs = 0. 对 点 群 Ce, Con 和 Cen 的 情况 , 要 求 第 三 式 右面 矢量 长 度 不 小 于 al, 得 
fV = fs = 0. 对 点 群 De, Cev, Dan 和 Dea 的 情况 , 与 三 方 晶 系 一 样 可 解 得 式 (5.44). 
但 现在 两 矢 其 = (2a) + ao) /3 和 = (a) + 282) /3 都 沿 一 个 二 次 轴 方 向 , 且 长 度 
比 ai 短 , 与 选取 a, 的 原则 矛盾 , 故 也 有 fi = f = 0. 

总 之 , 这 里 又 得 到 六 方 晶 系 P 型 布 拉 菲 格子 的 另外 8 种 简单 空间 群 : P6，P6， 
P + 6, P62', P62', P62', P62” 和 P + 62'. 
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四 方 晶 系 对 应 点 群 Cs (4), Sa (d), Car (+4), Da (42), Cav (42), Doa (82) 和 
Dan ( 士 42)， 取 沿 四 次 转动 轴 方 向 的 最 短 唱 格 矢量 为 as. 在 垂直 d 平面 内 , 对 点 
群 C4, Sa 和 Can 的 情况 , 取 一 长 度 最 短 的 晶 格 矢量 为 本, IARE Da, Cav, Doa 和 
Dan 的 情况 , 在 沿 各 二 次 轴 方 向 的 晶 格 矢量 中 取 一 长 度 最 短 的 晶 格 矢量 为 a,. Hk 
a, = 4. a). 因此 I 

a=az, aa = o2 = os = x/2 (5.52) 

注意 , 对 点 群 Dza 的 情况 , 在 垂直 a, 平面 内 有 两 组 二 次 轴 , 一 组 是 固有 二 次 轴 , 另 
一 组 是 非 固有 二 次 轴 . a, 是 沿 固有 二 次 轴 还 是 非 加 有 二 次 轴 方 向 , 对 应 两 种 不 同 的 
空间 群 . 

在 这 组 晶 格 基 矢 中 , 点 群生 成 元 的 并 矢 形 式 和 矩阵 形式 分 别 为 


u 0 -1 0 
4= ab — db + dsbs ， D(Cy)=|1 0 0f, 
0 0 1 
2 = ab — apb — dabs ， 2” = asb) + a), — dabs, (5.53) 


1. g 0 01 0 
D(G)=|] 0 -1 0 |, D(C2)=| 10 0 
0 0 -1 0 0 -1 


设 式 (5.36) 形式 的 了 是 晶 格 矢量 , 则 F + 2. F = 2 fas 也 是 晶 格 矢量 , 解 得 
户 =0 或 1/2 (5.54) 
对 点 群 Da, Cav, Doa 和 Dan 的 情况 , 下 面 各 式 也 是 晶 格 矢量 


f+ fä. y. ©} -F= 2fã», 
FË. F= (+ fa) @ +Q) 
WIE fi = 0 3È 1/2, fz = 0 3È 1/2, {E fi + fz # 1/2, Bp 
fi=h=0 或 1/2 (5.55) 


注意 , 当 fi = fz = 0 BF, 户 也 只 能 为 零 . 反之 , 当 fs = 0 Bf, (a + ax) /2 的 长 度 比 
a 短 , 且 沿 一 个 二 次 轴 方 向 , 与 选取 a, 的 原则 矛盾 , 故 只 能 f, = fx = 0. 这 就 是 说 ， 
只 有 已 型 和 工 型 布 拉 非 格子 . 
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对 点 群 C4, Sa 和 Can 的 情况 , 虽然 没有 二 次 轴 , 但 根据 选取 基 矢 a, 的 原则 , 仍 
可 证 明 式 (5.55) 成 立 , 只 是 证 明 稍 复杂 . 由 于 下 面 矢量 是 晶 格 矢量 
F-1 Ff= a (ñ + fh) + as (fa — u) = P, 
P - 4. P = a (2f) +z, (2f) 
首先 , 车 f, = fz, 则 由 前 式 得 式 (5.55), 同样 有 P 型 和 了 型 布 拉 菲 格子 . 下 面 证 明 当 
f # fa Bf, 在 与 as 垂直 的 平面 内 , 总 能 找到 比 a, 短 的 晶 格 矢量 , 这 与 选取 a 的 原 
则 矛盾 . 若 户 或 f, 中 有 一 个 为 零 , 则 由 (5.56) ERA, 另 一 个 必须 为 1/2, 从 而 使 
天 的 长 度 比 a 小 . 3 f, + f> > 1, W 
{hth th} =a d- ft - f) < à 
WE P-a 的 长 度 比 a) 小 . 把 此 法 用 在 P E, 同 理 知 2f, < 1 和 2fo < 1. 于 是 , 即 
E fi + fo < 1, 也 有 
IPP = a? {i + H)? + (b - P) = al {2 +242} < at 
这 样 , 四 方 晶 系 有 两 种 布 拉 非 格子 P 型 和 了 型 , 16 种 简单 空间 群 : P4, P4, P + 4 
P42', P42', PAX, P42”, P+ 42', 14, Iá, I + 4, 142', 147, 132', 142", I +42. 
七 、 立 方 品系 
立方 晶 系 对 应 点 群 T (3122), Th (3'22'), O (3'42"), Ta (3'4 2”) 和 On (8427). 
沿 三 个 互相 垂直 的 二 次 转动 轴 (对 点 群 T 和 Ta) 或 四 次 转动 轴 (对 点 群 0, Ta 和 


On) 方向 , 取 最 短 的 晶 格 矢 基 , 按 右手 螺旋 方向 , 选 作 三 个 晶 格 基 矢 , 它们 长 度 相等 ， 
且 互 相 垂直 


(5.56) 


a =a =a, an = o2 = os = x/2 (5.57) 
在 这 组 晶 格 基 矢 中 , WY as 方向 的 四 次 转动 轴 生 成 元 的 形式 由 式 (5.53) 给 出 , 二 次 转 
动 轴 的 生成 元 为 它 的 平方 , 由 式 (5.35) 给 出 , W (a) + a> + as) 方向 的 三 次 转动 轴 生 
成 元 由 式 (5.50) 给 出 , Wr a, 方向 和 (a, + a>) 方向 的 二 次 转动 轴 生 成 元 由 式 (5.53) 
给 出 . 

设 式 (5.36) 形式 的 了 是 晶 格 矢量 , 则 因 立 方 晶 系 沿 三 个 晶 格 基 矢 方向 都 有 互 
相等 价 的 二 次 轴 , 故 fi, fz 和 fs 分 别 都 只 能 取 0 或 1/2, 且 由 于 三 个 方向 的 等 价 性 , 
A, B 和 C 型 格子 必定 合成 F 型 格子 . 因此 , 立方 唱 系 有 三 种 布 拉 菲 格子 P, T Ti F, 
15 种 简单 空间 群 : P3'22', P322, P3'42”, P3⁄4 2”, P342, 13122, I3'22, 13142", 
1342”, [3'42”, F3'22', F322, F3'42”, F3'4 3” 和 F342". 

在 附录 17 中 列 出 7 种 晶 系 , 14 种 布 拉 非 格子 和 73 种 简单 空间 群 , 并 列 出 蝇 格 
基 矢 及 其 与 转动 轴 向 的 关系 . 表 后 面 还 列 出 子 循环 点 群生 成 元 在 这 些 晶 格 基 矢 中 
的 矩阵 形式 . 
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本 节 讨 论 除 简单 空间 群 外 的 一 般 空间 群 , 就 是 晶 格 点 群 中 至 少 有 一 个 元 素 R 
不 是 晶体 的 对 称 变换 , 而 (R G 才 是 晶体 的 对 称 变换 . 我 们 先 要 一 般 地 研究 变换 R 
对 二 的 限制 , 坐标 系 原点 的 选择 对 守 的 影响 , 然后 介绍 空间 群 的 符号 和 由 给 定 唱 格 
点 群 诱导 出 不 等 价 空间 群 的 方法 , 最 后 举例 说 明 如 何 根据 晶体 空间 群 的 符号 , 找 出 
该 晶体 的 具体 对 称 性 质 . 


一 、 对 称 元 
晶体 的 对 称 变换 一 般 地 表 为 
g(Ra)=T(Ü)0(R j), 区 = CH 五 
3 


š 5.58 
T=} daj, O<t<1 6a) 
j=1 


对 给 定 的 晶体 , 晶 格 点 群 G 已 确定 , 在 选 定 的 坐标 系 中 , 群 G 的 每 一 个 元 素 R 都 对 
应 唯一 确定 的 芯 我 们 先 来 研究 变换 R 对 矢量 这 的 限制 , 然后 再 研究 坐标 原点 的 重 
新 选择 对 的 影响 , 由 此 介绍 晶体 对 称 元 的 概念 . 

由 R 自 乘 构成 的 固有 或 非 固有 循环 点 群 共 有 10 种 . 为 方便 起 见 , 在 这 一 节 , 我 
们 把 固有 循环 点 群生 成 元 记 作 Cu, 非 固有 循环 点 群生 成 元 记 作 Sw, N 取 1 2, 3, 4 
和 6. 群 元 素 相 加 后 取 并 矢 , 记 作 f), 因为 对 任何 矢量 如 有 


ñ. 全 .一 fä} F (5.59) 


所 以 矢量 全 .在 转动 中 保持 不 变 . 我 们 知道 , Cw(N Z 1) 只 保持 转轴 六 上 的 
矢量 不 变 , S, 是 平面 反射, 它 保持 反射 平面 上 的 矢 基 不 变 , 没有 非 零 失 量 能 在 其 他 
非 图 有 转动 Sw(N Z 2) 中 保持 不 变 . 因此 ， [à 正比 于 名 方 向 的 投影 算 符 


(S) 正比 于 秋 直 志方 向 的 投影 算 符 (了 aa), 有 
{6}=1, {Gr} = Man, N Z1, 
{ 引 -2 人- 加 ， {5} =o. N#2 


显然 ,除了 (51)? = (Ss)° = E 5h, 其 他 点 群生 成 元 都 满足 (Cw)v = (Sw)” = E. 


(5.60) 
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一 般 地 表 为 (R)N = E, Wi 


[e(R, 避 ”= 了 (全 i) =T (5.61) 
这 条 件 给 出 了 对 矢量 很 强 的 限制 
t=0, 当 R=0=E 
N [ñ (ñ -ë)] = Nih = maj , 当 R=0n, N1 wid 
2E- ñ (ñ-t)] =2 =mi, 3 R= S 
Ë 无 限制 ， 当 R=Sn, N#2 


其 中 , ü = ñ (ñ. D 和 五 = E-i ARR L EAR E ñ Jia. 4 
R = O, Bf, E REIZ. 当 R = Cw (N Z 1) Bf, 引 只 能 等 于 ñ Jr B] k ki dh k X Ht 
ay 的 m/N 倍 , 其 中 m 是 整数 . 当 R = 52 时 , 已 REREH ñ 的 某 晶 格 矢量 方向 ， 
长 度 等 于 该 方向 最 短 蝇 格 矢量 a, 的 半 整 数 倍 . 下 面 我 们 将 证 明 , 这 些 了 矢量 受 限 
制 的 部 分 才 是 对 称 变换 g(R, 引 的 特征 部 分 , 它们 在 坐标 原点 的 平移 中 保持 不 变 . 凡 
是 也 矢量 不 受 限 制 的 部 分 , 都 可 以 通过 坐标 原点 的 适当 选择 而 消去 . 

设 O 点 相对 O' 点 的 矢 径 是 ro, 以 O' 为 原点 时 对 称 变换 表 为 gR i), 若 以 O 
为 原点 , 则 同一 对 称 变换 的 表达 形式 会 发 生变 化 , 记 为 9%. 设 以 O 为 原点 的 定 坐标 
RE K, 固定 在 系统 上 的 动 坐标 系 K', 开始 与 K 重合 , 做 平移 变换 T(— ro) 后 , 原 
点 移 到 O' 点 位 置 . 所 研究 的 对 称 变换 在 K' 系 中 始终 用 g(R,Ú Rik, 但 在 K 系 中 
由 g(R, i) 变 为 %. 根据 算 符 的 变换 公式 (3.19), 得 


g' = T(-Fo)g(R, ÙT (Fo) = g [RET+ (R - Eo) (5.63) 


可 见 , 同一 变换 的 算 符 形式 随 坐 标 原点 的 选择 不 同 而 发 生变 化 . 若 当 坐标 原点 选 在 
O' 点 时 , 一 变换 的 算 符 形式 是 gR, i), 则 当 坐 标 原点 改选 在 O 点 时 , 该 变换 的 算 符 
形式 变 为 9 [R,E+ (R — E)ro], 其 中 元 是 O 点 相对 O' 点 的 矢 径 . 也 可 用 坐标 系 平 
移 的 语言 来 描述 算 符 的 这 一 变化 : 坐标 原点 平移 ro, 对 变换 算 符 形式 9( 及 ,如 的 影 
响 , 是 使 撩 其 了 改变 (R — E)ro. 坐标 原点 平移 ro, 就 是 系统 平移 o, 这 里 涉及 变 
换 的 两 种 观点 , 很 容易 混淆 , 希望 读者 认真 想 清楚 . 

现在 我 们 对 不 同 的 R, 分 别 讨论 如 何 通过 坐标 原点 的 重新 选择 来 简化 矢量 E 
4 R = Cs, N Z 1 Bf, 坐标 原点 平移 元 引起 的 改变 量 (R — E) 垂直 RR 的 转动 
轴 . 在 此 垂直 平面 内 Cw 的 本 征 值 不 等 于 1, 因而 方程 (Cn — E) = -i 有 解 , 可 
H EE 消去 . 4 R = S; 时 , 由 坐标 原点 平移 引起 也 的 改变 其 平行 R 的 转动 
轴 , 即 垂直 S, 的 反射 平面 . 在 转动 轴 方 向 方程 (52 一 E) = —2ñ(ñ - 7o) = -让 有 


54 空间 群 “185. 


A Ti ro = 看/2 消去 四. 34 R = Sn, N # 2 Bf, 由 于 Sw 的 矩阵 本 征 值 不 等 于 
1, 方程 (SN — E)ro = 一 有 解 , 可 选择 元 把 了 消去 . R = E 的 情况 是 平庸 的 ,三 不 
随 坐 标 原点 平移 发 生变 化 . 这 就 是 说 , ER (5.62) 中 ,矢量 受 限制 的 部 分 在 坐标 原 
点 的 平移 中 保持 不 变 , 而 不 受 限 制 的 部 分 可 以 通过 适当 选择 坐标 原点 而 消去 . 注意 ， 
如 果 晶 格 矢量 中 包含 有 了 矢量 受 限制 的 分 量 , 可 以 通过 减 除 晶 格 矢量 三 再 重新 
选择 坐标 原点 的 方法 进一步 简化 了 矢量 . 在 第 五 小 节 将 通过 例子 来 说 明 这 点 . 

在 对 称 变换 9(R,t) 中 保持 不 变 的 点 称 为 该 变换 的 对 称 中心 . 有 对 称 中 心 的 对 
称 变换 称 为 封闭 变换 , 否则 称 为 开 变换 . 对 称 中 心 的 坐标 丸 满足 


[g(R,D - E] 6 = (R— E) + ë= 0 (5.64) 


与 式 (5.63) 比较 可 知 , 若 以 对 称 中 心 为 坐标 原点 , 则 此 对 称 变换 的 表达 形式 就 是 R. 
因为 RM = E, 而 恒 元 的 算 符 形式 与 坐标 原点 选择 无 关 , 所 以 封闭 变换 满足 


[o(R, 避 ” = E (5.65) 
把 式 (5.61) 代入 知 , 封闭 变换 g(R, i) 中 的 了 矢量 满足 
{Ã}-F=0 (5.66) 


可 见 对 封闭 变换 , 式 (5.62) 中 的 m 为 零 , 即 了 矢量 受 限制 的 部 分 必须 为 零 , 而 不 受 限 
制 的 部 分 , 恰好 是 满足 条 件 (5.66) 的 . 反 过 来 说 , A (5.62) 中 m 不 为 零 的 两 种 情况 
是 开 变换 , 因此 , 式 (5.66) 是 封闭 变换 的 充 要 条 件 , 满足 条 件 式 (5.66) 的 变换 g(R,t) 
一 定 是 封闭 变换 , 其 中 的 这 矢量 可 以 通过 重新 选择 坐标 原点 而 消去 . 
封闭 变换 g(R, 引 都 存在 对 称 中 心 , 对 称 中 心 位 置 ro 由 解 方程 (5.64) 得 到 . 当 
R = Cs, N #1 Bf, 通过 对 称 中 心平 行 间 方向 的 直线 称 为 对 称 直线 , 在 此 直线 上 所 
有 点 都 是 对 称 中 心 . 当 R = S; 时 , 通过 对 称 中 心 垂直 和 方向 的 平面 称 为 对 称 平面 ， 
在 此 平面 上 所 有 点 都 是 对 称 中 心 . 
只 有 在 式 (5.62) 中 m 不 为 零 的 两 类 情况 是 开 变换 . 适当 选择 坐标 原点 后 , 开 变 
换 可 表 为 
g(Cmi), N#1, — H =am/N 0 
g (S52, ), Ë =a,/2Z0 
Wí 56 ñ HERES 2r/N 角 后 , 再 沿 ñ Jr SB 而 距离. 虽然 有 滑 移 , 但 作为 一 
条 直线 , 这 个 旋转 轴 在 变换 中 保持 不 变 , 是 对 称 直 线 , 称 为 螺旋 轴 . 后 者 是 先 对 垂直 
多 方向 的 平面 做 反射 , 再 在 此 平面 中 滑 移 已 距离 . 这 个 平面 在 变换 中 保持 不 变 , 是 
对 称 平面 , 称 为 滑 移 平面 . 当然 螺旋 轴 和 滑 移 平面 上 的 点 都 不 是 对 称 中 心 . 
设 矢量 了 垂直 和 平行 转动 轴 ñ 方向 的 分 量 分 别 记 作 如 和 ip 则 螺旋 轴 和 滑 
移 平面 的 位 置 确定 办 法 如 下 . 对 开 变换 (Cn, i) (N Z 1), 把 E 作为 了 矢量 代入 式 


(5.67) 
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(5.64), 解 得 ro, 通过 友 点 沿 交 方 向 的 轴 就 是 螺旋 轴 , 让 就 是 沿 轴 向 的 滑 移 矢 量 . 对 
开 变换 g(S2,8), 把 而 作为 了 矢量 代入 式 (5.64), 解 得 ro, 通过 o 点 垂直 郊 方向 的 
平面 就 是 滑 移 平面 , i 就 是 在 此 平面 上 的 滑 移 矢量 . 当然 , 螺旋 轴 上 的 滑 移 矢量 让 
和 滑 移 平面 上 的 滑 移 矢 量 T 都 必须 满足 式 (5.62) 给 出 的 限制 . 


=. 空间 群 的 符号 


对 给 定 的 晶体 , 可 以 根据 它 的 晶 格 点 群 和 晶 格 矢量 的 分 布 , 确定 它 所 属 的 唱 系 
和 布 拉 菲 格子 , 并 以 该 晶 系 和 布 拉 非 格子 的 标准 方法 选择 晶 格 基 矢 和 定 出 可 能 的 J 
矢量 形式 . 该 晶体 的 对 称 变换 的 一 般 形 式 为 


g(R,á) =T(D)o(R D), L= m P+ f (5.68) 


其 中 ,了 表 蝇 格 基 矢 a, 的 整数 线性 组 合 , 而 了 则 表 晶 格 基 矢 的 分 数 线性 组 合 , 分 数 
值 由 布 拉 菲 格子 决定 . 

当 唱 格 点 群 为 Ci 时 , 显然 地 = 0, 此 时 只 有 简单 空间 群 . 对 其 他 31 种 点 群 , 根 
PER 5.3, 点 群 元 素 都 可 以 表 为 一 个 , 两 个 或 三 个 循环 子 群 元 素 的 乘积 . 对 一 般 空 间 
群 , 每 个 循环 子 群生 成 元 都 有 相应 的 矢 基 五 把 它们 补 在 子 群 元 素 上 , 就 得 空间 群 元 
素 的 一 般 形式 


T(L) (a(R,D)” (5.69a) 
T(L) {9(R, Ð" (a(R,,p))"' (5.69b) 
T(E) {g(R,D)}” {9(R2, DF” (gu, p)" (5.690) 


其 中 , n, ni 和 nə 是 整数 , E pA q 是 晶 格 基 矢 a, 的 非 负 分 数 线性 组 合 , 组 合 系数 
小 于 1 
0gt<1, 0gp;<1, O<q; <1 (5.70) 


采用 空间 群 国际 符号 , 在 相应 的 简单 空间 群 符号 中 , 代表 三 个 循环 子 群 的 数字 
右 下 角 , 分 别 注 上 矢量 志 了 和 万 的 分 基 , 就 得 到 一 般 空间 群 的 符号 . 当 这 些 作为 下 标 
的 矢 基 为 零 时 对 以 省 略 . 这 些 矢量 t pA ?要 满足 一 定 的 条 件 . 上 一 小 节 , 详细 讨 
论 了 点 群 元 素 R 产生 的 循环 群 对 矢 其 的 限制 条 件 (5.62). 这 只 是 一 个 条 件 . 第 二 
个 条 件 是 空间 群 的 性 质 对 这 些 矢 量 的 限制 , 就 是 说 , R (5.69) 给 出 的 群 元 素 , 在 相 乘 
以 后 , 移 去 平移 变换 T (Ë), KERA E pA ADAR. 第 三 个 条 件 是 坐标 原点 
选择 的 影响 . 上 一 小 节 研 究 了 矢量 六 可 通过 坐标 原点 的 重新 选择 得 到 简化 . 但 是 作 
为 一 个 空间 群 , 坐标 原点 只 能 作 统一 的 选择 , 不 能 对 每 个 元 素 作 不 同 的 选择 . 对 同 
一 个 空间 群 , 由 于 坐标 原点 选择 的 不 同 , 会 使 这 些 矢量 去 友和 ?看 起 来 不 相同 . 由 
于 原点 的 不 同 选择 产生 的 不 同 的 空间 群 符号 称 为 等 价 的 符号 . 需要 找 出 所 有 可 能 的 
不 等 价 的 空间 群 符号 . 为 此 , 应 该 用 统一 的 方法 选择 坐标 原点 , 用 群 的 条 件 限制 这 些 
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矢量 的 可 能 取 值 , 然后 检验 这 些 取 值 等 价 的 可 能 性 , 尽 可 能 选取 最 简单 的 表达 方式 . 
最 后 得 到 的 不 等 价 的 空间 群 共有 230 种 , 列 于 附录 18. 


* 三 、 确 定 空间 群 的 方法 


首先 , 我 们 选取 坐标 原点 , 使 式 (5.69) 中 g(R, 引 的 了 矢量 尽量 简单 . 根据 R 
不 同 , 把 空间 群 分 成 三 种 类 型 . 
(1) A 型 : R = Sn, N Z 2. 此 时 g(R, 丰 有 对 称 中 心 , 把 坐标 原点 选 在 这 对 称 中 
心 上 , 可 使 ?= 0. 在 保持 = 0 的 条 件 下 , 按 式 (5.63), 坐标 原点 还 允许 平移 满足 下 
BJ o 
(R-E) = L (5.71) 


工 由 式 (5.68) 给 出 . 这 种 选择 可 用 来 简化 矢量 志和 了 了 

属 4 型 的 空间 群 , 它们 的 晶 格 点 群 有 15 个 : Ci, Cai, S4, Can, Coh, Cah, Cors 
Doa, Dsa, Dah, Dən, Dan, Den, Th 和 On. 

(2) B 型 : R = Cs, N Z 1. 此 时 g(R, T) 有 对 称 直线 , 把 坐标 原点 选 在 这 对 称 直 
线 上 , 可 使 


=i =da|m/N, O<m<N 


其 中 , dy 是 沿 RR 的 转轴 反方 向 最 短 晶 格 矢量 . 按 式 (5.63), 坐标 原点 还 允许 平移 满 
EFRH ro 
(R-E) =L+äm/N, 0O<m <N (5.72) 

其 中 , @ m 的 项 可 用 来 进一步 简化 E, 然后 再 让 m = 0, 做 坐标 原点 的 新 选择 式 
(5.72), RRE PM 4 读者 可 能 会 感到 奇怪 , R (5.72) 左面 明明 与 R 的 转动 轴 垂 
直 , 为 什么 能 改变 让 呢 ? 原因 在 于 也 可 能 有 平行 转动 轴 的 分 量 , 从 而 对 简化 了 矢量 
作出 贡献 . 上 一 节 我 们 曾 强调 , 坐标 原点 的 选择 不 能 改变 g(Cu, L) 中 的 看 分量 , 但 
是 若 同时 考虑 平移 变换 的 影响 , 让 分 量 是 有 可 能 改变 的 . 通过 本 节 第 五 小 节 的 例子 ， 
可 以 帮助 读者 理解 这 一 问题 . 

属 B 型 的 空间 群 , 它们 的 晶 格 点 群 有 15 个 : C2, Cs, Ca, Ce, D2, Cov, D3, Ca， 
Du, Cav, Ds, Cev, T, O 和 Ta. 

(8) C 型 : R = Sa, 对 应 的 点 群 只 有 Cs. 此 时 g(R, E) 有 对 称 平面 , 把 坐标 原点 
选 在 这 对 称 平面 上 ,允许 取 0, a) /2, a,/2 和 (a) + ax) /2. 对 P 型 格子 , 可 把 晶 格 
基 矢 a) 就 选 在 这 不 为 零 的 方向 , W P= a, /2. 对 A 型 格子 , ax/2 可 作为 晶 格 矢量 
了 = (ax + as)/2 的 一 部 分 而 移 去 , 余下 的 —as/2 再 通过 坐标 原点 的 平移 来 消去 . 因 
此 , 除 简单 空间 群 外 , C 型 空间 群 只 有 两 种 : P33oo 和 AZo. 

对 4 型 和 B 型 空间 群 , 需要 进一步 研究 矢量 忌 和 ç 所 受到 的 限制 . 它们 一 方 
面 受 到 点 群 元 素 的 限制 [ 见 条 件 式 (5.62)], 另 一 方面 还 要 受 群 元 素 乘积 封闭 性 引起 
的 限制 . 
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观察 情况 (5.69b) 对 应 的 点 群 , 发 现 它们 中 或 者 R= C,, 或 者 R 是 二 次 固有 或 
非 固有 转动 , 且 转 动 轴 与 R 的 转动 轴 垂 直 , 因而 RiR = RR, 要 求 也 满足 


s(Rop+ E) = g (R.i) g (Ra, Dg (R.D (5.73) 


在 满足 式 (5.62) 和 (5.73) 的 条 件 下 , 按 式 (5.71) 或 (5.72) 选择 坐标 原点 , FHE p Ft. 
量 简 单 , 从 而 定 出 可 能 的 空间 群 . 
对 情况 (5.690), 因为 存在 三 个 循环 群 元 素 的 乘积 , 限制 条 件 变 得 更 多 . 计算 表 

明 , 对 此 情况 , 点 群 元 素 乘积 满足 

RiRi!=RaR1, RIR=RRRY, RR= R RR, 

Xt Don, Dan 和 Den 群 有 i=k=i=j =1, j=k=0, 

对 T, 和 Th 群 有 i=j=i K=1, k=0, 

X} O, Ta, 和 On RA i= i =i; j=l, k=F=0 


(6.74) 


BEIER p t 了 满足 


g (Ba, p+ L) = g (a,09 (Ra, P) 9 (Ro, 3), 

g (Rip + Ža) = g (RD (Reg 9 (Rai, P)" g (RD ', (5.75) 

s (Ra,g+ Is) =g (RD) g (Ra, g (Ri, P)" g (R,D 
同样 在 满足 式 (5.62) 和 (5.75) 的 条 件 下 , 按 式 (5.71) 或 (5.72) 进一步 选择 坐标 原 


点 , 使 万 和 了 尽量 简单 , 从 而 定 出 可 能 的 空间 群 . 由 于 篇 幅 所 限 , 不 能 把 230 种 空间 
群 全 部 计算 一 遍 . 下 面 只 对 (5.69b) 的 情况 , 举 两 个 例子 , 说 明 计算 方法 . 


* 四 、4 型 空间 群 举例 
设 唱 体 的 晶 格 点 群 是 Ca, E, 它 可 表 为 C.C, 的 乘积 形式 , 点 群 的 国际 符号 是 
+4. 晶体 属 四 方 晶 系 , 三 个 晶 格 基 矢 互相 垂直 , as 沿 四 次 轴 方 向 , ol = az, 四 次 轴 生 
成 元 并 矢 形式 为 <. 
4 = Gb, — a)b> + dab 
有 两 种 布 拉 菲 格子 已 和 T, P 型 格子 f = 0, 了 型 格子 了 = (a) + ax + a3)/2. 


把 坐标 原点 取 在 g(S1, 引 的 对 称 中 心 , 则 £ = 0, 坐标 原点 还 允许 平移 满足 
(S, — E) o = -2 = W ro 


-= 


L_ Í 2/2， P 型 
2 | Z2 或 (a +a + as)/4, I 型 
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由 于 
(Ca — B)#/2 = — (b2 + n) a, /2 + (h — £2) ã2/2, 
(C4 — E) (à + as + ës) /4 = —a, /2 


选择 原点 可 使 亡 改 变 下 式 的 整数 倍 


(ER = { 全 一 可)/2 或 (a + a) /2, F a (5.70) 


(a —a)/2, (a +a) /2 或 a,/2, 
H (5.73), 得 
Sig(C+,B)S: = g(Ca, —P) = g(C4 P+ D), 
s> U f UA P 
5 (di +a + ās) /4, IA 
即 对 P 型 格子 , 了 有 如 下 可 能 取 值 


0, a/2, (a +a)/2, (a +d)/2 
da/2, ds/2, (ūz+ā)/2, (a+ a+ Q s)/2 


经 式 (5.76) 简化 , a) /2 和 a,/2 等 价 , (a) + a,)/2 TUWE. 同 理 , (a, + as)/2 和 
(az +as)/2 等 价 , (G +ay+as)/2 和 as/2 等 价 . 因此 , 只 有 0, a, /2, as/2 和 (a; +as)/2 
是 独立 的 . 对 了 型 格子 , (a) 十 西 十 西 )/2 ERR RM, 通过 式 (5.76) 简化 , 可 进一步 
消去 a, /2 和 (ä + as)/2, 另 一 方面 ,也 又 增加 了 一 种 可 能 取 值 : (a) + a, + as)/4. 最 
后 得 空间 群 如 下 


P+4, 卫士 4joo ， 己 士 4 ， 卫士 4 ， I+4, I+4344 (677) 


* 五 、B 型 空间 群 举例 


设 晶体 的 晶 格 点 群 是 Ds 群 , 它 可 表 为 C3Cs 或 C3C2 的 乘积 形式 , 点 群 的 国际 
符号 是 32' 或 327. 晶体 属 六 方 晶 系 的 P 型 布 拉 菲 格子 或 姜 方 晶 系 的 R 型 布 拉 非 
格子 , 两 种 格子 的 f RER. 


(1) 对 六 方 晶 系 的 P 型 布 拉 菲 格子 , as 沿 三 次 轴 方 向 ,aa = az = 7/2, as = 
27/3, a) = a2, 生成 元 的 并 矢 形式 为 


= ash, — (a) + a)b> + ā3b3, 对 点 群 32' 或 32” 
=a — (äı +a)b — asb, 对 点 群 32 
2 = ab — ab, — asbs, 对 点 群 32” 
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把 坐标 原点 取 在 g(Cs, i) 的 对 称 直线 上 , WJ E= 0, aa/3 3 283/3. 由 于 P 型 格 
子 ,不 能 再 做 简化 . 由 式 (5.72), 坐标 原点 还 允许 做 平移 ro RRE p 


(Cs — E) fo = —a,(roi + r02) + ã2(ro1 — 2ro2) = 
rol = (-24+tla)/3， ro = 一 (4 +42)/3, — ros 任意 
对 点 群 32', 了 允许 做 如 下 的 改变 


(CG -Ei = -dros— ã22ro2 — da2ro3 
= (d+2a2)(l1 + £2)/3 — ds2ros 


对 点 群 32”, 区 允许 做 如 下 的 改变 


(5.78) 


(CZ — E)ro u — (a) + ã2)(ro1 + ro2) — ä32ro3 (5.79) 


(a) + a2)ñi — ds2r03 
其 中 , ñ 和 0, 是 整数 , ros 任意 . 注意 ， (a) + 2a>) 与 C; 的 转动 轴 垂 直 , 而 (a) + a) 
与 CY 的 转动 轴 垂 直 . 
对 点 群 32, 由 式 (5.62) 得 p = 0 或 1/2, 式 (5.73) ERRE p WE 


g(h, P+ Ë) = g(Cs,Dg(C;,p)g(Cs, Ü 
= g(C, E+ CsP + CsC 纪 = g(C;, Csp) 


其 中 , 因为 地 沿 as É, E+ CsC 红 = 0. 由 此 得 
Ë = (C3 — E)p = —@(m + p2) + ä2(pı — 2p2) 
解 得 ps 任意 ， 
pi = (26 +6)/3, — ps = -(&ñ +6)/3 (5.80) 


其 中 , ñ 和 6, 是 整数 , 因而 排除 pi = 1/2, 得 pi = pz = 0. ps 可 被 式 (5.78) 的 变换 
消去 . 
对 点 群 32”, 沿 CY 转动 轴 方 向 的 最 小 晶 格 矢量 是 (a, — a>), 式 (5.61) 要 求 下 式 
是 晶 格 矢 其 
(E + Cz)P = (a, — 2)(p1 — p2) 
得 pi = p2. HR (5.73), 矢量 也 满足 


g9(CZ,p+ Ë)= 9g(Ca, 下 g(CY 司 g(Ca 启 
= g(CY,F+ Csp + CsC 纪 = g(CY, Cap) 
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其 中 , NAA £ W as Jr Ë], E+ CaC 红 = 0. 类 似 点 群 32 情况 , 同样 可 解 得 式 (5.80)， 
于 是 又 得 到 pi = pz = 0, ps 仍 可 被 式 (5.79) 的 变换 消去 . 
因此 , 当 晶 格 点 群 是 Ds 群 时 , 六 方 晶 系 P 型 布 拉 菲 格子 的 空间 群 有 


P32, P3}? , P382, — P32”,  P3o42", P3032" 
(5.81) 
(2) HFR ËJ R 型 布 拉 菲 格子 , al = as = es, al = a2 = as, 生成 元 的 并 
矢 形 式 为 
Š= ab +äb+äbs, = ah - 2b, — ab, 
把 坐标 原点 取 在 g(Cs, i) 的 对 称 直线 上 , WJ 


t= t| = (ai + ë; + as)m/3 


其 中 , m = 0, 1 或 2. 由 于 式 (5.72) HHY L = EM a| = à + a> + äs, HR (5.72) 知 
原点 还 允许 做 平移 ro, 满足 
£ + (a + ax + as)m'/3 = (Cs — E) ro 
= a) (—roi + ro3) 十 zz(rol — ro2) + ds(ro2 — ro3) 
等 式 右面 三 个 晶 格 基 矢 的 系数 之 和 为 零 , 等 式 左面 相应 系数 之 和 也 必须 为 零 , 于 是 
m = - X, t 可 为 任何 整数 , 由 此 可 把 了 化 为 零 . 在 这 个 例子 中 , 我 们 看 到 让 被 
坐标 原点 的 平移 消去 了 . 能 消去 丰 的 原因 是 晶 格 基 矢 5 沿 三 次 转动 轴 的 分 量 等 于 
(a) + a> + as)/3. 
在 保持 了 为 零 的 条 件 下 , 原点 还 允许 做 如 下 进一步 平移 


(Cs — E) řo = a, (—roi + ros) + ã2(ro1 — ro2) + ä3(ro2 — ros) = Ë 
解 得 ros 任意 , ror — ros 和 roz — ros 取 整 数 . 这 种 平移 允许 做 如 下 的 改变 


(C3 — E)ro = —( + G2)(ro + ro2) 一 25aro3 
= — (aj + a> + das)2ros — (a) + ã2)(ro1 + ro2 — 2ro3) 


前 项 系数 任意 , 后 项 系数 是 整数 . 
由 式 (5.61), P WE 


(C + E)B = (a, — ā2)(pı — p2) = Ë 


(5.82) 


得 pi = p2. 又 由 式 (5.73) 


g(G,p+ Ë) = Csg(C;,p)Cs = g(G;, Csp) 
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得 
Ë = (Cs — E)P = a, (—pi + pa) + ā2(pı — p2) + ds(p2 — p3) 


B|] pi = p> = pa, 正好 可 被 式 (5.82) 的 变换 消去 . 因此 , 当 晶 格 点 群 是 Ds 群 时 , 32Jr 
晶 系 R 型 布 拉 菲 格子 的 只 有 简单 空间 群 R32. 


六 、 空间 群 的 性 质 


前 面 我 们 讨论 了 对 于 给 定 的 晶 格 点 群 有 哪些 不 同 的 空间 群 , 但 是 从 实用 上 讲 ， 
对 我 们 更 重要 的 还 是 如 何 根据 晶体 的 空间 群 符号 ,了解 该 晶体 的 对 称 性 质 . 这 一 小 
节 就 是 要 通过 一 个 例子 来 说 明 这 方法 . 
设 晶 体 的 空间 群 是 
I+4)112160 


则 知 它 属 四 方 晶 系 1 型 格子 , 晶 格 点 群 是 Dan. ds 沿 四 次 轴 方 向 , a) 和 a> 沿 两 个 
等 价 的 二 次 轴 方 向 , a, = C.a). 沿 另 一 对 二 次 轴 方 向 的 最 短 晶 格 矢量 为 di + a,, 长 
度 等 于 V2al. 三 个 晶 格 基 矢 互相 垂直 


a=a=oa=r2， =a 
晶 格 基 矢 不 是 原始 的 , 可 表 为 晶 格 基 矢 非 整 数 线性 组 合 的 晶 格 矢量 为 
L=ť+f, f=(a +a, +as)/2 
空间 群生 成 元 的 并 矢 形式 为 

ë, = zb, — ab, + asb, 

Č, = ak, - xE, — a, 

空间 群 元 素 的 一 般 形式 为 
TÄTA 3g [Ca (ü) + a> + ä3)/4]” g (C, a) 2)" 


其 中 , S, 是 空间 反 演 变换 , 原点 就 在 空间 反 演 变换 的 对 称 中 心 . ni, nz 和 ns 取 0 R 
1, m B 0, 1, 2 sË 3. 
g(Ca, g) 的 转动 轴 平 行 于 as 方向 , q = as/4, q, = (a) + a>) /4. 螺旋 轴 通 过 ro 
点 , 平行 于 as 方向 , ro 可 由 下 式 解 出 
(Ca - E) +Q =0, ror +rTo2 = —roi + ro2 = 1/4 


解 得 roi = 0, roz = 1/4, 即 螺旋 轴 通 过 a2/4 点 , 平行 as 方向 , 滑 移 矢量 是 a3/4. 
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9(C;,p) 的 转动 轴 平行 于 a, 方向 ,P= Pi = a) /2. 因此 螺旋 轴 通过 原点 , 平行 
a, 方向 , 滑 移 矢量 是 a) /2. 

因为 S19 (CG;,a) /2) = T(a,)g (S, a) /2), S; 是 沿 页 方向 的 非 固 有 二 次 轴 转 动 ， 
P = Pi = a /2, 因而 通过 o = a /4 EH a) 的 平面 是 对 称 平面 . 

在 晶 胞 中 任意 点 F= 本 zl +i + srs, 经 对 称 变换 作用 , 可 得 32 个 等 价 点 . 
其 中 在 g [Ca, (a) + a> + aə)/4]”" g (CG, a) /2)"° 的 作用 下 得 8 个 点 


1 一 看 zl + Gəzo + dsz3, 


产 
F3 


ë 


äı (—z2 + 1/4) + a> (zi + 1/4) + as (z3 + 1/4), 

—ayzi + a> (—z2 + 1/2) + ás (za + 1/2), 

a) (zə — 1/4) + ga (—z1 + 1/4) + Gs (z3 + 3/4), 

a) (zi + 1/2) — dr2 — 本 za3， 

6 = G) (zə + 1/4) + a> (zi + 3/4) + äs (—zəs + 1/4), 
= a, (—zi + 1/2) + a> (z2 + 1/2) + as (—zs + 1/2), 

Fa = ü) (—z2 — 1/4) + ä2 (—zi + 3/4) + as (—zs + 3/4) 


J 


m 


Ņ 


再 用 了 (用 和 S, 作用 , 可 得 全 部 32 个 等 价 点 . 
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本 节 讨 论 空 间 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 . 平移 群 T 是 空间 群 S 的 阿 贝 尔 不 变 子 
群 , 只 有 一 维 不 可 约 表示 . 通过 选择 表象 , 让 空间 群 不 可 约 表示 关于 平移 群 的 分 导 表 
示 是 对 角 化 的 , 然后 证 明 陪 集 元 素 的 表示 矩阵 仅 依赖 于 所 谓 波 矢 群 的 不 可 约 表 示 . 
本 书 只 讨论 大 部 分 情况 下 的 波 矢 群 不 可 约 表 示 . 最 后 讨论 简单 空间 群 不 可 约 表示 
的 函数 基 . 更 一 般 的 情况 , 请 读者 参考 有 关 专 著 . 


一 、 平 移 群 的 不 可 约 表示 


实际 的 晶体 是 有 限 的 , 因此 不 可 能 有 严格 的 平移 不 变性 ( 见 文献 [69]). 通常 解 
决 的 办 法 是 , 设想 晶体 在 边界 上 满足 周期 性 的 边界 条 件 , 从 而 恢复 平移 不 变性 , 而 且 
平移 群 T 成 为 有 限 群 . 为 解说 方便 起 见 , 本 节 重 新 假设 晶 格 基 矢 是 原始 的 , 所 有 晶 
格 矢量 都 是 晶 格 基 矢 的 整数 线性 组 合 . 

以 三 个 晶 格 基 矢 为 边 构成 的 平行 六 面体 是 晶 格 的 原 胞 ， 设 晶体 在 三 个 晶 格 基 
矢 方向 的 原 胞 数 分 别 是 M, No 和 Ns, 这 三 个 N; 都 是 很 大 的 有 限 数 , 且 无 公约 数 ， 
则 沿 晶 格 基 矢 & 方向 的 任何 平移 变换 , HR N; 次 后 是 恒 元 . 晶体 的 任何 平移 变换 
HR (NiN2Ns) 次 后 也 是 恒 元 . 因此 , 平移 群 是 有 限 的 阿 贝尔 群 , 它 的 不 等 价 不 可 约 
表示 都 是 一 维 的 么 正 表示 . 当 N; 趋 于 无 穷 大 时 , 有 限 唱 体 接近 于 无 限 的 理想 晶体 . 
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设 ay, a> 和 as 是 晶体 的 一 组 原始 的 晶 格 基 矢 , 所 , b. 和 bs 是 相应 的 倒 晶 格 基 
矢 ,是 晶 格 矢量 , K 是 倒 晶 格 矢量 


£= 6 + Gf + Gsfs, 


# (5.83) 
R =a,Ki + dK + adsKs 
尽 .5Z= 》 KG = 整数 (5.84) 
其 中 , 6 和 K, 都 是 整数 . 因此 ， 
(RE) -7=R. (Ri) = R. ë = 整数 (5.85) 


经 过 晶 格 点 群 元 素 R 变换, 晶 格 矢量 仍 变 成 晶 格 矢量 , 倒 唱 格 矢量 也 变 成 倒 晶 格 矢 
基 , 唱 格 点 群 和 倒 晶 格 点 群 是 一 样 的 . 
晶 格 平移 群 T 是 沿 三 个 晶 格 基 矢 方向 平移 群 的 直 乘 


T=TW @7T® @T®) (5.86) 


以 沿 a) 方向 的 平移 群 了 0 为 例 , 它 是 Ni 阶 循环 群 , 有 Ni 个 一 维 不 等 价 不 可 约 表 
示 , 用 ki = pi1/Ni 标记 , 其 中 pi 是 整数 , 0 < pi < Ni. 平移 a, 的 变换 在 这 表示 中 
的 表示 矩阵 为 

Dh: (dl1) = exp (—i2xzpif /N,) = exp (—i2xkifi) (5.87) 


因此 , 平移 群 了 有 (N, No Ns) 个 一 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 它们 用 ki, ko 和 ka, 或 用 
矢量 上 来 标记 . T 群 元 素 TÖ 在 此 表示 中 的 表示 和 矩阵 是 


3 
DE(D) = exp [= se) ， 0<k<l (5.88) 
j=l 
天 是 倒 晶 格 空间 的 矢 基 
3 
E= Bk, — k;=pifN; (5.89) 


j=1 


在 上 述 区 域内 , k; 有 N; 个 不 同 取 值 . 当 Ni 趋 于 无 穷 大 时 , 区 域内 的 每 一 点 对 应 平 
BÈ T 的 一 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 如 果 变化 一 个 整数 ,矢量 变化 一 个 倒 唱 格 
矢量 , 这 对 式 (5.88) 的 表示 没有 影响 . 倒 蝇 格 空间 任意 相差 倒 晶 格 矢量 的 两 点 称 为 
等 价 点 , 它们 描写 同一 个 不 可 约 表示 . 
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通常 把 站 矢 量 称 为 波 矢 , 合唱 格 空间 称 为 天空 间或 波 矢 空间 . 当 N, 足够 大 时 ， 
天 空间 每 一 点 都 对 应 平移 群 T 的 一 个 不 可 约 表示 . 天 空间 相差 倒 晶 格 矢量 的 两 点 是 
等 价 点 , 对 应 同一 个 不 可 约 表示 , 因而 天 空间 也 存在 着 平移 不 变性 .大 空间 的 原 胞 内 
的 点 与 平移 群 的 不 可 约 表示 有 一 一 对 应 的 关系 , 边界 上 的 点 可 能 互相 等 价 , 对 应 同 
一 个 不 可 约 表示 . 式 (5.88) 给 出 的 天 矢量 变化 区 域 满足 原 胞 的 性 质 , 但 使 用 起 来 不 
方便 , 因为 区 域内 的 点 通过 点 群 元 素 的 变换 , 可 能 变 到 区 域外 面 去 . 固体 物理 中 引 
入 布 里 洲 区 (Brillouin zone) 作为 波 矢 空间 的 原 胞 .原点 和 各 倒 蝇 格 点 连 线 的 垂直 
平分 面 称 为 布拉格 (Brage) 面 . 布拉格 面 与 实验 上 衍射 极 大 现象 有 关 . 布 里 洲 区 就 
是 由 这 些 布拉格 面 图 成 的 特定 区 域 . 波 矢 空 间 内 由 最 车 近 原点 的 布拉格 面 围 成 的 区 
域 称 为 第 一 布 里 渊 区 ， 由 第 一 布 里 渊 区 往外 到 达 另 一 个 布拉格 面 的 区 域 组 成 第 二 
MEME, 依 此 类 推 . 除 第 一 布 里 洲 区 外 , 其 他 布 里 涛 区 并 不 是 一 个 连通 区 域 , 它们 
由 若干 个 连通 区 域 构成 , 这 些 连通 区 域 分 别 经 过 平移 倒 蝇 格 矢量 后 可 以 拼 成 第 一 布 
M. 因此 各 布 里 浏 区 的 体积 相等 , 每 个 布 里 渊 区 内 包含 的 波 矢 数 都 等 于 晶体 中 
的 原 胞 数 (N,NaNs). 在 每 个 布 里 洲 区 内 部 的 点 经 点 群 元 素 的 变换 仍 在 区 域内 , 边 
界 上 的 点 经 变换 后 仍 在 边界 上 . 在 布 里 渊 区 内 的 点 与 平移 群 的 不 可 约 表示 有 一 一 对 
应 的 关系 , 在 布 里 谢 区 边界 上 可 能 有 等 价 点 , 即 不 同 点 对 应 同一 个 不 可 约 表示 . 
=. 波 矢 星 和 波 矢 群 

设 D(S) 是 空间 群 S 的 一 个 m 维 不 可 约 么 正 表示 , 选取 表象, 使 它 关 于 平移 群 
T 的 分 导 表示 取 已 约 形式 


D(E,ËÜ = diag {em , eanit, ..., [inka (5.90) 


注意 , 这 里 的 下 标 不 是 矢 二 的 分 基 指 标 , 而 是 区 分 这 些 矢 基 的 指标 , 不 要 混淆 . 暂 
时 并 不 规定 不 同 下 标的 k, 一 定 不 相等 , 因而 p 也 起 到 表示 撼 阵 DS) 的 行列 指标 
的 作用 . 

平移 群 是 空间 群 的 不 变 子 群 , 平移 变换 的 共 轿 变换 仍 是 平移 变换 


g(R, a)-1g(E, Dg(R,a) = g(E, RÑ, 

D(E,WD(R,a) = D(R,a)D(E, RÖ Í 
由 于 式 (5.85), ik Je SEE xi ATR BEH k, 矢 基 变 成 Rk,. 因为 相似 变换 不 改 
变 矩 阵 的 本 征 值 , 所 以 RE, 必须 等 价 于 式 (5.90) 中 的 某 一 个 k, 即 它们 至 多 相差 一 
个 倒 晶 格 矢量 


(5.91) 


Rk, = E, + Ë (5.92) 


这 倒 晶 格 矢量 不 影响 指数 值 . 在 第 一 布 里 渊 区 内 , 可 以 由 晶 格 点 群 元 素 按 式 (5.92) 
相 联 系 的 波 矢 称 为 互相 共 罗 的 波 矢 , TARER RERA ARE, 不 相等 的 互 
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相 共 叔 的 波 矢 数 目 称 为 波 矢 星 的 支 , 记 作 q. 波 矢 星 中 各 波 矢 的 地 位 是 平等 的 , 它们 
都 可 以 互相 通过 点 群 元 素 联系 起 来 - 

R (5.91) 表明 , 表示 矩阵 D(R, G) 从 左面 和 右面 分 别 乘 两 个 不 同 的 对 角 矩 阵 后 
要 相等 . 写成 矩阵 元 素 形式 有 


exp {i2rE G} D, ,(R,a) = D,,(R,a) exp { -i2r (Rk,) G 5.93) 


因此 , 矩阵 元 素 Dp(R,a) 不 为 零 的 条 件 正 是 式 (5.92). 显然 , 由 于 表示 D(S) 是 不 
可 约 的 , 对 式 (5.90) 的 任何 两 个 波 矢 k, 和 E, VAEA, 即 至 少 存在 一 个 品格 
点 群 元 素 RIER (5.92). 如 若 不 然 , 则 波 矢 至 少 分 成 两 组 , 一 组 中 的 波 矢 与 大 共 
8, 另 一 组 中 的 波 矢 与 E, dEi, 12 JINI H AA3E88, 于 是 空间 群 所 有 元 素 g(R, G) 
在 此 表示 中 的 表示 矩阵 , 凡 涉及 不 同 组 的 矩阵 元 素 Dro(R, Ga) 都 为 零 , 即 表示 是 可 
约 表示 . 

现在 , 我 们 通过 简单 相似 变换 ( 基 的 重新 排列 ), 把 式 (5.90) 中 相同 的 对 角 元 排 
在 一 起 , 下 标 不 同 的 ku 互 不 相等 


D(B,ñ) = diag [es Fa ash... Cast... i 
其 中 , 共 出 现 q 个 不 同 的 Ra 1 < A < q. 正 因为 相似 变换 不 改变 矩阵 的 本 征 值 , 所 
以 由 式 (5.93), 每 个 E, 出 现 的 重 数 d 都 相同 
m=qd (5.94) 


空间 群 的 每 一 个 不 可 约 表示 都 对 应 一 个 确定 的 波 矢 星 , 表示 的 维 数 m RER 
支 数 4 满足 式 (5.94). 
任 选 一 个 波 矢 , 例如 选 ki, 通过 点 群 元 素 R, 的 作用 , k, 变 成 了 K, 


Bu 有 = 局 或 k,+ K, (5.95) 
晶 格 点 群 中 也 会 存在 若干 个 满足 下 式 的 元 素 P 
Pkh=k 8 及 +Rp (5.96) 


只 有 当 波 矢 星 在 布 里 渊 区 的 边界 上 时 , 式 (5.95) 和 (5.96) 中 才 会 出 现 不 为 零 的 倒 晶 
格 矢量 K. 和 Rp. 这 样 的 P 称 为 保持 E 不 变 的 变换 . 点 群 G 中 保持 ki 不 变 的 
变换 集合 构成 G 的 子 群 , 记 作 HE). 它 的 左 陪 集 R, H(k,) 中 的 任 一 元 素 都 满足 
R (5.95), 反之 , 满足 式 (5.95) 的 点 群 元 素 都 在 此 左 陪 集中 . 在 群 G 中 子 群 H(ki) 的 
指数 等 于 波 矢 星 的 支 9. R, 的 选择 有 一 定 的 任意 性 , 但 它 的 选择 并 不 影响 以 后 的 讨 
论 . 现在 开始 , 我 们 认为 Ry 已 经 按 式 (5.95) 选 定 , 而 且 令 R. = E. 这 样 , 点 群 G 的 
元 素 都 可 表 成 RuP 的 形式 . 
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与 子 群 B (k) 元 素 P 相对 应 的 空间 群 元 素 为 (P,a), 所 有 这 样 的 元 素 集合 构 
成 空间 群 S 的 子 群 , 记 作 S), 称 为 与 波 矢 ki 相 联系 的 空间 群 , 简称 波 矢 群 . 在 空 
间 群 S 中 , 波 矢 群 的 指数 也 等 于 波 矢 星 的 支 q. 平移 群 了 也 是 波 矢 群 的 不 变 子 群 ， 
商 群 S(k,)/T 与 H(K.) 同 构 . 
三 、 空间 群 元 素 的 表示 矩阵 


本 小 节 对 给 定 波 矢 星 研 究 空间 群 的 不 可 约 表示 的 一 般 形式 ， 设 空间 群 不 可 约 
么 正 表示 D(S) Jë m = qd 维 的 , 将 空间 群 任意 元 素 g(R,&) 在 此 表示 中 的 表示 算 阵 
D(R,a), 分 割 成 个 dxd 小 矩阵 D,,,(R, G), 这 些小 矩阵 排列 起 来 , 构成 x q 方 
矩阵 


Du(R,a) Diz(R,G) +. Dı(R,ã) 
Da(R,àë) Daz(R,a) -- Da(R,&) 


下 面 将 证 明 , D(R,a) 的 每 一 列 ( 行 ) 都 只 有 一 个 小 矩阵 不 为 零 , 我 们 要 讨论 这 不 为 
零 的 小 矩阵 的 位 置 和 性 质 . 首先 , 已 经 知道 平移 变换 的 表示 冠 阵 是 对 角 和 矩阵 


Ds(B,D) = 146, exp (i2x8, 司 (5.98) 


其 中 , 14 是 d 维 单位 矩阵 . 
第 二 , 讨论 9(R,, Eu) 的 表示 矩阵 . 把 式 (5.97) 代入 式 (5.93), 得 


exp{-i2n 有 村 Daa (Ruin) = Dra (Rurin) ep{ -i2r (Ruki) -好 
于 是 , 第 一 列 的 小 矩阵 中 只 有 上行 不 为 零 
D.A (R,,LÚ,) = vu Dui (Ry, En) (5.99) 


Dia (Ru in) 是 么 正 矩阵 . 
到 现在 为 止 , 我 们 仅 规定 了 DE, B 的 具体 形式 , 表示 D(S) 还 允许 做 与 D(E,Ú 
对 易 的 任意 相似 变换 . 现 选 么 正 相 似 变换 X 来 简化 DR Eu) 


la, 当 p=1 
X= 5 N X, = y 1 
e a d RES 当 u#1 0389 


变换 后 的 表示 仍 记 作 D, D(E, Ü 仍 取 式 (5.98) 的 形式 , 但 


D.A (R,,t¿) = laguv (5.101) 
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由 于 表示 的 么 正 性 , 第 4 行 的 小 矩阵 中 只 有 第 一 列 不 为 零 
Di (Ry,by) = ló, (5.102) 
第 三 , 通过 类 似 的 讨论 , 由 式 (5.93) 可 得 9(P, a) 的 表示 矩阵 满足 


Dui(P,a) = iuiDulP,a), 
Div(P,a) = 1Du(P,a) 


最 后 , 计算 元 素 (R) 表示 矩阵 的 第 y 列 小 矩阵 D;,(R,D, SEF z 是 任意 的 ， 
但 已 选 定 . 把 RERE R, 上 , 它 仍 是 点 群 G 的 元 素 , 设 表 为 RP, W 


RR,=R,P,  g(R,t)=g(R,,b)g(P, &)g(Rp, ty) (5.104) 


对 于 给 定 的 空间 群 S, WET RA R, JA, t, t, Ru, t, P fl a 都 跟着 确定 . 计算 元 
K (Ri) RREH v 行 n 列 元 素 


(5.103) 


D, (R,i) = D, (R,,L)D.,(P,G)D, (Ry Ëu)" = Dn(P,a) (5.105) 
TÀ 


又 由 表示 的 么 正 性 得 
D; (R,t) = ôD (P,ã), — D,,(R,ti) = ó,, Dn (P, a) (5.106) 


因此 , 我 们 证 明了 D(R, 如 矩阵 的 每 一 列 ( 行 ) 都 只 有 一 个 小 矩阵 不 为 零 , 而 且 这 小 
矩阵 可 由 Dn (P, a) 表 出 . 空间 群 S 的 一 般 元 素 在 表示 DS) PURREN, 完全 
由 波 矢 群 的 不 可 约 表示 Du (P, a) 决定 . 
四 、 波 矢 群 的 不 可 约 表示 

我 们 首先 证 明 , 空间 群 的 表示 D(S) 不 可 约 的 充 要 条 件 是 波 撩 群 的 表示 Du (P, a) 
不 可 约 . 如 果 Du 表示 可 约 , 存在 非常 数 矩 阵 Y 与 所 有 的 Di(P,a) 矩阵 对 易 , 则 
X = 14 x Y 可 与 所 有 的 D(R, 六 和 DE, Ñ 对 易 , MRR D(S) 可 约 . 反之 , 如 果 表 
示 D(S) 可 约 , 则 存在 非常 数 矩 阵 X 与 它 的 所 有 表示 甜 阵 对 易 . 因 与 D(E, Ü 对 易 ， 
X 只 能 取 O, Yn 的 形式 , 其 中 Yu 都 是 d 维 矩阵 . 又 因 X 5 DR En) 对 易 , 则 所 
有 Y, 相同 , 且 与 Du(P,a) 对 易 . 既然 Ya 不 是 常数 矩阵 , 表示 Du (P, a) 是 可 约 的 . 
证 完 . 

其 次 , 就 两 种 情况 计算 表示 矩阵 Du (P,a) 的 具体 形式 , 一 是 波 矢 星 在 第 一 布 里 
WEA, 二 是 波 矢 星 在 第 一 布 里 渊 区 边界 上 , 但 S 是 简单 空间 群 . 

取 点 群 H (k) 的 不 可 约 表示 T'(H), 可 证 在 上 述 两 种 情况 下 


Du(P,a) = exp (xl -可 T(P) (5.107) 
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HERRER SR) 的 不 可 约 表示 . 对 每 一 个 给 定 的 波 矢 Ku, R (5.107) 给 出 的 不 等 
价 不 可 约 表示 个 数 等 于 点 群 五 (局 ) 的 类 数 . 
把 式 (5.107) 与 波 矢 群 元 素 9(P,a) 对 应 起 来 , 对 于 群 元 素 的 乘积 


g(P,a)g(P',a') = g(PP',& + Pa!) 
要 证 明 它 们 的 乘积 仍 按 同 一 规则 对 应 
Du(PaDa(P ,aa)= Du (PP',& + Pa’) (5.108) 


因为 了 (P)T(P') = T(PP'), 所 以 问题 的 关键 是 等 式 两 边 的 指数 函数 部 分 是 否 相等 . 
式 (5.108) 左边 的 指数 函数 为 


exp [im ‘(G+ a’) 
式 (5.108) 右边 的 指数 函数 为 
exp 2 “(a+ Pa) = exp (— xk . a) exp Kuu 2) . a] 


当 波 矢 星 在 第 一 布 里 浏 区 内 时 , P-!& = ki, 式 (5.108) 成 立 . 当 S 是 简单 空间 群 时 ， 
@ = 即使 波 矢 星 在 第 一 布 里 渊 区 的 边界 上 , PK = b + K, 这 倒 晶 格 矢量 民 也 
不 起 作用 

exp (-i2xR 2) =1 


因而 式 (5.108) 依然 成 立 . 证 完 . 

对 一 般 空间 群 S, 波 矢 星 又 在 第 一 布 里 渊 区 边界 上 的 情况 , 波 矢 群 不 可 约 表示 
的 形式 比较 复杂 . 这 里 不 再 讨论 . 可 以 证 明 , 对 给 定 的 波 矢 星 , 取 其 他 总 代替 六 ,得 
到 的 表示 与 上 面 表示 等 价 . 

总 之 , 空间 群 S 的 不 可 约 表示 D 以 波 矢 星 和 HE) 的 不 可 约 表示 (H) 共同 
标记 , 它 的 维 数 m = qd, q 是 波 矢 星 的 支 , d 是 表示 T 的 维 数 ， 在 这 表示 中 , 平移 
群 元 素 的 表示 矩阵 是 对 角 化 的 (如 式 (5.98) 所 示 ), 陪 集 元 素 g(R,t) 的 表示 和 矩阵 可 
RAH @2 个 d 维 小 矩阵 排列 成 的 g x q 方 矩 阵 (如 式 (5.97) 所 示 ), 而 且 每 一 行 和 
每 一 列 中 只 有 一 个 小 矩阵 不 为 零 , 不 为 零 的 小 矩阵 通过 式 (5.105) 与 波 矢 群 的 表示 
Du(P,a) 相 联 系 , 后 者 由 式 (5.107) 给 出 . 


五 、 布 洛 赫 定 理 


设 空间 群 S 是 晶体 的 对 称 变换 群 , 则 在 晶 格 场 中 运动 的 电子 , 它 的 定 态 波 函 数 
属 空间 群 S 不 可 约 表示 . 现在 我 们 来 讨论 这 样 的 波 函 数 的 性 质 . 
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设 in (F) 是 按 波 矢 群 Sk) 不 可 约 表示 Dun (P, a) 变换 的 函数 基 


已 (pa 加 wm 人 (从 一 > Pim (P) {Da (P, am (5.109) 
对 平移 变换 
Pye gim) = hin(F— Ü = n (P) exp ( —i2nË, - 0) (5.110) 
可 见 
Wim(7) = exp (=Ë, P) um(), Um- B =ua( (5.111) 
把 函数 基 扩充 . 令 


Wan) = Pa, him (P) = in (Rç 7) = exp {i22 - (R717) um (Ra 
(5.112) 
= exp {i27 (Rh): F) Pawa (9) 


Pryum(F — Ë) =ua(R;!F— R; = ua (R; F- P) = Prum (F) 
我 们 要 证 明 这 组 基 在 空间 群 变换 下 , 正 是 按 不 可 约 表示 DS) 变换 . 


首先 , 式 (5.112) 的 波 函 数 Vum (F) 正 是 按照 式 (5.101) 的 要 求 来 定义 的 , 它 显然 
满足 , 从 而 式 (5.102). (5.105) 和 (5.106) 也 满足 . 其 次 , 对 平移 变换 


Pueg) = Vum = D = oxp { -i27 (Ruki) 0) hom) 
=@xp í —i2xk, + 5) bum (T) 


可 见 式 (5.98) 是 满足 的 . 如 果 加 m 人 (六 是 哈密 顿 量 的 本 征 函 数 , 则 m = qd 个 函数 
Yum (r) 就 是 晶体 哈密 顿 量 的 同一 能 级 的 简 并 化 的 本 征 函数 . 

式 (5.112) 正 是 固体 物理 中 的 布 洛 赫 (Bloch) 定理 . 布 洛 赫 (Bloch) 定理 (例如 
见 文献 [ 4] 第 211 页 ) 说 , 在 具有 平移 不 变性 T HA V) 中 运动 的 电子 的 定 态 
波 函数 vel) 满足 


(5.113) 


Wk) = ur (eT, ugl- Ü = l) (5.114) 
六 、 晶体 中 电子 的 能 带 


现在 我 们 来 讨论 晶体 中 电子 能 基 随 波 矢 大 的 变化 . 采用 自由 电子 近似 , 电子 近 
似 地 在 平均 场 Vo 中 运动 , Vo 与 地 无 关 , WA V (P) 在 平均 势 场 附近 涨 落 , 涨 落 的 势 
场 (r) = V (F) — Vo, 满足 空间 群 S 对 称 性 , 可 以 做 微 扰 处 理 . 电子 的 哈密 顿 量 表 
为 


HOHDE, HE) = -V+ Vo (5.115) 
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其 中 , me 是 电子 质量 . 如 果 能 级 是 正则 简 并 的 , 则 能 量 的 本 征 函 数 属 空间 群 确定 的 
不 可 约 表示 , 波 函 数 由 式 (5.112) 给 出 . 不 同 的 上 和 m 对 应 相同 的 能 量 . 选 p = 1, 
并 为 了 简化 符号 , 把 固定 的 下 标 n 和 m 都 省 略 , 把 K, 记 作 天 MEHR (5.111) 给 
出 的 定 态 波 函 数 是 天 的 函数 , 表示 为 


WF) = exp (i21¥ - 7) uF), uF- = u(m) (5.116) 
由 于 后 式 , 波 函数 u WARE Kn 做 傅 里 叶 展 开 
ul = 》 unexp (x, $ 7) 
WA = 》 u, exp fizz (E- Ra) F} 
其 中 , un 是 待定 常数 . 求 和 式 中 的 每 一 项 , 即 只 有 一 个 u, 不 为 零 的 波 函 数 , 正 是 哈 
密 顿 量 Ho 的 本 征 函数 ， 分 别 对 应 零 级 能 其 En 


Bn = s 2 (k- K.) +W (5.118) 


(5.117) 


零 级 能 最 随 波 矢 E- Rn 连续 变化 如 果 我 们 要 计算 n= 0 的 态 的 能 量 修正 , 则 uo 
是 主要 的 . 因为 Vi 在 波 函数 中 的 平均 值 已 经 以 平均 场 的 形式 提出 去 了 , 所 以 能 其 的 
一 级 微 扰 为 零 .不 同 丰 的 波 函数 属于 空间 群 不 等 价 的 不 可 约 表示 或 属于 同一 个 不 
可 约 表示 (E 属 同一 个 波 矢 星 ), 在 对 称 微 扰 作用 下 , 波 函数 不 混合 . 只 有 当 能 级 出 现 
新 的 简 并 , 需要 用 有 简 并 的 微 捧 方 法 来 处 理 时 , 能 级 才 会 分 裂 , 能 量 才 会 出 现 明显 变 
化 . 

当下 在 第 一 布 里 洲 区 中 心 附近 时 , 能 级 没有 新 的 简 并 ,能量 差 E, — Eo 比较 大 ， 
因此 其 他 un 相对 uo 都 很 小 , 能 其 是 随 波 矢 K? 连续 变化 的 . 但 在 第 一 布 里 浏 区 的 边 
界 上 , Ë 和 (E- Ra) 有 可 能 相等 , 产生 新 的 能 级 简 并 . 因此 在 第 一 布 里 浏 区 的 边 
界 附近 , R (5.117) 至 少 有 两 项 大 小 可 以 比拟 , 发 生 强烈 干涉 .能 量 微 扰 的 结果 , 一 
个 能 级 哲 高, 另 一 个 能 级 降低 , 形成 能 了 .这 种 现象 在 其 他 布 里 渊 区 的 边界 上 也 会 
发 生 . 这 就 是 晶体 中 能 带 形成 的 基本 原理 .当然 实际 问题 还 要 复杂 得 多 , 例如 不 同 
能 带 有 可 能 互相 重 选 使 能 阶 (林带 ) A, 甚至 消失 . 想 要 进一步 了 解 这 方面 的 内 
容 , 请 读者 参考 固体 物理 有 关 书 夭 

顺便 我 们 看 到 , 布 里 洲 区 边界 的 条 件 是 


解 得 
2k.R = K? (5.119) 图 5.2 布拉格 面 
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这 正 是 倒 晶 格 矢 基 垂直 平分 面 的 方程 ， 这 垂直 平分 面 在 固体 物理 中 称 为 布拉格 
(Bragg) 面 (如 图 5.2), 各 布 里 渊 区 正 是 用 布拉格 面 来 分 隔 的 . 
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1. 在 直角 坐标 系 中 , 写 出 沿 zs IHAKA MEEA MRR ERTHH RERNE 
形式 

2. 用 直角 坐标 系 的 单位 矢量 表 出 Ta RA On 群 的 各 固有 和 非 固有 转动 轴 的 方位 . 

3. 设 R Jt ñ = (ë + Z) /V3 方向 转动 2r/3 角 的 变换 , 试 找 出 gR E) 的 对 称 直 线 位 


置 , 其 中 (1) f= ës, (2) £= 到 十 西 . 如 果 它 是 螺旋 轴 , 请 指出 沿 轴 向 的 滑 移 矢 量 , 并 通过 坐标 原 
点 的 平移 , 把 9 化 为 标准 形式 以 检验 此 结论 . 
4， 设 S) 是 对 mira 平面 的 反射 变换 , 找 出 g(52, 引 的 对 称 平面 位 置 ， 其 中 (1) 了 = ë, 


(2) £= ë + ë. 如 果 它 是 滑 移 平面 , 请 指出 沿 平面 的 滑 移 矢 量 , 并 通过 坐标 原点 的 平移 , 把 g 化 
为 标准 形式 以 检验 此 结论 . 

5， 试 分 析 第 52 号 (Din), 第 161 号 (CŠ,) 和 第 199 号 (T°) 空间 群 的 对 称 性 质 , 指出 ， 
(1) 一 般 元 素 的 表达 式 ，(2) 三 个 品格 基 矢 的 方向 和 相互 间 长 度 的 关系 , (3) 各 生成 元 的 对 称 直线 
或 对 称 平面 的 方位 , 如 有 螺旋 轴 或 滑 移 平 面 , 请 指出 它们 的 滑 移 矢量 , (4) 在 一 个 品 胞 内 找 出 任意 
M F= ami + 272 + aza 的 等 价 点 位 置 . 

6. 试 由 点 群 Daa 出 发 , 计算 全 部 12 种 空间 群 . 

7. 试 由 点 群 D2 出 发 , 计算 全 部 9 种 空间 群 . 
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置换 群 描写 全 同 粒 子 体系 的 置换 对 称 性 . 在 置换 群 理 论 中 发 展 起 来 的 一 套 杨 算 
符 方法 , 在 近代 物理 中 得 到 了 广泛 的 应 用 . 例如 , 近代 物理 中 广泛 使 用 着 张 量 的 概 
念 , 而 张 量 指标 间 的 复杂 对 称 性 质 , 必须 用 杨 算 符 才 能 给 出 明确 的 描写 从 数学 上 
说 , 置换 群 是 一 类 十 分 重要 的 有 限 群 , 因为 所 有 有 限 群 都 同 构 于 置换 群 的 子 群 . 用 
杨 算 符 的 方法 研究 置换 群 的 表示 理论 , 本 身 是 一 个 非常 美的 理论 , 只 通过 几 个 简单 
的 定理 , 就 可 以 严格 而 系统 地 建立 起 置换 群 的 整个 表示 理论 , 包括 计算 置换 群 元 素 
的 具体 表示 矩阵 和 置换 群 表示 外 积 的 概念 . 


6.1 置换 群 的 一 般 性 质 


在 这 一 节 , 我 们 首先 介绍 置换 (permutation). 轮换 (cycle), X$# (transposition), 
偶 置换 和 奇 置 换 等 基本 概念 , 然后 讨论 轮换 的 乘积 公式 、 置 换 群 的 类 、 生 成 元 和 交 
换 子 群 等 置换 群 的 一 般 性 质 . 
一 、 置换 


nn 个 客体 排列 次 序 的 变换 称 为 置换 . 设 原来 排 在 第 j 位 置 的 客体 , 经 过 置换 R 
后 排 到 了 第 rj; 位 置 , 用 一 个 2 x n 甜 阵 来 描写 这 一 置换 R 


R= i T F og ) (61) 
H a a Wq 
对 一 个 给 定 的 置换 , 式 (6.1) 中 各 列 的 排列 次 序 是 无 关 紧要 的 , 重要 的 是 每 一 列 上 下 


两 个 数字 的 对 应 关系 , 也 就 是 各 客体 在 变换 前 后 所 处 的 位 置 关系 . 因此 式 (6.1) 中 
各 列 次 序 可 以 任意 交换 , 例如 


| 62 
34521 12345 
今后 , 常 把 以 数字 标记 的 客体 间 的 置换 , 简单 地 说 成 数字 间 的 置换 这样 的 说 法 通 
常 不 会 引起 混淆. 

两 个 置换 的 乘积 定义 为 相继 做 两 次 置换 . 例如 , 乘积 SR, 先 做 R W, 客体 位 
EIR (6.1) 做 了 重新 排列 , 然后 客体 在 此 新 排列 的 基础 上 再 做 S 变换 . 在 做 S 变 
换 时 , 把 新 排列 中 第 j 位 置 的 客体 移 到 第 si 位 置 去 , 而 不 管 这 第 j 位 置 的 客体 原先 


在 己 变 换 之 前 是 排 在 什么 位 置 . 这 正 是 全 同 粒子 体系 的 实际 情况 . 粒子 经 过 置换 以 
后 , 只 知道 目前 粒子 排 在 什么 位 置 , 而 “忘却 ”了 变换 前 它 排 在 什么 位 置 . 按照 这 一 


“204 * 第 六 章 置换 群 


观念 , 在 具体 计算 两 个 置换 乘积 SR 时 , 先 把 5 的 各 列 排列 次 序 进 行 交 换 , 使 S 的 
第 一 行 的 排列 次 序 和 R 的 第 二 行 次 序 一 样 , 然后 用 S 的 第 二 行 代替 R 的 第 二 行 ， 
就 得 到 乘积 置换 SR. 也 可 以 等 价 地 , 先 把 R 的 各 列 排列 次 序 进行 交换 , 使 R 的 第 
二 行 的 排列 次 序 和 5 的 第 一 行 次 序 一 样 , 然后 用 R 的 第 一 行 代替 5 的 第 一 行 , 就 
得 到 乘积 置换 SR. 两 种 方法 的 计算 结果 是 完全 相同 的 . 例如 


s| (1 2345)_í(3 4 521 
和 


sR= (34521 12345)_ /12345 (6.3) 
24513 34521 24513 


或 

sn 人 (1 2 3 4 G 412 G 412 s) (64) 

EF 4 8 12 345 31245 

我 们 看 到 , R (6.3) 和 (6.4) 给 出 的 结果 , 每 一 列 上 下 的 数字 关系 都 是 相同 的 . 例如 ， 
第 4 位 置 的 客体 经 变换 R 排 到 了 第 2 位 置 , 再 经 过 5 变换 , 从 第 2 位 置 变 到 第 1 位 
置 , 而 式 (6.3) 和 (6.4) 给 出 的 结果 中 , 数字 4 下 方 填 的 数字 都 是 1. 

置换 变换 虽 用 矩阵 来 描写 , 但 置换 的 乘积 并 不 服从 通常 的 矩阵 乘积 规则 . 作为 
变换 的 乘积 , 两 个 置换 的 乘积 仍 是 一 个 置换 , 置换 乘积 满足 结合 律 , 但 不 满足 交换 
律 . 所 有 客体 位 置 不 变 的 置换 是 恒 等 变 换 E, 它 的 上 下 两 行 数字 完全 相同 


1 23. 4. 8 

s-(， J giae a) e») 

已 与 任何 置换 RARI R, 起 恒 元 的 作用 . TE W. E FTR BL, 例如 
AoT Pas ss. ta 

3 -(7 | (66) 


ea 人 Pg 本 | PR ea )-z 
四 He 
n 个 客体 共有 n! 个 不 同 的 置换 .按照 上 述 置 换 乘 积 规则 , n 个 客体 的 所 有 置换 的 
集合 满足 群 的 四 个 条 件 ,构成 群 , 称 为 n 个 客体 置换 群 , 记 作 Sn S, 群 的 阶 数 为 
g = n!. 在 n 个 客体 中 任 选 m 个 客体 , 这 m 个 客体 的 所 有 置换 变换 构成 置换 群 Sm， 
CE Sn 群 的 子 群 . 

在 文献 中 对 置换 及 其 乘积 有 不 同 的 定义 ， 例 如 , 有 的 书 把 式 (6.1) 给 出 的 置换 
中 定 义 为 ,第 j 位 置 的 客体 “ 变 成 * 第 r, 位 置 的 客体 , 即 原来 排 在 第 r, 位 置 的 客 
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Ik, 经 过 置换 RR 后 排 到 了 第 j 位 置 , 这 种 定义 正好 与 我 们 的 定义 差 一 个 道 变换 读 
者 在 看 一 本 书 时 要 注意 书 中 采用 的 定义 . 
= 轮换 

轮换 是 一 类 特殊 的 置换 . 如 果 在 一 个 置换 中 , A n — £ 个 客体 保持 不 变 , 而 余下 
的 4 个 客体 顺序 变换 , 即 第 a1 位 置 的 客体 排 到 第 ao 位 置 , 第 a2 位 置 的 客体 排 到 第 
as 位 置 , 以 此 类 推 , 最 后 第 ae 位 置 的 客体 排 到 第 a) 位 置 , 形成 一 个 循环 , 则 这 样 的 
置换 称 为 轮换 , 4 称 为 轮换 长 度 . 轮换 常用 一 行 矩 阵 来 描写 


_Í m az +° aca G€ b … bne 
(ai as a= [° ROTE a bua | (6.7) 
在 用 行 矩 阵 描写 轮换 时 , 数字 的 排列 次 序 不 能 改变 , 但 允许 数字 顺序 变换 
(gabc…Dp=(abc…pq)=(bc…pqo) (6.8) 
例如 
1 2 3 
az3=es9=-619=(,; I $ 


(6.9) 


#e19=039=620=(; I ,]-a29" 


长 度 为 1 的 轮换 是 恒 等 变 换 , 长 度 为 2 的 轮换 称 为 对 换 . 显然 对 换 满 足 

(ab)=(ba), (ab)(ab) = E (6.10) 
推 而 广 之 , 长 度 为 4 的 轮换 , 它 的 4 次 自 乘 等 于 恒 元 (见习 题 第 2 题 ), 即 它 的 阶 数 为 
£ 


两 个 没有 公共 客体 的 轮换 , 乘积 次 序 可 以 交换 . 对 任 一 给 定 的 置换 R, 任 选 一 

数 a1, 设 经 过 置换 R, 第 a) 位 置 的 客体 变 到 第 a, 位 置 , 第 a 位 置 的 客体 变 到 第 as 
位 置 , 以 此 类 推 , 在 此 客体 链 中 总 会 有 某 客体 , 例如 第 a, 位 置 的 客体 变 到 第 ai 位 
W. 形成 一 个 循环 , 则 置换 尺 包 含 一 个 长 度 为 4 的 轮换 . 然后 , 再 在 余下 的 数 中 任 选 
一 数 bi, 如 上 法 找 出 它 的 客体 链 , 确定 R 中 包含 的 另 一 个 轮换 . 两 轮换 没有 公共 客 
体 , 因而 乘积 次 序 可 以 交换 . 把 这 做 法 继续 下 去 , 总 能 穷尽 全 部 n 个 数 , 从 而 把 置换 
忆 分 解 为 若干 个 没有 公共 客体 的 轮换 乘积 . 这 些 轮换 的 乘积 次 序 可 以 互相 交换 , 在 
这 意义 上 说 , 任何 置换 都 可 以 唯一 地 分 解 为 没有 公共 客体 的 轮换 乘积 . 在 分 解 中 出 
现 的 长 度 为 1 的 轮换 ( 恒 元 ) 可 以 略 去 . 例如 , = (6.3) 用 到 的 两 个 置换 RA S 可 分 
别 分 解 为 

及 =(135)(24)=(24)(135) ， 

S = (1 3 2) (4) (5) = (1 3 2) 
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把 一 置换 分 解 为 没有 公共 客体 的 轮换 乘积 时 , 各 轮换 长 度 4i 的 集合 , 称 为 该 置 
换 的 轮换 结构 ， 例 如, 前 例 中 , R 的 轮换 结构 是 (3 2), S 的 轮换 结构 是 (3,1,1) = 
(8,12). 在 表达 一 个 置换 的 轮换 结构 时 , 轮换 长 度 4 的 排列 次 序 可 以 任意 . 相同 的 
轮换 长 度 可 用 短 次 方式 给 出 . 一 般 说 来 , n 个 客体 的 任 一 置换 R 的 轮换 结构 可 表 为 


Urta), D> 6 =n (6.11) 


把 一 个 正 整数 n 分 解 为 若干 个 正 整 数 4 之 和 , 这 样 的 正 整数 的 集合 称 为 n 的 一 组 
配 分 数 (partition). 置换 的 轮换 结构 是 由 一 组 配 分 数 来 描写 的 . 

既然 每 一 置换 都 可 分 解 为 没有 公共 客体 的 轮换 乘积 , 当 把 两 个 置换 相 乘 时 , 我 
们 需要 计算 两 个 有 公共 客体 的 轮换 乘积 问题 . 通常 认为 , 只 有 把 置换 乘积 化 为 没有 
公共 客体 的 轮换 乘积 时 , 才 算 把 乘积 化 到 了 最 简 形 式 . 

先 讨 论 只 有 一 个 公共 客体 的 轮换 乘积 的 计算 方法 . 例如 


abcefd @ b e d e y 
bcdefa abcefd 
abcdef\_ 

É ç Q eof I ) -eve 


(ab... cd)(de --. f)=(ab-.. cde» f) (6.12) 


这 公式 可 以 做 如 下 两 种 理解 . 从 左面 向 右面 看 , 式 (6.12) 提供 有 一 个 公共 客体 的 两 
轮换 的 乘积 规则 : 先 按 式 (6.8), 在 每 个 轮换 内 部 , 把 公共 客体 顺序 变 到 最 右面 或 最 
左面 的 位 置 , 然后 按 式 (6.12) 把 两 个 轮换 “ 接 ” 起 来 . 从 右面 向 左面 看 , 式 (6.12) 提 
供 把 一 个 轮换 分 解 为 有 一 个 公共 客体 的 两 轮换 乘积 的 规则 : 在 轮换 中 任 一 客体 的 位 
置 , 例如 d 处 , 把 轮换 “切断 ”成 两 个 轮换 的 乘积 , 并 让 d 同时 出 现在 两 个 轮换 中 . 
按照 这 样 的 理解 , 很 容易 利用 式 (6.12) 计算 有 任意 多 个 公共 客体 的 轮换 乘积 问 
题 . 其 基本 思想 就 是 先 把 轮换 切断 , 使 每 一 对 轮换 乘积 都 只 包含 一 个 公共 客体 , 从 
而 可 用 式 (6.12) 接 起 来 . 例如 , 有 两 个 公共 客体 的 轮换 乘积 可 用 下 法 计算 


(aicait 四 (dc 

= (a1 aic) (C asi -+> aj d) (d bi ---br c) (c br+1 `°: ba) 

= (a1 <+- a; c) (aii ++ aj dc)(cdbi --: br) (c bryr -++ ba) 

= (a1 ---a; c) (ai `° a; d) (d o) (e d) (d b ---b) (c br} -+> bo) 
= (a1 -+a €) (asi +> aj d) (dbi br) (c bisa bs) 

= (a1 aí C bri ++ ba) (iyi -+ aj dbi br) 


(abcd)(de f) 


II 


推 而 广 之 
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=. 置换 群 的 类 


从 另 一 角度 来 理解 两 置换 乘积 的 公式 (6.3) 和 (6.4). 式 (6.3) 告诉 我 们 , 当 把 S 

从 左面 乘 到 R 上 , 其 结果 是 把 RR 置换 的 第 二 行 数字 做 S 置换 . 而 式 (6.4) 告诉 我 们 ， 

当 把 R 从 右面 乘 到 S 上 , 其 结果 是 把 S 置换 的 第 一 行 数字 做 R 1 置换 . 结合 起 来 ， 

把 描写 R 置换 的 两 行 数字 同时 做 S 置换 , 就 得 到 R HTK SRS. 特别 当 R 
是 一 个 轮换 时 

S(abc...d)S-!=/(sa Sb Se +. Sa) (6.13) 


共 罗 变 换 不 改变 轮换 的 长 度 , 只 改变 轮换 涉及 的 客体 编号 . 因此 , 置换 群 中 有 相同 轮 
TREA, 它们 的 集合 构成 置换 群 的 类 . 置换 群 的 类 是 由 置换 的 轮换 
结构 (6.11) 来 描写 的 

” 式 (6.13) 还 可 作 另 一 种 理解 . 把 式 (6.13) 的 S 移 到 等 式 右面 


S(abec... d) = (8a Sb sc `- sa) S (6.14) 


此 式 说 明 , 当 S 从 轮换 左面 移 到 轮换 右面 时 , 轮换 中 的 客体 做 S 置换 ; 反之 , 当 S 从 
轮换 右面 移 到 轮换 左面 时 , 轮换 中 的 客体 做 S-' 置换 . 把 轮换 换 成 任意 置换 , 这 结 
WERL. 

置换 群 Sn 的 类 数 等 于 整数 n 分 解 为 不 同 配 分 数 [ 见 式 (6.11)] 的 数目 . 这 数目 
的 解析 表达 式 很 难 写 出 (例如 参考 书 [1] 第 一 章 ). 但 从 另 一 方面 说 , 这 不 同 配 分 数 的 
数目 又 很 重要 , 它 与 置换 群 Sn 的 类 数 ge(n) 直接 相关 . 下 面 列 出 若干 置换 群 S,, 的 
类 数 ge(n) 值 . 对 不 太 大 的 n 值 , 写 出 所 有 不 同 的 配 分 数 的 方法 , 将 在 讲 到 杨 图 时 再 
介绍 . 


ge(l)=1, gc(2)=2, gc(3) = 3, ge(4)=5 
ge(5)=7, gc(6) = 1, ge(7)=15， g<((8) = 22 

ge(9) = 30， ge(10) = 42，  ge(20) = 627， g.(50) = 204226 
ge(100) = 190569292, ge(200) = 3972999029388 


(6.15) 


四 、 交 变 子 群 
在 轮换 每 一 客体 处 都 切断 , 则 长 度 为 《 的 轮换 分 解 为 £ 一 1 个 对 换 的 乘积 


(abc --- pq) = (a b) (b c) -+ (p q) 
当然 , 这 些 对 换 有 公共 客体 , 而 且 这 种 分 解 不 是 唯一 的 . 例如 


E = (a b) (a b) (b c) (b c) = (a b) (a c) (a b) (b o) 
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同 理 , 任何 置换 都 可 以 分 解 为 若干 个 对 换 的 乘积 . 这 种 分 解 虽然 不 是 唯一 的 , 但 容 
易 证 明 , 它 包 含 对 换个 数 的 偶 奇 性 与 分 解 方式 无 关 . 为 了 证 明 这 一 命题 , 借用 范 德 蒙 
德 (Vandermonde) 行列 式 的 概念 


1 Ko sss Q 
zı Zm >° Ln 
D(z1,72,° ,Tn)=| z? z … = =] (z; — z;) 
iz; 


n-1 mn 一 1 n 
2 z3 - TR 


把 z; 做 任何 对 换 , 行列 式 改变 符号 . 但 把 n 个 z; 做 置换 R, 行列 式 是 否 改变 符号 ， 
完全 由 R 本 身 决 定 , 与 R 的 分 解 方式 无 关 . 另 一 方面 , 对 R 的 每 一 种 分 解 , 包含 对 
换 的 偶 奇 性 又 确实 决定 了 行列 式 是 否 改 号 . 因此 在 给 定 R 的 分 解 中 包含 对 换个 数 
的 偶 奇 性 是 完全 确定 的 . 

当 把 置换 分 解 为 对 换 乘积 时 , 对 换 数 目 是 偶数 的 置换 称 为 偶 置换 , 对 换 数 目 是 
奇数 的 置换 称 为 奇 置换 . 长 度 为 奇数 的 轮换 是 偶 置换 , 长 度 为 偶数 的 轮换 是 奇 置换 . 
两 个 偶 置换 的 乘积 或 两 个 奇 置换 的 乘积 是 偶 置换 , 一 个 偶 置换 和 一 个 奇 置换 的 乘积 
是 奇 置换 . 恒 元 是 偶 置换 . 置换 群 中 所 有 偶 置 换 的 集合 构成 置换 群 的 一 个 指数 为 2 
的 不 变 子 群 , 称 为 交 变 (alternating) 子 群 . 奇 置换 的 集合 是 它 的 陪 集 , 商 群 是 二 阶 
群 . 因此 , 4 n > 1 时 , 置换 群 5% 都 有 一 个 反对 称 表示 , 在 此 表示 中 , 偶 置换 对 应 1, 
奇 署 换 对 应 -1. 一 个 置换 RR 在 反对 称 表示 中 的 数值 称 为 它 的 置换 字 称 , 记 作 6(R) 


Ofi, 。 当 R 是 偶 置换 
w- UREM 


-1 


(6.16) 


五 、 置 换 群 的 生成 元 


相 邻 客体 的 对 换 P. = (a a + 1) 在 置换 群 中 起 着 重要 作用 . 任何 置换 都 可 表 为 
对 换 的 乘积 , 而 任何 对 换 又 都 可 表 为 相 邻 客体 的 对 换 乘积 


(a d)=(d a)= Px-iPa-2::: PariPaPar.. Pa-2Pa-1 


(6.17) 
= PaPai Ps 2Pa Ps PP ， > d<a 
Pa 满足 
P2=E, 
P,P, = PPa , 当 la-b| 22, (6.18) 


PaPanPa = (a a +2) = Pazi Pa Pası 
引入 长 度 为 ”的 轮换 W 


W=(12.… n), W-!=wW"™! (6.19) 
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MI 
P, = WPW- = Ws-1p,Ww-*Hrt (6.20) 
因此 , W 和 P, 是 置换 群 的 生成 元 , 置换 群 的 秩 为 2. 


62 ”和 群 代数 的 理想 和 寡 等 元 


为 了 用 杨 算 符 方法 研究 置换 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 , 我 们 暂时 离开 置换 群 的 讨 
论 , 介绍 有 限 群 的 理想 和 竺 等 元 的 概念 . 实际 上 , 杨 算 符 正 是 置换 群 的 原始 寡 等 元 . 


一 、 群 代数 和 正则 表示 


首先 复习 有 限 群 群 代数 的 概念 . 对 阶 数 为 g 的 有 限 群 G, 以 群 元 素 为 基 构 成 的 
g 维 线性 空间 L, 称 为 群 空间 , 这 组 基 称 为 自然 基 . 群 空 间 的 矢量 是 群 元 素 的 线性 组 
合 . 两 撩 其 的 乘积 , 系数 部 分 做 普通 的 复数 乘积 , 群 元 素 部 分 按照 群 元 素 的 乘积 规则 
HR, WJ £ 对 于 此 乘积 是 封闭 的 , 构成 群 代数 . 在 群 代数 中 , 群 元 素 也 可 看 作 线性 算 
符 , 它 左 乘 或 右 乘 到 群 代数 的 矢量 上 , 使 矢量 按 给 定 的 规则 发 生变 化 ， 群 代数 是 群 
元 素 算 符 的 不 变 空间 , 对 应 群 G 的 正则 表示 . 

正则 表示 是 可 约 的 , 它 包含 群 G 各 不 等 价 不 可 约 表示 的 重 数 等 于 该 表示 的 维 
数 ， 这 就 是 说 , 对 于 左 乘 群 元 素 的 运算 , 群 代数 中 存在 许多 不 变 子 代数 , 这样 的 子 
代数 称 为 群 代数 的 左 理想 (left ideal). 子 代数 C, CL 构成 左 理想 的 条 件 是 对 任何 
te C =e, # tz € L1. 群 代数 可 以 分 解 为 若干 个 左 理 想 的 直 和 , 每 个 左 理想 
对 应 群 G 的 一 个 表示 . 对 于 右 乘 群 元 素 的 运算 , 同样 可 以 定义 群 代数 的 右 理 想 . 
二 、 左 理想 和 种 等 元 


先 从 简单 例子 的 讨论 开始 . 设 L 分 解 为 两 个 左 理想 Ci 和 Co 的 直 和 


L=[L1@L2 

则 群 代数 中 任 一 矢 基 上 都 可 唯一 地 分 解 为 分 属 两 个 左 理想 的 矢量 之 和 

t=h +b, tel, 四 ECl， t2 E€ L2 (6.21) 
恒 元 也 可 做 此 分 解 

E=e+e , e; € Lj (6.22) 
而 
t=tE = te, +te> 

因为 左 理想 对 左 乘 群 元 素 保持 不 变 


tea E€ Lli, tez € L2 
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所 以 


hH =te,  tz=tez (6.23) 
其 中 , t 是 群 代数 中 的 任意 矢量 . 进一步 

若 teL1, W te =ti=t, te=0 (6.24) 
由 此 得 
E22=el, e=e, eez=ezel=0 (6.25) 


式 (6.23)~(6.25) 告诉 我 们 , e; 是 一 个 投影 算 符 , 它 把 左 乘 在 它 上 面 的 矢量 上 投影 到 
左 理想 C; 中 . 反 过 来 说 , 把 群 代数 所 有 矢量 都 左 乘 到 ej 上 , 就 得 到 左 理想 L 


Zes <= És (6.26) 


这 样 的 投影 算 符 ej WHR (idempotent), 这 样 的 左 理想 Lj 称 为 等 等 元 e; E 
成 的 左 理想 . 
群 代数 中 满足 下 式 的 n 个 矢量 e; 称 为 正 交 寡 等 元 


ee; = ej ， i j=1,2,--.., n (6.27) 


把 群 代数 C 中 的 任意 矢 其 t 左 乘 到 确定 的 寡 等 元 e; 上 , 得 到 的 所 有 矢量 te; 的 集 
£, 构成 由 睾 等 元 e; 生成 的 左 理想 ,Cji = Lej. 由 于 式 (6.24), n 个 左 理想 C 互相 
都 没有 公共 矢量 , 因而 它们 之 和 就 是 它们 的 直 和 |. 

对 一 个 短 等 元 el 来 说 , e? = et, 所 有 ter 的 集合 是 左 理想 Ci, 而 满足 re, = 0 
的 所 有 r 的 集合 也 构成 左 理想 Li, 这 两 个 左 理想 没有 公共 矢量 , 而 且 是 互补 的 


c= ea (6.28) 
实际 上 , L1 ERR (E — ei) 生成 的 左 理想 . 对 群 代数 中 的 一 般 矢量 z 来 说 , 虽然 
所 有 tz 的 集合 构成 左 理想 La, 满足 rz = 0 的 所 有 7 的 集合 也 构成 左 理想 L, 但 这 
两 个 左 理想 可 能 有 公共 矢量 , 而 且 它 们 之 和 也 不 一 定 充满 整个 群 代数 C. 举 一 个 极 
端的 例子 . 设 P 是 相 邻 客体 的 对 换 , 则 

z=(E+P)P(E-P)#0, z=0 (6.29) 


因此 e, c Li, ME £ 中 存在 不 属于 C; 的 矢量 , 例如 恒 元 . 
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三 、 原始 天 等 元 


对 于 给 定 的 短 等 元 e;, HA (6.26) 生成 左 理想 Lj, 在 左 理想 中 任 找 一 组 线性 无 
关 的 矢量 rw 为 基 , 它 的 个 数 等 于 左 理想 的 维 数 d. 用 群 元 素 已 左 乘 到 基 上 , 仍 是 此 
左 理想 中 的 一 个 矢量 , 可 表 为 这 组 基 的 线性 组 合 


a 
Rz, = 3 zu Du,(R) (6.30) 
v=1 


D(R) 是 左 乘 元 素 R 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 , 它 的 集合 构成 群 G 的 一 个 线性 表示 ， 
称 为 左 理想 Ci 对 应 的 表示 . 如 果 两 个 左 理想 对 应 的 表示 等 价 , 则 称 这 两 个 左 理想 
等 价 , 也 称 这 两 个 赛 等 元 等 价 . 

在 两 个 等 价 的 左 理想 中 , 适当 选择 基 , 可 得 到 相同 的 表示 . 将 这 样 两 组 基 及 其 
线性 组 合 一 一 对 应 起 来 , 则 这 种 对 应 关系 对 左 乘 群 元 素 保持 不 变 . 反之 , 如 果 两 个 
左 理想 的 矢量 间 存在 对 左 乘 群 元 素 保持 不 变 的 一 一 对 应 关系 , 则 此 两 左 理想 对 应 的 
表示 相同 , 两 左 理想 等 价 . 

如 果 左 理想 Ci 对 应 可 约 表示 , 则 此 左 理想 还 可 用 上 一 小 节 方法 , 进一步 分 解 为 
更 小 的 左 理想 之 和 , 现在 宕 等 元 e; ER (6.22) 中 的 恒 元 , 分 解 为 若干 禾 等 元 之 和 


el=ea, ef=esb, “a= ee =O, (6.31) 
eaej 一 ea， ebej = e> 
这 种 分 解 继续 进行 下 去 , 最 后 可 使 左 理想 对 应 不 可 约 表示 . 对 应 不 可 约 表示 的 左 理 
想 称 为 最 小 (minimal) 左 理想 , 相应 的 短 等 元 称 为 原始 (primitive) EITC. 
我 们 引进 左 理想 和 竺 等 元 的 目的 , 是 要 研究 有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 . 因此 ， 
我 们 需要 有 一 个 方法 来 判别 答 等 元 是 不 是 原始 的 , 两 个 原始 短 等 元 是 不 是 等 价 的 ， 
以 及 每 等 元 作为 投影 算 符 的 完备 性 问题 . 下 面 两 个 定理 就 是 要 解决 这 些 问题 . 
定理 一 ” 设 el 和 es 是 生成 两 个 最 小 左 理想 Ci 和 C) 的 原始 寡 等 元 , 则 此 两 
最 小 左 理想 等 价 的 充 要 条 件 是 , 至 少 存在 一 个 群 元 素 S, 满足 
eiSe2 #0 (6.32) 


证 明 ”充分 性 . 若 式 (6.32) 成 立 , 它 就 提供 由 左 理想 C, 到 左 理想 c 的 一 个 映 
射 , 即 由 左 理想 Ci 的 矢量 到 左 理想 C 的 矢量 间 的 一 个 对 应 关系 


Tie CI — 7z2 一 ZlelSez € C2 (6.33) 
这 对 应 关系 显然 对 左 乘 群 元 素 保持 不 变 , 因为 


Rar € £, 一 ，Rra = RrieiSez€ La (6.34) 
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只 要 证 明 两 左 理想 的 矢量 间 的 这 种 对 应 关系 是 一 一 对 应 关系 ( 双 射 , bijective), 则 此 
两 左 理想 等 价 . 证 明 中 主要 用 到 两 左 理想 都 是 最 小 左 理想 . 

先 证 满 射 (surjective), 就 是 由 z 映射 过 来 的 z> 充满 Lo. 设 所 有 这 样 的 zo 集 
合 构成 Lo 的 一 个 子 空间 Cs, 式 (6.34) 指出 , 它 对 左 乘 群 元 素 保持 不 变 , 它 是 左 理 
想 . 因为 z1 = el € Lı Pf, za = e1Se2 # 0, 所 以 它 不 是 零 空间 , 由 L 是 最 小 左 理想 
知 , Ca = L2. 

其 次 证 只 要 zl Z 0, YA z2 0. 否则 所 有 对 应 z = 0 的 那些 zi 的 集合 构成 
Li 的 一 个 子 空间 La. Cs 对 左 乘 群 元 素 保 持 不 变 , 是 Cl 的 一 个 左 理想 . 又 因 它 没 
有 包含 el, 它 未 充满 Ci, 所 以 只 能 是 零 空间 . 

最 后 证 单 射 (injective), 就 是 不 同 的 z, 映射 过 来 的 zz 必 不 相同 . 若 Cl 中 的 >, 
和 z, 都 映射 到 c, 中 同一 个 zz, W z; 一 z 映射 到 零 矢量 , 矛盾 . 充分 性 证 完 . 

必要 性 . 设 两 左 理想 等 价 , Ci PERET el 对 应 L 中 矢量 b = bez Z 0, W 
elel = el 在 La 中 对 应 矢量 e1b = erbe = b Z 0. 因此 至 少 有 一 个 群 元 素 S 满足 式 
(6.32). 证 完 . 

推论 ej 是 原始 等 等 元 的 充 要 条 件 是 对 C 中 任 一 矢 基 上 都 有 下 式 成 立 


ej=ej,  ejtej = Me; (6.35) 
其 中 , A 是 依赖 于 t 的 常数 , 可 以 为 零 . 

证 明 ”用 反 证 法 证 充分 性 . 设 式 (6.35) 成 立 , 而 e; 不 是 原始 的 , 它 能 分 解 为 两 
短 等 元 之 和 , BIR (6.31) 成 立 , 则 


ea = ejeae; = Àa6; ， 


ea = e2 = ea (Xeej) = Nea 


Ék ea = 0 BÑ Àa = 1, BẸ ej = es BË e; = ea, e; 不 能 再 分 解 . 

再 证 必要 性 . 已 知 e; ERREGT, 则 e3 = e; 成 立 . 若 ejte; = 0, 则 式 (6.35) 
已 经 成 立 . 若 ejte; # 0, 则 它 提供 e; 生成 的 左 理想 Ci 的 一 个 自 映射 . 映射 前 后 两 
组 基 zj 和 z/, = zuejte;, 在 左 乘 群 元 素 中 得 到 的 表示 是 相同 的 . 设 z, = >, zu Mup， 
MJ M-'D(R)M = D(R), HREM, M 是 常数 矩阵 , z, = Xe. 证 完 . 

式 (6.35) 可 放宽 成 


ejtej = Me; , ejej = Àge; #0 (6.36) 


IN e; = e; /Xg 满足 式 (6.35). 将 来 我 们 要 证 明 杨 算 符 满足 条 件 式 (6.36), 因而 正 
比 于 置换 群 的 原始 竺 等 元 , 并 由 此 建立 置换 群 的 不 可 约 表示 , 然后 用 式 (6.32) 来 判 
别 其 等 价 性 . 
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定理 二 ”由 满足 式 (6.27) 的 nn 个 正 交 的 等 等 元 e; 生成 的 个 左 理想 C 之 直 
和 , 等 于 群 代数 上 的 充 要 条 件 是 


E= 
j 


证 明 ”充分 性 . ER (6.37) 成 立 , L 中 任 一 矢量 t 都 可 用 下 法 唯一 地 分 解 为 分 
属 各 C; 的 矢量 之 和 


n 
êj. (6.37) 
一 1 


n 
t=tE=X tej, te;€ C; 
= 


因而 上 是 C, EA. 
必要 性 . 因为 C 是 C; 的 直 和 , 所 以 恒 元 E 可 唯一 地 分 解 为 分 属 各 C 的 矢量 

之 和 , 属 C; 的 矢量 为 Ee; = ej. 证 完 . 

四 、 右 理想 和 双边 理想 


群 代数 不 仅 对 左 乘 群 元 素 保持 不 变 , 对 右 乘 群 元 素 也 保持 不 变 . 如 果 L 的 子 代 
数 R; 对 右 乘 群 元 素 保持 不 变 , 则 称 右 理想 . 前 面 关 于 左 理想 的 定义 , 定理 和 各 种 性 
质 , 都 很 容易 推广 并 适合 于 右 理想 应 该 注意 的 是 , 由 左 理想 的 基 计算 表示 的 公式 
(6.30), 对 右 理想 必须 做 适当 的 修改 , 否则 正如 3.1 节 所 讨论 的 , RARA RRR 
示 . 设 Ri = ejl 是 智 等 元 e; 生成 的 右 理想 , 取 Ri 的 一 组 基 zw, 在 群 元 素 RR 的 右 
REH TF, IKA (3.10) 得 


za R = X D,,(R)z, (6.38) 


正 因为 式 (6.38) 改 为 按 D(R) 的 列 指标 求 和 , 才 使 由 式 (6.38) 建立 起 来 的 群 元 素 R 
和 矩阵 D(R) 间 的 一 一 或 多 一 对 应 关系 , 它们 的 乘积 仍 按 同一 规则 对 应 , 从 而 D(R) 
的 集合 构成 群 G 的 线性 表示 . 

一 般 说 来 , 由 同一 个 备 等 元 e; 生成 的 左 理想 C, 和 右 理想 R; 不 一 定 相 同 . 如 
果 它 们 相同 


fe=£L, f=R, =R =L, (6.39) 
则 Z, 称 为 由 寡 等 元 e; 生成 的 双边 理想 (two-side ideal) 
te; e 1; , e;t € T; (6.40) 


如 果 双 边 理想 不 能 再 分 解 为 更 小 的 子 双边 理想 的 直 和 , 则 此 双边 理想 称 为 单纯 (sim- 
ple) 的 双边 理想 . 
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五 、 标 准 基 和 不 可 约 表示 


把 群 代数 c 分 解 为 一 系列 最 小 左 理想 LP 的 直 和 , 其 中 等 价 的 左 理想 标 以 相 
同 的 上 标 G). 把 等 价 的 左 理想 C8) 先 直 和 起 来 , 记 作 LO, 然后 再 直 和 成 群 代 数 . 
恒 元 也 做 相应 的 分 解 


£= e CO) = e LP, LHW=B 2, 
pS a e0 = > e, e= i eD 


m 


(6.41) 


其 中 
LO) = Leh) ， c9 - Lef ， 


(6.42) 
Pe = 


nöme, Pte = Spete, tec 
现在 我 们 来 证 明 , 满足 (6.41) 和 (6.42) 式 的 LO 是 单纯 的 双边 理想 . 
定理 三 ” 设 Di(G) 是 有 限 群 G 的 d, 维 不 可 约 表示 , eP 是 群 G 的 群 代数 c 
ee yee le Cel) 都 对 应 
表示 Di (G), W d; 个 最 小 左 理想 LO 的 直 和 LO 是 群 代数 c 中 的 单纯 双边 理想 ， 
而 且 由 e) 生成 的 dj 个 最 小 右 理想 RO = cel) 的 直 和 也 是 CO) 


LO) = LeO) = eO)C = (S74 BRD 
“u "u 
证 明 首先 ,证明 ZG) 也 是 右 理想 . 设 t jk C 中 任 一 矢 基 , 则 
eGt= Gg = Y Pte =F (= < eD € CO) (6.44) 


piv v n 


(6.43) 


同样 可 证 d, 个 最 小 右 理想 RO 的 直 和 也 是 左 理想 , 因而 等 于 LO. 

其 次 , 用 反 证 法 证 明 双边 理想 LC 是 单纯 的 . 因为 CG) 中 包含 的 所 有 最 小 左 理 
想 都 对 应 同一 个 不 可 约 表示 , 所 以 车 工 是 LO 的 子 双边 理想 , 则 它 包含 的 最 小 左 理 
想 都 对 应 此 不 可 约 表示 . 取 工 的 一 个 最 小 左 理想 , WEA e 则 由 定理 一 , 对 每 一 
个 /至 少 存在 一 个 群 元 素 Ru, E eR eO Z 0. 它 既 属于 双边 理想 工 又 属于 最 小 左 
理想 LP. 既然 工 至 少 包含 LO 中 每 一 个 最 小 左 理想 L8) 中 的 一 个 矢量 , AR 
代数 C 后 , 工 就 包含 这 些 最 小 左 理想 全 体 , Bl Z = CO). 以 后 把 LO 记 作 TG). 证 完 . 

推论 一 群 代数 C 中 所 有 等 价 的 最 小 左 (或 右 ) 理想 之 和 是 单纯 双边 理想 . 群 
代数 关于 单纯 双边 理想 的 分 解 是 唯一 的 . 

我 们 讨论 寡 等 元 的 目的 是 寻找 有 限 群 G 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 . 现在 我 们 
来 具体 研究 基 的 标准 选择 和 不 可 约 表示 算 阵 的 计算 方法 ， 这 方法 将 直接 帮助 我 们 
计算 置换 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 
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本 小 节 后 面部 分 只 在 单纯 双边 理想 TG) 内 计算 基 和 不 可 约 表示 , 为 了 简化 符 
号 , 略 去 所 有 上 标 (7) 和 下 标 (7). 
由 定理 一 , 一 定 存在 群 元 素 Re, 使 下 面 定义 的 矢量 bi 不 等 于 零 


bai = e,R,er #0, bi = el (6.45) 


其 中 , 已 取 R = E. 因为 4 个 b. 分 属于 不 同 的 右 理想 Ro, 所 以 它们 线性 无 关 . 这 
d 个 线性 无 关 的 矢量 bi 正好 组 成 左 理想 Ci 的 一 组 基 , 左 乘 群 元 素 T 后 可 以 得 到 
了 在 此 不 可 约 表示 中 的 表示 矩阵 DT) 


d 
Tbn =} bp Dos(T) (6.46) 


p=1 
同 理 , 存在 d 个 元 素 Su S, = E, 使 
eiS,e, = bi, # 0 


用 这 组 矢 基 bi, 把 Ci 的 基 bu1 映射 到 c, 中 去 , 按照 定理 一 的 证 明 , 映射 得 的 矢量 
不 为 零 
bh = brbin #0 


由 定理 一 的 推论 
buu = burbu = en (Rype Su) €u = Men #0 
+ 
biu =bip/Au> bv = ba_bu # 0 (6.47) 
则 
bup = boaban = en (6.48) 


又 由 定理 一 的 推论 , biub = Tuer, 且 
byi = bppbp = bp (bipbp) = rb, 
因此 
=l, heba=e =b (6.49) 
bupbay = 6psbvibipbpibiy = 6pabvy (6.50) 


满足 式 (6.48) 和 (6.50) 的 基 bu 称 为 标准 基 . 当 / 固定 , d 个 基 buy 属于 左 理想 C, 
34 v 固定 , d 个 基 buy 属于 右 理想 Ro. 下 面 证 明 , 在 标准 基 中 , 每 个 左 理想 和 右 理想 
都 对 应 相同 的 表示 - 


-216 - * 第 六 章 置换 和 群 


事实 上 , 在 式 (6.46) HUER bip, 得 
d 
Toup = X be D; (T) (6.51) 


可 见 在 标准 基 中 , 所 有 左 理想 对 应 的 表示 相同 . 再 在 式 (6.46) UER bip, 得 
bipTbp1 = e1Dpy(T) (6.52) 
如 果 在 右 理想 R, 中 的 表示 是 DT), WHR (6.38) 


d 
bT = Dos(T)bua (6.53) 
=: 


ER bi MER bu, 得 
hpThm = ei D, (T) 
可 见 D,,(T) = D,,(T). 证 完 . 
推论 二 ”在 群 代数 C 的 单纯 双边 理想 TG) 中 包含 的 所 有 最 小 左 理想 C8) 和 
最 小 右 理想 RP 都 对 应 同一 个 不 可 约 表示 DIG). 
推论 三 ”由 群 代数 C 中 的 一 个 原始 竺 等 元 e; 生成 的 最 小 左 理想 Ce; 和 最 小 
右 理想 e; C 都 对 应 同一 个 不 可 约 表 示 Di(G). 


6.3 杨 图 、 杨 表 和 杨 算 符 


在 这 一 节 我 们 将 给 出 杨 算 符 的 定义 和 讨论 它 的 基本 性 质 , 为 下 一 节 证 明 杨 算 符 
是 置换 群 的 原始 宕 等 元 打 好 基础 . 
一 、 杨 图 

有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 个 数 等 于 类 数 ， 置 换 群 S, 的 类 由 n 的 配 分 数 描 
写 , 因而 置换 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 也 可 用 配 分 数 来 描写 . 但 是 由 相同 配 分 数 描写 
的 类 和 不 可 约 表示 没有 什么 关系 , 它们 在 符号 上 应 该 有 所 区 别 . 置换 群 的 类 用 配 分 
数 (0) 描写 , 而 不 可 约 表示 对 应 的 配 分 数 记 作 A. 我 们 先 用 A 来 定义 杨 图 , 以 后 再 
证 明 杨 图 对 应 置换 群 的 不 可 约 表示 - 

任 取 一 组 配 分 数 [N] 


m 
内 =DP Ni, Amo 和 >X>…>Xnm>0， DN=n (6.54) 
j=1 


i n 格 方 格 图 , 分 成 m 47, 左边 对 齐 , 第 一 行 含 Xi 格 , 第 二 行 含 和 2 格 , 以 此 类 推 , 这 
样 的 方 格 图 称 为 杨 图 (Young pattern or diagram). 在 杨 图 中 , 上 面 行 的 格 数 不 少 于 
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下 面 行 的 格 数 , 左面 列 的 格 数 不 少 于 右面 列 的 格 数 . 杨 图 的 行 数 m 不 会 大 于 总 格 数 
n. 有 时 为 了 强调 这 一 规则 , 称 它 为 正则 杨 图 , 其 实 我 们 不 讨论 不 满足 此 规则 的 杨 图 . 

希望 读者 都 能 学 会 , 根据 配 分 数 [A] 画 出 杨 图 , 根据 杨 图 读 出 配 分 数 , 对 给 定 的 
n, 列 出 全 部 不 同 杨 图 的 方法 . 前 两 条 比较 容易 , 例如 配 分 数 为 [3,2] 时 , 杨 图 为 


上 


以 后 不 再 区 分 杨 图 和 配 分 数 , 常 说 杨 图 A. 对 第 三 条 , 最 重要 的 是 必须 按 一 定 次 序 
来 排列 这 些 杨 图 或 配 分 数 , 切 鼠 想 到 一 个 写 一 个 , 这 样 很 容易 遗漏 . 为 此 , 我 们 定义 
杨 图 的 大 小 . 对 两 杨 图 [X] 和 [V], 由 第 一 行 开始 逐 行 比 较 它们 的 格 数 , 第 一 次 出 现 
格 数 不 相 同时 , 格 数 大 的 杨 图 大 于 格 数 小 的 杨 图 . 对 给 定 的 n, 自 大 而 小 排列 杨 图 . 
首先 让 A H n 开始 自 大 而 小 排列 , 然后 , 在 固定 Xi 的 条 件 下 , 让 Xz 自 大 而 小 排列 ， 
但 最 大 不 超过 和 和 n 一 和 1, 再 在 固定 和 和 Xz 的 条 件 下 , 让 Xs 自 大 而 小 排列 , 但 
最 大 不 超过 A M n — X — Az, 以 此 类 推 . 例如 , n = 7 时 有 15 组 配 分 数 , 它们 作 如 
下 排列 


7), 16,1), [5,2], [5,1,1] 
[4,3], [4,2,1], [4,1,1,1], [3,3,1] 6.55) 
[3,2,2], Boa 4) ESERI [2,2,2,1] (0 


Barti S 433... ADNA 

= 杨 表 

对 于 给 定 的 杨 图 [A], 把 由 1 到 n 这 个 自然 数 分 别 填 入 杨 图 的 n 格 中 , 就 得 
到 一 个 杨 表 (Young tableau). 有 的 书 上 把 杨 表 译 成 杨 盘 . n 格 的 杨 图 有 n! 个 不 同 的 
杨 表 . 

如 果 在 杨 表 的 每 一 行 中 , 左面 的 填 数 小 于 右面 的 填 数 , 在 每 一 列 中 , 上 面 的 填 数 
小 于 下 面 的 填 数 , 则 此 杨 表 称 为 正则 (standard) 杨 表 . 这 种 数字 填充 法 称 为 正则 填 
充 法 . 数学 上 可 以 证 明 , 对 于 给 定 的 杨 图 A, 不 同 的 正则 杨 表 数 为 


m 


dals) = > I G; - ro) (6.56) 


rita Fmd LÀ 
其 中 , 7; = À +m — i. MA n 格 杨 图 的 正则 杨 表 数 的 平方 和 正好 等 于 n! 
> [daS]? = n! (6.57) 


内 


证 明 可 参看 参考 书 [12] BIVA 8 6. 
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在 用 式 (6.56) 计算 正则 杨 表 数 dl 时, 分 子 分 母 会 消 掉 不 少 因子 , 例如 对 杨 图 
[3,2,1,1] 


T! 
daaal(S7) = xaxa *4X2*3x2x1=35 


有 一 个 称 为 钧 形 (hook) 规则 的 方法 , 可 以 更 方便 地 计算 d. 对 杨 图 的 第 i 行 第 ; 
列 格子 定义 钧 形 数 hij, 它 等 于 一 条 钩 形 路 径 在 杨 图 中 经 过 的 格子 数 , 这 条 路 径 从 杨 
图 第 ; 行 最 右面 的 格子 处 进入 杨 图 , 向 左 走 到 第 i 行 第 j 列 格子 处 向 下 转 恋 , 然后 
在 第 j 列 最 下 面 的 格子 处 离开 杨 图 .一 个 格子 的 钩 形 数 就 等 于 该 格 所 在 行 左面 的 
格子 数 , 加 上 该 格 所 在 列 下 面 的 格子 数 , 再 加 1. 把 每 格 的 钧 形 数 h 填 入 杨 图 , 构 
成 的 杨 表 称 为 钧 形 数 杨 表 , 记 作 YP. 例如 , 杨 图 [3,2,1,1] 的 钩 形 数 杨 表 YIN 为 


Bp 
411 
2 
£ 
而 da 等 于 n! 被 所 有 钩 形 数 h 除 
! n! 
di (S,) = Za = = 6.58) 
(Sn) yÑ 五 a (6.58) 
ij 
例如 可 
dl3,2,1,1(57) = Ee =35 


式 (6.56) 和 (6.58) 是 一 致 的 ， 因 为 容易 验证 ， 第 一 行 的 钩 形 数 乘积 正好 等 于 
ml/ [J (ri re), 以 此 类 推 . 


k>1 

下 面 对 同一 杨 图 , 定义 两 正则 杨 表 的 大 小 . 自 第 一 行 开 始 自 左 至 右 比较 两 杨 表 
的 填 数 , 如 果 都 相同 , 再 比较 第 二 行 , 第 三 行 等 , 第 一 次 发 现 填 数 不 同时 , 填 数 大 的 
正则 杨 表 大 于 填 数 小 的 正则 杨 表 . 这 种 填 数 的 比较 , 相当 把 第 二 行 填 数 补 在 第 一 行 
的 右边 , 把 第 三 行 的 填 数 再 补 在 右边 , 依 此 类 推 , 构成 一 个 含 n 个 数字 的 (n + 1) 
进位 数 , 然后 比较 这 数 的 大 小 , 因此 文献 中 把 这 正则 杨 表 的 大 小 次 序 称 为 字典 次 序 
(dictionary order). 按照 正则 杨 表 自 小 至 大 排列 , 就 能 把 给 定 杨 图 的 所 有 正则 杨 表 
准确 无 误 地 全 部 列 出 来 . 例如 , 杨 图 [3,2] 的 全 部 正则 杨 表 自 小 至 大 排列 如 下 


1|2]3 11214 1|1215 1 314 11315 
415 3|5 3 4 2|5 2 |4 
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用 公式 (6.58) 计算 也 得 5 


dg = 


三 、 杨 算 符 


对 于 给 定 的 杨 表 , 同行 数字 间 的 置换 称 为 该 杨 表 的 横向 置换 , 记 作 P, 如 果 横 向 
置换 只 牵涉 到 第 j 行 数字 , 则 记 作 Pj 这 样 的 第 j 行 横向 置换 P, 共有 Xj! 个 . 相似 
地 , 对 于 给 定 的 杨 表 , 同 列 数字 间 的 置换 称 为 该 杨 表 的 纵向 置换 , 记 作 Q, 如 果 纵 向 
置换 只 牵涉 到 第 k 列 数字 , 记 作 Qk, 若 第 大 列 有 rk 格 , 则 这 样 的 第 k 列 纵向 置换 
Qk 共有 zk! 个. 

对 于 给 定 的 杨 表 , 所 有 横向 置换 之 和 称 为 该 杨 表 的 横 算 符 , 记 作 P, 所 有 纵向 置 
换 乘 其 置换 字 称 后 相 加 , 称 为 该 杨 表 的 纵 算 符 , 记 作 Q, 该 杨 表 的 杨 算 符 y 定义 为 
P 和 Q 的 乘积 


P= II Pi, Q= II Q, 5(@)Q= T] KQ) 


P= EI 5 H(E 5). ` u 
9 =  á(Q)Q = > II (QQ, = II [E iee], 
y=PQ (6.60) 


正则 杨 表 对 应 的 杨 算 符 称 为 正则 杨 算 符 . 

因为 只 有 在 杨 图 给 定 , 杨 表 给 定 的 条 件 下 , 才能 具体 写 出 杨 算 符 y, 所 以 通常 把 
对 应 这 个 杨 算 符 y 的 杨 图 和 杨 表 ， 就 称 为 杨 图 VAAR y. 如 果 单 独 说 y, 则 指 杨 
算 符 本 身 . 请 注意 不 要 混 清 . 

在 具体 写 出 给 定 杨 表 的 横 算 符 时 , 通常 先 把 每 一 行 的 所 有 横向 置换 加 起 来 , 然 
后 把 不 同行 的 横向 置换 之 和 乘 起 来 . 同 理 , 在 具体 写 出 给 定 杨 表 的 纵 算 符 时 , 先 把 
每 一 列 的 所 有 纵向 置换 , 乘 上 各 自 的 置换 宇 称 后 相 加 , 然后 把 不 同 列 的 纵向 置换 之 
代数 和 乘 起 来 . 对 于 只 有 一 格 的 行 (RA), B ( 纵 ) 向 置换 只 有 恒 元 , 在 相 乘 时 可 以 
略 去 . 最 后 再 把 乘积 的 每 一 项 都 化 成 没有 公共 客体 的 轮换 乘积 . 注意 , 不 要 忽略 乘 
积 的 交叉 项 . 下 面 例子 是 根据 杨 表 写 出 杨 算 符 的 标准 方法 . 设 有 杨 表 


1|12|3 
415 


Y = (E+(2)+(13)+(23)+ (1 23)+ (32 1)} 
x (E+(4 5) E — (1 4)HE -— (2 5) 
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= (E+(12)+(13) +(23) +(123)+ (3 2 1)} 

x {E + (4 5)HE — (2 5) — (1 4) + (1 4)(2 5)} 

= {E + (1 2) + (1 3) + (2 3) + (1 2 3) + (3 2 1)} 

x {E — (2 5) — (1 4) + (1 4)(2 5) + (4 5) — (4 5 2) — (5 4 1) + (4 1 5 2)} 
= {E — (2 5) — (1 4) + (1 4)(2 5) + (4 5) — (4 5 2) — (5 4 1) + (4 1 5 2)} 
+{(1 2) — (1 2 5) — (2 1 4) + (1 4 2 5) + (1 2)(4 5) — (1 2 4 5) — (2 1 5 4) 
+(1 5)(2 4)} + {(1 3) — (1 3)(2 5) — (3 1 4) + (3 1 4)(2 5) + (1 3)(4 5) 
—(13)(4 5 2) — (3 1 5 4) + (3 1 5 2 4)} + {(2 3) — (3 2 5) — (2 3)(1 4) 
+(1 4)(3 2 5) + (2 3)(4 5) — (3 2 4 5) — (2 3)(5 4 1) + (3 2 4 1 5)} 

+{(1 2 3) — (1 2 5 3) — (2 3 1 4) + (1 4 2 5 3) + (1 2 3)(4 5) — (1 2 4 5 3) 
—(2 3 1 5 4) + (2 4)(1 5 3)} + {(3 2 1) - (3 2 5 1) — (3 2 1 4) 

+(3 25 1 4) + (3 2 1)(4 5) — (3 2 4 5 1) — (3 2 1 5 4) + (1 5)(3 2 4)} 


(6.61) 

HERRIEK (6.13) 知 , 若 置换 S 把 杨 表 y 变 成 杨 表 Y, 则 相 

应 的 杨 算 符 及 其 横向 置换 和 纵向 置换 都 满足 共 轰 关系 y' = SyS-!, P' = SP5-1， 
Q' = SQS-!. 由 两 个 给 定 的 杨 表 , 这 样 的 置换 变换 5 是 很 容易 确定 的 . 只 要 按 相同 
的 次 序 , 把 杨 表 y 的 填 数列 在 S 的 第 一 行 , 把 杨 表 V 的 填 数列 在 S 的 第 二 行 , 就 
唯一 确定 了 这 置换 变换 S. 例如 


[5] ,_[1[2[3 
“RY = Ts 


z ( 1 3 5: 2 :) 
12345 
Sys-1=y, SPS-=P', SSQS =Q (6.62) 
根据 杨 算 符 的 定义 式 (6.60), 也 可 直接 从 式 (6.61) 中 看 到 , 杨 算 符 是 置换 群 元 
素 的 代数 和 , 是 置换 群 群 代数 的 矢量 


y= > F(RR (6.63) 


Res, 


杨 表 了 = 


N] 
Ajo 


其 中 , F(R) 只 能 取 1, -1 和 0. 横向 置换 已 和 恒 元 E 的 系数 为 1, 纵向 置换 Q 和 
PQ 的 系数 为 Q 的 置换 字 称 6(Q) 


F(E)= F(P)= 6(Q)F(Q)= 6(Q)F(PQ)=1 (6.64) 


这 些 系数 不 为 零 的 置换 群 元 素 称 为 属于 杨 表 y 的 元 素 , 也 称 属于 杨 算 符 》 的 元 素 ， 
而 系数 为 零 的 其 他 元 素 则 称 为 不 属于 杨 表 或 不 属于 杨 算 符 y 的 元 素 . 但 是 任意 
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给 出 一 个 置换 变换 R, 如 何 判别 它 是 否 属于 某 杨 表 y 或 某 杨 算 符 y U? 下 面 两 小 
节 会 提供 一 些 简单 的 判 据 . 


、 杨 算 符 的 基本 对 称 性 质 


对 给 定 的 杨 表 , 在 按 式 (6.59) 写 出 横 算 符 P BF, 所 有 横向 置换 都 已 加 起 来 , 因 
而 根据 群 的 重 排 定理 , 它 对 左 乘 或 右 乘 横向 置换 保持 不 变 . 同 理 , 纵 算 符 Q 对 左 乘 
或 右 乘 纵向 置换 , 除了 产生 一 个 置换 字 称 的 因子 外 , 也 保持 不 变 


PP=PP=P, QQ= QQ=¿( (6.65) 
而 杨 算 符 y 只 能 对 左 乘 模 向 置换 保持 不 变 , 对 右 乘 纵向 置换 产生 一 个 置换 字 称 
PY = 4(Q)yQ =6(Q)PYQ = y (6.66) 


这 是 杨 算 符 最 基本 的 对 称 性 质 . 除了 F(E) = 1 外 , 杨 算 符 展开 式 系数 的 关系 式 
(6.64), 可 以 直接 从 此 对 称 性 质 推 得 . 设 V 有 展开 式 (6.63), ER P RAR Q, 
得 

P-1ly= XÜ F(R)P'R= Y F(PS)S 


RESn Ses, 
=y= >  F(9)S 
Ses, 
Q= >  F(R)RQ-'!= Y F(SQ)S 
Res, ses, 


=ó(Q)y= Ý %(Q)F(S)S 


Ses, 
故 
F(S) = F(PS) = ó(Q)F(SQ) = ô(Q)F (PSQ) (6.67) 
取 S = E, 并 添上 条 件 F(E) = 1, 就 得 到 式 (6.64). 
福 克 (Fock) 发 现 杨 算 符 还 有 另 一 个 重要 对 称 性 质 , 称 为 福 克 条 件 . 
设 杨 表 》 中 第 j 行 和 第 7 行 分 别 有 Ó A 格 , À > A, 填 入 这 两 行 的 数 分 别 
记 作 a, I b,, 则 


入 
[x (ar w} y=0 (6.68) 
A=1 


设 杨 表 y 中 第 k 列 和 第 k 列 分 别 有 z 和 7 格 , r > r, 填 入 这 两 列 的 数 分 别 记 作 
cn 和 du, 则 


y fz- > (cx a} =0 (6.69) 
p=1 
下 面 举 个 例子 说 明 式 中 数字 的 填充 位 置 . 
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al | az | aa | a4 | as | | o | a 


证 明 ”两 个 福 克 条 件 的 证 明 方法 是 类 似 的 , 我 们 以 式 (6.68) 为 例 来 证 明 ， 用 
(> P;) A (L Pr) 分 别 表 第 了 行 和 第 也 行 所 有 横向 置换 之 和 , 而 P' 表 不 含 此 两 行 
数字 的 所 有 横向 置换 之 和 , 则 


y=PQ= (Ep) (Er) >o 


(E P) 共 含 AL 项, 它 是 填 在 第 7 行 的 数字 的 所 有 置换 变换 之 和 , 称 为 这 些 数字 的 全 
对 称 算 符 . HEERE [E + E, (au b.)) E, 得 (X+1)! 项 . 容易 看 出 这 (A+D)! 项 
中 没有 重复 元 素 , 因而 它 是 和 + 1 个 数字 的 所 有 置换 变换 之 和 , 是 + 1 个 数字 的 全 
对 称 算 符 . 这 A + 1 个 数字 , 除了 排 在 第 j 行 的 数字 外 , 还 添上 数字 bu. 把 这 全 对 称 
算 符 记 作 [> P,(b,)]- 当 把 (D Py) 中 的 每 一 项 P, 从 这 对 称 算 符 的 右面 移 到 左面 
去 时 , 根据 式 (6.14), 其 效果 只 是 把 对 称 算 符 中 的 b, 换 成 第 j 行 的 另 一 个 数字 b, 
如 也 可 能 和 b, 相同 

[E Be] p = p, [E Be] (6.70) 


这 算 符 可 以 与 P 对 易 , 而 容易 证 明 它 与 @ 相 乘 得 零 . 事实 上 , 由 于 和 > ,在 第 j 
行 必 存在 与 b 在 同一 列 的 数字 ap. 对 换 (ap bo) 与 对 称 算 符 [> 万 (bo)] 相 乘 保持 后 
者 不 变 , 但 与 Q 相 乘 则 改变 Q 的 符号 
De) e= [SB] me-s 67 
证 完 . 
福 克 条 件 中 并 不 要 求 了 < j, 但 当 < j 时 必 有 入 > X. 反之 , 当 了 > 六 时 还 是 
有 可 能 和 = X. 例如 , 上 图 中 , 车 把 b, 取 在 第 一 行 , 福 克 条 件 (6.68) 仍 是 成 立 的 . 对 
式 (6.69) 情况 也 类 似 . 
从 福 克 条 件 (6.68) 的 证 明 中 我 们 看 到 , 从 杨 算 符 y 的 左面 看 , 杨 算 符 只 对 第 j 
行 的 和 个 客体 是 全 对 称 的 , 现在 从 左面 乘 上 因子 Í E + 学, (au b.) |, 等 于 强迫 b 和 
第 j 行 客体 , 共 X++ 1 个 客体 全 对 称 化 , 福 克 条 件 (6.68) 指出 这 样 做 会 得 零 . 福 克 条 


ft (6.69) 则 指出 , 从 杨 算 符 V 的 右面 , 强迫 a, 和 第 上 列 客体 , dEr + 1 个 客体 全 反 
对 称 化 , 这 样 做 也 会 得 零 . 
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五 、 杨 算 符 的 乘积 
如 果 杨 算 符 ]” 和 y 相 乘 得 零 , 即 
y'y=0 (6.72) 
并 不 意味 着 交换 次 序 后 相 乘 仍 得 零 , 即 
yy'=0 (6.73) 


只 有 当 两 式 都 成 立时 , 才 称 两 杨 算 符 正 交 . =Ç (6.71) 已 提供 判断 两 杨 算 符 相 乘 为 零 
的 一 个 方法 . 

定理 四 # To 同时 是 杨 算 符 y = PQ 的 横向 对 换 和 杨 算 符 V = p'Q' 的 纵 
向 对 换 , 则 

yy=0, QP=0. (6.74) 

证 明 QP = QToP = -Q'P = 0. 证 完 . 

这 里 和 以 后 , 加 下 标 零 以 强调 To 是 对 换 . 如 果 存 在 一 对 数 a 和 b, 它们 在 杨 表 
y 中 填 在 同一 行 , 而 在 杨 表 V 中 填 在 同一 列 , 则 (a b) 就 是 定理 所 需要 的 To, 因而 
R (6.74) 成 立 . 这 是 定理 四 的 另 一 种 表述 . 下 面 的 推论 , 关键 在 于 要 找 出 这 样 的 一 
对 数 . 

推论 一 BARY 小 于 杨 图 YV, WARE V 左 乘 杨 算 符 y 得 零 


YY=0，” 当 杨 图 小 于 杨 图 》. (6.75) 


iE BAR D 和 杨 图 的 配 分 数 分 别 为 和] 和 [A, 当 i<j 时 多 = 和 ,但 
X < Aj 在 填 入 杨 表 y 的 前 j 一 1 行 的 数字 中 , 如 能 找到 一 对 数 。 和 b, 它们 在 杨 
KY 中 填 在 同一 行 , MEAR V 中 填 在 同一 列 , 则 根据 定理 四 , = (6.75) 成 立 . 反 
之 , 如 果 这 样 的 数 不 存 在 , 则 凡 填 在 杨 表 y W ;一 1 行 中 每 一 行 的 数字 , 都 可 以 通过 
杨 表 V 的 纵向 置换 , EAR V 中 , 也 把 它们 变 到 相同 行 来 . 换言之 , 存在 杨 表 Y 
的 纵向 置换 Q, 经 过 它 的 变换 , 杨 表 V ERAR y”, TEAR y” 和 杨 表 y 的 前 
了 一 1 行 , 各 对 应 行 包含 的 数字 都 相 同 . 注意 

Y =QY = ARY, V =N" 

现在 填 入 杨 表 y 的 第 j 行 的 数字 , 都 填 在 杨 表 V 的 第 j 行 或 更 下 面 的 行 , 既然 
M < ,至少 有 一 对 数字 a M b, 在 杨 表 y 中 填 在 第 j 行 , 而 在 杨 表 y” 中 填 在 同 
一 列 , 从 而 y”y = 0, 因而 yy = 0. 证 完 . 

推论 二 ”对 同一 个 杨 图 , 车 正则 杨 表 V 大 于 正则 杨 表 y, 则 杨 算 符 V 左 乘 杨 
算 符 VAF 

YY=0, ” 当 正 则 杨 表 YV 大 于 正则 杨 表 y . (6.76) 
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证 明 ”从 第 一 行 开始 , 自 左 至 右 逐 个 比较 杨 表 y 和 杨 表 Y 中 的 对 应 填 数 , 如 
果 都 一 样 , 再 接着 比较 第 二 行 , 第 三 行 , 设 第 一 对 不 相同 的 数 出 现在 第 i 行 第 j 列 ， 
EAR YV 中 填 的 数 是 a, 在 杨 表 y HE b, 且 a > b. 查看 数 b 在 杨 表 V 中 填 在 哪 
里 . 由 于 杨 表 Yy 是 正则 杨 表 , b 只 能 填 在 a 的 左下 方 , 即行 数 比 i 大 , 列 数 比 j 小 ， 
BHP kI, k< j. 这 也 说 明 7 > 1. 在 两 个 杨 表 中 , 填 在 第 i 行 第 k 列 的 数 是 相同 
的 , 设 为 c, 则 一 对 数 b 和 c, 在 杨 表 Y 中 填 在 同一 列 , 在 杨 表 y 中 填 在 同一 行 , 根 
据 定理 四 , 式 (6.76) 成 立 . 证 完 . 

推论 三 ”对 同一 杨 图 , 设 填 在 杨 表 V 同一 列 的 数字 在 杨 表 2 中 都 不 填 在 同一 
行 , 则 把 杨 表 y 变 成 杨 表 V 的 置换 R 必 属 于 杨 表 y, 也 属于 杨 表 V. 

证 明 ” 先 做 点 说 明 . 所 谓 RATAR y, 是 指 RR 能 表 为 杨 表 Y 的 横向 置换 P 
和 纵向 置换 Q 的 乘积 , R = PQ. 如 果 凡 填 在 杨 表 y' 同一 列 的 数字 , 都 不 填 在 杨 表 
V 的 同一 行 , 那么 凡 填 在 杨 表 y 同一 行 的 数字 , 也 都 不 填 在 杨 表 7 的 同一 列 . 

既然 填 入 杨 表 V 同一 列 的 数字 在 杨 表 y 中 都 不 填 在 同一 行 , 则 必 可 找到 杨 表 
V 的 一 个 横向 置换 P, 它 把 杨 表 y ERAR y”, 使 杨 表 y” 和 杨 表 V 每 一 对 应 列 
包含 的 数字 相同 . 因此 可 通过 杨 表 y” 的 纵向 置换 Q” 把 杨 表 y” ERAR V. 但 
AR y” 的 纵向 置换 Q” 可 由 杨 表 y 的 纵向 置换 Q 经 变换 P 得 到 , Q” = PQP. 
归结 起 来 , 杨 表 V 可 由 杨 表 》 经 两 次 变换 P 和 Q” 得 到 , R = Q”P = PQ. 又 有 
R = RRR-! = (RPR-1)(RQR-!). 证 完 . 

从 证 明 过 程 可 以 知道 推论 三 的 道 定理 也 成 立 . 如 果 RATAR Y, R = PQ = 
(PQP-`!) P, 杨 表 了 # R 3394931638 V, 则 填 在 杨 表 V 同一 列 的 数字 在 杨 表 
Y 中 都 不 填 在 同一 行 . 推论 三 的 逆 否 定理 是 , 如 果 RR 不 属于 杨 表 y, AR Y # RE 
换 得 杨 表 V, 则 至 少 有 一 对 数字 a M b, 它们 填 在 杨 表 y 的 同一 行 , 而 填 在 杨 表 y' 
中 的 同一 列 . 因为 

= (6.77) 
所 以 
O0=R- yyy=yR-y, 当 R 不 属于 y (6.78) 


这 是 不 属于 杨 表 的 置换 的 一 个 重要 性 质 . 推论 四 给 出 更 方便 的 判别 条 件 . 
推论 四 ”置换 群 元 素 R 不 属于 杨 表 y 的 充 要 条 件 是 R 可 表 成 


R= PsRQo (6.79) 


其 中 , Po 和 Qo 分 别 是 杨 表 y 的 某 一 个 横向 对 换 和 纵向 对 换 . 
证 明 车 R= PsRQo, 则 由 式 (6.67), 得 


F(R) = F (PRQo) = 一 FOR)=0 
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即 R AJ TE y. 反之, # R 不 属于 杨 表 2 经 RR 变换 后 , 杨 表 y 变 成 杨 表 
V, 则 由 推论 三 的 逆 否 定理 知 ,至少 存 在 一 个 属于 杨 表 y 的 横向 对 换 Po 它 同时 
EAR V 的 纵向 对 换 86 = Po, 而 Qo 可 由 y 的 纵向 对 换 Qo 经 R 变换 得 到 ， 
Po = Qo = RQoR`!, 由 此 立刻 推 得 式 (6.79). 证 完 . 


6.4 置换 群 的 不 可 约 表 示 


这 一 节 我 们 将 证 明 , 杨 算 符 与 置换 群 群 代数 的 原始 蚂 等 元 成 比例 , 由 杨 算 符 方 
法 可 以 构造 置换 群 群 代数 的 标准 基 , 并 提供 一 个 简便 的 方法 , 计算 置换 群 的 不 等 价 
不 可 约 表示 和 矩阵. 


一 、 置换 群 群 代数 的 原始 天 等 元 
先 回 忆 一 下 群 代 数 备 等 元 的 性 质 . ej 是 原始 赛 等 元 的 充 要 条 件 是 


ejej=ej, ejte;= Mej (6.80) 
X45880 3882658 Hi BJ00 X: Mt, 前 一 条 件 可 改 为 
ejej = Àge; #0 (6.81) 
PIRRE ET e; 和 e, 等 价 的 充 要 条 件 是 存在 群 元 素 S, 使 下 式 成 立 
ejSei #0 (6.82) 


我 们 要 证 明 杨 算 符 》 ERRARE ETEB, 并 讨论 它们 产生 的 左 理想 的 等 
价 性 . 
定理 五 ”如 果 置 换 群 群 代数 的 矢 其 X 满足 
PX = á(Q)xQ = x (6.83) 
其 中 , 已 和 Q 是 杨 算 符 y 的 任意 横向 置换 和 纵向 置换 , 则 2 与 杨 算 符 y 只 差 常 系 
数 入 
x=. (6.84) 
证 明 设 
X= RRR 
Res, 


根据 式 (6.83), 模仿 式 (6.67) 的 证 明 , 得 


五 (S) = Fi (PS) = ô(Q)Fi (SQ) = ó(Q)F, (PSQ) 
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取 S = E, 3FF2 P, (E)=A, 得 
à = Fi (E) = Fi (P) = ô(Q)F (Q) = óÁ(Q)F, (PQ) 
对 于 不 属于 杨 算 符 V 的 置换 R, 由 定理 四 的 推论 四 得 
Fi (R) = 五 (PRQo) = -F (R) = 0 


与 式 (6.64) 比较 , 得 式 (6.84). 证 完 . 
由 杨 算 符 V 的 对 称 性 质 (6.66) 立刻 得 到 下 面 推论 . 
推论 一 ” 设 t 是 置换 群 群 代数 的 任意 矢量 , WJ 


VY = Xy (6.85) 


其 中 , X 是 依赖 于 t 的 数 , 可 以 为 零 . 
H BAR 》 的 平方 不 为 零 


yy=A #0. (6.86) 


证 明 ”前 一 个 等 式 是 已 知 的 , 这 里 要 证 明 和 不 等 于 零 , 并 计算 和 

由 杨 算 符 》 产 生 的 右 理想 , Ry = VL, 至 少 包含 杨 算 符 本 身 , 因而 它 的 维 数 
SAO 取 置 换 群 群 代 数 C 的 一 组 基 zj, 其 中 前 f 个 基 属 于 右 理想 Ry, 也 是 此 右 
理想 的 一 组 基 , 而 后 面 n! — f 个 基 则 不 属于 此 右 理想 . 注意 此 右 理想 Ry 是 由 杨 算 
符 y 生成 的 , 右 理想 中 的 任何 矢 基 , 包括 基 在 内 , 都 可 看 成 杨 算 符 y 和 群 代 数 中 另 
一 矢 基 的 乘积 

Th = Vyp + 1 和 AS (6.87) 

从 两 个 角度 来 计算 乘积 Vrn 一 方面 , 把 它 看 成 杨 算 符 V ERIE zx 上 , 得 

到 基 的 线性 组 合 , 组 合 系数 是 杨 算 符 》 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 


Yan = 3 mnO)) (6.88) 
u=1 


DOV) 也 就 是 杨 算 符 》 在 群 代数 中 的 表示 和 矩阵 , 这 表示 等 价 于 正则 表示 , 因而 只 有 
恒 元 才 有 非 零 矩 阵 迹 
TrD(y) = TrD(E) = n! 
另 一 方面 , 把 yz, 看 成 zx 右 乘 到 杨 算 符 y E, 得 到 右 理想 Ry 中 的 一 个 矢量 , 可 
以 表 为 此 右 理想 的 基 的 线性 组 合 . 也 就 是 说 , 式 (6.88) 的 求 和 指标 v 只 在 1 到 f Z 
间 取 值 
D,,(y) =0, 当 v>f 
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而 且 在 p < f Pf, 根据 式 (6.87) 和 (6.86), 得 
X=,, = yy, = yp = Mp , BSÍ 
可 见 当 p< f BP Dau) = áz), BB DO) 取 如 下 形式 


M M 


) ， TDO)= fà 
把 两 个 方法 计算 的 矩阵 迹 做 比较 , 由 于 f Z 0, 得 

A=nl/f #0 (6.89) 
证 完 


推论 三 a= (f/n)Y 是 置换 群 的 原始 寡 等 元 , 
推论 四 ”对 同一 杨 图 , 设 填 在 杨 表 V 同一 列 的 数字 在 杨 表 y 中 都 不 填 在 同一 
行 , 则 相应 杨 算 符 乘积 VY Z 0. 

证 明 ”在 定理 给 出 的 条 件 下 , 根据 定理 四 推论 三 , 把 杨 表 y ERAR Y 的 置 
换 RR 可 表 为 杨 表 y 的 横向 置换 P 和 纵向 置换 Q 的 乘积 , 因此 


V'Y = RYQ PTY = 6(Q)RYY = 5(Q) NRY #0 (6.90) 


Hp, à h Y? = AY 定 出 . 

推论 五 ”由 杨 算 符 》 和 Y 生成 的 最 小 左 理想 等 价 的 充 要 条 件 是 它们 对 应 的 
杨 图 相同 . 

证 明 ”如 果 杨 图 y 和 V 相同 , 则 必 存 在 置换 R, 把 杨 表 y ERAR V, 使 


V =RYR!,  Y'RY = RYY #0 


反之 , 如 果 杨 图 YA 不 相同 , 则 不 失 普遍 性 , 可 设 杨 图 》 大 于 杨 图 Y. 对 任何 置 
换 R, 设 Ry = y” R, 则 杨 图 y” 和 杨 图 y 相同 , 它 仍 大 于 杨 图 YV, 由 定理 四 的 推论 
一 , Y'RY = y'y”R = 0. 证 完 . 

因此 , 置换 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 可 以 用 杨 图 [X] 来 标记 . 置换 群 Sa 不 等 价 不 
可 约 表示 的 数目 等 于 n 的 不 同 配 分 数 的 数目 , 也 就 是 置换 群 的 类 数 . 反 过 来 , 又 根 
据 定理 一 , 得 到 推论 六 . 

推论 六 ”对 应 不 同 杨 图 的 杨 算 符 》 和 y' 互相 正 交 , VY = yy' = 0. 
二 、 置换 群 正 交 的 原始 禾 等 元 


对 应 不 同 杨 图 的 杨 算 符 是 互相 正 交 的 , 但 对 应 同一 杨 图 不 同 正则 杨 表 的 杨 算 符 
不 一 定 正 交 . 虽然 定理 四 的 推论 二 告诉 我 们 , 在 一 定 的 条 件 下 , VY = 0, 但 在 此 条 
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件 不 满足 时 , 确实 能 找到 正则 杨 算 符 乘 积 不 为 零 的 例子 . 这 种 例子 只 有 在 n> 5 ky 
置换 群 S, 中 才 出 现 . # n = 5 时 , 有 两 个 杨 图 , [3,2] 和 [2,2,1], 它们 的 正则 杨 算 符 
不 完全 正 交 . 我 们 以 杨 图 [3,2] 为 例 来 说 明 . 杨 图 [3,2] 有 五 个 不 同 的 正则 杨 表 , 按 
它们 的 大 小 , 自 小 而 大 排列 如 下 


HRY HRY HRY HRY HRY: 


213 EBE: 1|[215 1[3[4 HHE 
3|4| 2[5] 24] 
(6.91) 


5 AE 
当 u > v 时 , YY = 0. 当 u < v 时 ,要 逐 对 检查 , 有 没有 这 样 的 情况 , 就 是 填 
在 杨 表 y, 同一 行 的 数字 , 都 不 填 在 杨 表 Va 的 同一 列 . 如 发 生 这 样 的 情况 , 就 说 明 
它们 的 乘积 不 等 于 零 . 检查 结果 , 只 有 一 对 杨 算 符 乘 积 不 为 零 


1 
4 


yys #0 (6.92) 
把 杨 表 ys 变 成 杨 表 y: 的 置换 是 Ris 


ms (1 Spn s )-e219-e9459 


r ar ar. p e- 6.93 
= (2 4) (5 3) (3 4) = PsQs = (45) (3 2) (2 5) = PQ, (623) 
Ps =24)63, Qs=(34), P=(45)(32%), Qi=(25) 


先 把 Ris 化 为 没有 公共 客体 的 轮换 乘积 , 然后 用 切断 轮换 的 方法 把 杨 表 ys 的 横向 
置换 尽 基 往 左 移 , 纵向 置换 尽量 往 右 移 , 最 后 把 Ris 分 解 为 杨 表 Vs 的 横向 置换 Ps 
和 纵向 置换 Qs 的 乘积 , 或 分 解 为 杨 表 V 的 横向 置换 P, 和 纵向 置换 Qi 的 乘积 . 
这 方法 是 这 类 分 解 的 标准 方法 . 

对 于 给 定 的 杨 图 , 我 们 希望 把 正则 杨 算 符 做 适当 的 组 合 , 使 它们 互相 正 交 . 这 
里 的 组 合 指 在 正则 杨 算 符 的 左面 或 右面 乘 上 一 个 适当 的 群 代数 矢量 ， 为 了 以 后 的 
方便 , 我 们 重点 讨论 右 乘 矢量 的 办 法 . 在 上 面 例子 中 , 可 取 


Vi =V, [E — Ps] ， X=}, v>1 (6.94) 


EX Vi Ps = Yı RisQs' = 6(Qs)Risys, 所 以 当 p < 5 BF ViVa = YY M NVs = 
V (E — E)ys = 0. - 

一 般 说 来 , 对 于 给 定 的 杨 图 [A, 如 果 d 个 正则 杨 算 符 Vu 不 完全 正 交 , 我 们 希 
望 选取 合适 的 群 代数 矢量 右 乘 到 杨 算 符 y, 上 , 满足 


£ Vidis ee = wên (6.95) 
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其 中 , f 是 杨 算 符 Ya 产生 左 (或 右 ) 理想 的 维 数 . 既然 杨 图 A 已 经 选 定 , 为 了 书写 
简单 , 这 里 省 略 了 标记 杨 图 的 指标 [M]. 
A (6.95) 就 是 要 求 y, 满足 


YVuYuYu = Pu Quy Pr Q, = bru Ye 


(6.96) 
Q,u Pi = SpvQu Pu, 1<psd, l<v<d 


定义 置换 Ru, 它 把 正则 杨 表 y, 变 成 正则 杨 表 Vy 


RupRov = Rw ， Ru = E 


(6.97) 
R,.y,= XR, R,P,=P,R,,, RivQv = Q,R,, 


由 定理 四 的 推论 三 


Rw = PQW = (Ru PIRA) (Ru QPR) -PPOP , YY #0 
(6.98) 
PIO 和 QU) 分 别 是 杨 表 Vo 的 横向 置换 和 纵向 置换 , 用 带 括号 的 上 指标 表明 它们 
与 杨 表 y, AA 同 理 , PO 和 QU) 分 别 是 杨 表 y, 的 横向 置换 和 纵向 置换 , 用 带 括 
号 的 上 指标 表明 它们 与 杨 表 y, 有 关 . 令 


(u) 
sÍ” ， 当 Yyyy #0 


6.99; 
Ds 当 YY = 0 tia 


显然 , 当 VaVe Z 0 Bf, 有 


=1 

PuQ, = RwQ, (QP) = QP 

P,P,, = 已 vPv = Pu, (6.100) 
es w) — (qt) 

YP = Ry, (QP) = HQP) RY 


下 面 用 数学 归纳 法 证 明 , 下 式 定义 的 y WER (6.96) 


d 
y=E- 3 Poy ， Va=E, p<d (6.101) 
p=p+1 和 


Yn 是 按 u 自 大 至 小 逐个 定义 的 , 它 是 群 元 素 的 组 合 , 除了 恒 元 项 外 , 其 他 项 都 是 若 


干 个 -Pup 的 乘积 . 
证 明 4 等 于 d 时 式 (6.96) 显然 成 立 . 现 设 当 p > 7 时 式 (6.96) 成 立 , 要 证 
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d 


u= r 时 式 (6.96) 也 成 立 . 
QiyPp, = Q,P,- X Q9;,P;,uP, 


P 
= QP,— 3 P;,,Q, P, 
p=r+1 
0, 当 v<r 
= + QP, 当 v=r 
QrP, - P,,Q,P, = 0, 当 v>r 
证 完 . 
由 式 (6.100) 不 难看 出 
d 
Ms = y, - 》 HO RpYoyp =$ todo (6.102) 
Yuryp#0 p=p 


前 式 对 p 求 和 是 在 满足 条 件 VaVe #0 下 进行 的 , 后 式 t, 是 群 代 数 的 矢量 , 可 为 零 . 
如 果 采 用 在 杨 算 符 y, 上 左 乘 群 代数 矢 基 y, 的 方法 来 组 合 杨 算 符 , 则 取 


可 C — 8 yy, wo 
eE 当 YI = 0 i 


v—l 
WW=E-D haw, N=E, s= (A 


n! 
pt n! 


定理 六 在 与 给 定 杨 图 [ 对 应 的 单纯 双边 理想 ZN 中 , 下 面 d) AREST 
eN 构成 一 组 完备 的 正 交 的 原始 宕 等 元 


d 
eD = yD, l<. <d (6.104) 


其 中 , y 是 对 应 杨 图 D] 的 正则 杨 算 符 , 恒 元 可 按 这 些 原始 等 等 元 分 解 
diaj 
p= iD dy >, yD. (6.105) 
A A=1 


证 明 ”对 于 给 定 杨 图 A, 我 们 已 找到 dy 个 互相 正 交 的 原始 寡 等 元 el, 如 式 
(6.95) 所 示 . 由 这 些 原始 睾 等 元 生成 的 不 可 约 表示 是 fo 维 的 . 因为 有 限 群 正则 表 
示 约 化 中 , 每 个 不 可 约 表示 的 重 数 等 于 表示 的 维 数 , 所 以 


0< dn < f 


64 ”置换 群 的 不 可 约 表示 -231 


但 有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 数 
> =n 
加 
与 式 (6.57) 比较 知 
diy = fiy 


因此 , 我 们 找到 的 这 组 正 交 的 原始 睾 等 元 e 内 ,它们 生成 的 左 理想 已 充满 了 整个 置 
换 群 群 代数 , KAR (6.105). 证 完 . 


三 、 置 换 群 不 可 约 表示 的 表示 矩阵 


每 一 个 杨 图 对 应 置换 群 的 一 个 不 可 约 表 示 . 现在 我 们 要 讨论 , 对 于 给 定 的 杨 图 ， 
如 何 选择 标准 基 , 并 在 此 标准 基 中 如 何 具体 计算 置换 群 元 素 的 表示 和 矩阵 ， 因为 杨 图 
已 经 选 定 , 下 面 计算 中 略 去 标记 杨 图 的 指标 [A 
上 一 小 节 已 经 定义 了 置换 Ry 它 把 正则 杨 表 y, 变 成 正则 杨 表 y. 置换 Ru 
满足 式 (6.97). 由 这 些 置换 和 正则 杨 算 符 , 可 以 定义 如 下 d? 个 基 
buu = evRunen = (d/n!)? Ysy Rvp Ynyn = (4/0)? Voy Ys Runyn 


(6.106) 
= (d/n!) YRupyp = (d/n!) Rvp Ynyn = Rvpen 


请 注意 ,Rune 会 自动 产生 左面 的 ev HA (6.97) 立刻 可 证 明 , 这 组 基 满 足 标准 基 
的 条 件 式 (6.48) 和 (6.50) 


bvpbau =6pxbvn, bup = e, = (d/n!) Yayu (6.107) 


因此 这 组 基 就 是 我 们 要 找 的 置换 群 的 标准 基 . 4 /固定 时 , d 个 基 buu 是 左 理想 Ly 
的 基 , 当 v 固定 时 , d 个 基 bu, 是 右 理想 T, 的 基 , 在 这 些 基 中 得 到 的 表示 完全 相同 . 
我 们 在 左 理想 Ci 中 找 置换 群 元 素 S 的 表示 甜 阵 D(S) 


d 
Sbm =  baD,, (S) (6.108) 


ER biv, 得 
D,,(S)e = biSbn = (4/0)? Ruyvu,SY,R,un (6.109) 


等 式 右面 的 量 一 定 正比 于 e1. 为 了 化 简 此 式 , 把 两 个 杨 算 符 之 间 的 量 移 开 , 以 消去 
一 个 杨 算 符 . y 是 群 元 素 的 组 合 , 组 合 系数 为 +1, 可 以 形式 上 把 它 写成 


w=) iTe k=l , (6.110) 
k 
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其 中 ;, Th 是 置换 群 元 素 . 设 (T) ! 把 杨 表 y, 变 成 杨 表 Vor, S 把 杨 表 y, ERAR 
ValS), WR (6.109) 化 为 


Don(S)el = 》 ôr (4/1)? RT Y,(S)S Ryiy (6.111) 
k 


现在 的 关键 是 计算 这 两 个 杨 算 符 的 乘积 . 如 果 存 在 一 对 数 , 它们 在 杨 表 y, (S) 中 填 
在 同一 行 , 而 在 杨 表 yx 中 填 在 同一 列 , 则 这 两 个 杨 算 符 乘积 为 零 . 如 果 填 在 杨 表 
ValS) 同一 行 的 数 , EAR y. 中 都 不 填 在 同一 列 , 则 把 杨 表 ValS) 变 成 杨 表 Vur 
的 置换 R 可 表 为 杨 表 ValS) 的 横向 置换 P,,(S) 和 纵向 置换 Q, (S) 的 乘积 


R = P,(S)Q,(8) = [RQ,(S)R`'] P,(S) = Q,.P,(S) 


方 括号 里 的 置换 是 杨 表 yx 的 纵向 置换 Qu 它 的 逆 变 换 可 把 杨 表 y. 变 成 杨 表 
V, 使 杨 表 V 和 杨 表 ValS) 每 一 对 应 行 包含 的 填 数 相同 . 利用 式 (6.90) (定理 五 推 
论 四 ), 得 


(a/n!) yur Ys(S)SR = (d/n!) y,k6(Q.k)Q,kP,,(S)y,(S)SR,a. 
= (d/r!) ó(Q,k)Q,kP,,(S)y,(S)y,(S)SR,, 
= Ô(Qur)Quk Pa(S)S Ra Vı 


IRAR (6.111) 得 


Dun(S)e1 = Y 6k6(Q,x) (d/n!) [Ru Tku Pa(S)S Ra] un (6.112) 
k 


我 们 来 研究 方 括号 里 的 置换 、 Ri 把 杨 表 V ERAR Vu S 把 杨 表 Va 变 成 杨 表 
ValS), QuvkPs(5) 把 杨 表 ValS) 变 成 杨 表 Vor Tx 把 杨 表 yk 变 成 杨 表 Vy, M Ru, 
又 把 杨 表 y, 变 回 到 杨 表 V, 这 就 是 说 , 花 括号 里 的 置换 是 恒 等 变 换 . 这 是 合理 的 ， 
因为 式 (6.111) 右面 正比 于 每 等 元 e. 最 后 


D,,(S) = 5:6(Qut) (6.113) 
k 


即 在 这 组 标准 基 bu, P, 置换 群 不 可 约 表示 的 矩阵 元 素 都 是 整数 , 置换 群 的 不 可 约 
表示 都 是 实 表示 . 

现在 , 计算 置换 群 不 可 约 表示 的 矩阵 元 素 的 问题 , 归结 为 计算 因子 66(Q@wvk). 6k 
是 y 展开 式 的 系数 , 是 已 知 的 . 6(Qwk) 可 按 下 法 通过 比较 杨 表 V MAR y, (S) 
得 到 . 如 果 存 在 一 对 数 , 它们 在 杨 表 y, (S) 中 填 在 同一 行 , 而 在 杨 表 》 中 填 在 同 
一 列 , 则 取 6(Qwx) 为 零 . 如 果 填 在 杨 表 ValS) 中 同一 行 的 数 , 在 杨 表 kx 中 都 不 填 
在 同一 列 , 则 找 杨 表 Vur 的 纵向 置换 Q; 它 把 杨 表 y. 变 成 杨 表 V, 使 杨 表 Y 和 
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杨 表 ValS) 每 一 对 应 行 包 含 的 填 数 都 相同 . Qu 的 置换 字 称 就 是 Qu). 具体 计算 
可 通过 列表 法 进行 . 

如 果 要 计算 元 素 S 在 表示 [ PHARE, 先 写 出 杨 图 [X] 对 应 的 正则 杨 表 
y, 及 其 u, yu 是 群 元 素 Ti 的 组 合 , WMR (6.110) 所 示 . 逐 项 计算 Tp 对 正则 杨 表 
Ve 的 作用 , 得 到 新 杨 表 Vor 用 新 杨 表 yx 代替 式 (6.110) 中 的 Te, 得 到 的 杨 表 组 
合式 , 按 v 增加 的 次 序 , 填 在 表 中 最 左面 一 列 . 这 一 列 对 计算 任何 群 元 素 的 表示 和 矩 
阵 都 是 一 样 的 . 然后 , 把 要 计算 的 元 素 S 作用 在 正则 杨 表 Vy 上 , 得 到 新 杨 表 》,(5)， 
按 4 增加 的 顺序 列 于 表 的 最 上 面 一 行 . 表 的 内 容 有 d 行 和 d 列 , 第 v 行 第 4 列 的 数 
就 是 表示 矩阵 元 Dun(S), 它 等 于 Er iQue) 通过 比较 杨 表 Vr WAR 》(S) 可 
以 算得 Que). 用 Alu) 代替 最 左面 一 列 第 v 行 中 的 杨 表 Yh, 得 到 的 组 合 数 就 
是 D,,(S), 填 入 表 中 第 v 行 第 u 列 的 位 置 . 表 中 对 角 元 之 和 就 是 特征 标 XS). 


36.1 列表 法 计算 置换 群 不 可 约 表示 的 表示 和 矩阵 


B y,(S) 

Ea {p ya) 234 235 231 245 241 
i 51 41 45 31 35 
ls 二 1-0 0+1 0-0 
45 23 

124 = 0 0 0 1 

35 

135 0 =š 0 0 0 

34 

rog -1 0 0 1 0 

25 

135 jä 0 1 0 

24 


h DJ = [3,2],5 = (1234 5), y = 》 6kTk. Tç ` 作用 在 杨 表 y, 上 得 到 杨 表 yk, S 作用 在 
[3 
杨 表 y, 上 得 到 杨 表 y, (S). 


表 6.1 以 表示 [3,2] 为 例 , 具体 计算 了 轮换 5 = (1 2 3 4 5) 的 表示 和 矩阵 , 从 这 例 
子 中 应 该 可 以 学 会 用 列表 法 计算 置换 群 不 可 约 表示 甜 阵 的 一 般 方 法 . 由 表 中 可 知 


-1 -1110 
-1 0 001 
D8312345)=| 0 -1000 
-1 0 010 
0 -1010 
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同 法 可 得 
t E DSS 1 0 0 -1 -1 1 
010 -1 0 00-1 0 0 
DB2)[(12))=| 0 o 1 0 -1 |, D82005 4321=| 1 0 -1 -1 0 
000 -1 0 00-10 1 
000 0 -1 0i — — 1 
由 此 很 容易 计算 出 每 一 个 类 中 一 个 代表 元 素 的 表示 和 矩阵 
(2 3) = (1 2 3 4 5)(1 2)(5 4 3 2 1), (1 23) = (1 2)(2 3), 
(3 4) = (1 2 3 4 5)(2 3)(5 4 3 2 1), (2 34 5) = (1 2)(1 23 4 5), 
(4 5) = (1 23 4 5)(3 4)(5 43 2 1), (1 2)(34), (123)(45) 


并 算出 这 表示 的 特征 标 表 , 列 于 表 6.2. 


表 6.2 ”置换 群 [3,2] 表示 的 特征 标 表 


、 计 算 特 征 标的 等 效 方法 


列表 法 固然 可 以 计算 置换 群 不 可 约 表示 的 特征 标 , 但 这 样 计算 特征 标 并 不 比 计 
算 表 示 和 矩阵 简单 . 有 一 种 等 效 的 方法 , 只 根据 表示 [N| 和 类 (6) 这 两 个 配 分 数 , 就 可 
以 很 方便 地 把 特征 标 计算 出 来 . 

把 描写 类 的 非 零 配 分 数 z, 按 任意 次 序 排列 并 顺序 编号 , 把 较 小 的 6, 排 在 前 面 
会 便于 计算 . 排 定 后 , 用 6, 个 1, lz 个 2 等 , 顺序 按 满足 下 面条 件 的 所 谓 正则 填充 法 
填 入 杨 图 [A]: 

(1) 每 个 数字 填 完 后 , 已 填 格 子 必须 构成 正则 杨 图 . 

(2) 填充 同一 数字 的 格子 必须 相连 , 且 由 填 该 数 的 最 左下 方 的 格子 开始 , 沿 向 右 
或 向 上 的 方向 , 可 以 不 回头 地 一 次 走 遍 填 以 该 数 的 全 部 格子 . 这 些 格子 所 占 行 数 减 
1 的 奇偶 性 称 为 该 数字 的 填充 宇 称 , 奇数 为 -1, 偶数 为 1. 

如 果 能 按 正则 填充 法 把 全 部 数字 都 填 入 杨 图 , 称 为 一 次 正则 填充 . 在 一 次 正则 
填充 中 , 每 个 数字 的 填充 字 称 的 乘积 称 为 该 次 正则 填充 的 填充 宇 称 , 最 后 把 各 次 正 
则 填充 的 填充 宇 称 相 加 , 即 得 类 (4) 在 表示 [A] 中 的 特征 标 Xm [(0)]. 如 果 不 能 按 正 
则 填充 法 把 全 部 数字 都 填 入 杨 图 , 则 xD [(0)] = 0. 

恒 元 单独 构成 类 (1"), 它 的 正则 填充 就 是 把 n 个 自然 数 按 正则 填充 规则 填 入 
杨 图 , 因而 特征 标 正 是 正则 杨 表 的 数目 , 即 表 示 的 维 数 , 可 用 公式 (6.58) 计算 . 在 表 
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6.3 中 用 等 效 方法 重新 计算 表 6.2 给 出 的 特征 标 . 恒 元 的 正则 填充 得 到 的 表 就 是 正 
WAR, ER 6.3 中 不 再 列 出 . 


表 6.3 ”用 等 效 方法 计算 重 换 群 [3,2] 表 示 的 特征 标 表 


类 J] 0) | e» | a» | G23) | @ə aa | 6 
123 122 133 122 
正则 填充 22 
填充 宁 称 -1 
xA O 


如 果 把 大 的 6 排 在 前 面 先 填 , 有 时 会 增加 正则 填充 的 次 数 , 但 最 后 填充 宇 称 相 
加 后 还 是 一 样 的 . 例如 , 前 例 中 , 类 (2,2,1), 把 z, = 2 的 数 先 填 , 会 有 三 次 正则 填充 


填充 宇 称 = 1 a OR To rsy 
五 、 三 个 客体 的 置换 群 Ss 


Ss 群 与 正三 角形 对 称 群 Ds 同 构 . 下 面 作为 例子 , 用 杨 算 符 方法 计算 它 的 标准 
基 和 不 等 价 不 可 约 表示 . S3 群 有 六 个 元 素 , 三 个 类 . (13) 类 只 包含 恒 元 E; (2,1) 类 
包含 三 个 元 素 , A = (2 3), B = (8 1) 和 C= (1 2); (3) 类 包含 两 个 元 素 , D = (3 2 1) 
HI F = (1 2 3). Sa 群 有 三 种 不 同 的 杨 图 . 

杨 图 B) 只 有 一 个 正则 杨 表 , 因而 对 应 一 维 表示 , 它 就 是 恒 等 表示 . 标准 基 为 


1|2|3| a= e = (E+ (12) + (23) + (8 1) +(1 23) + (8 2 1)) /6 
杨 图 [2,1] 有 两 个 正则 杨 表 , 对 应 二 维 表示 . WEARER 


2] od) (g+y02)-03-(13)/ 
; 3 oB! = e$! = {E+(13)— (1 2) — (312)}/3 


g3 (23) + (62) - 31) = (2) /3 
o = (2 3)eP] = ((2 3) + (23 1) — (8 2 1) — (8 1)} /3 
用 列表 法 可 以 算出 生成 元 (1 2) 和 (1 2 3) 的 表示 矩阵 ( 见 表 6.4) 


Dal[(L 2)| = ( F N. ) , DËMN[(i 2 3)] = ( z. Š ) (6.114) 
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这 表示 不 是 实 正 交 表示 , 因为 标准 基 作 为 群 代数 的 矢量 是 不 正 交 的 . 通过 相似 变换 
X 可 以 化 成 式 (2.10) 给 出 的 实 正 交 表示 形式 , 用 这 X 矩阵 组 合 标准 基 , 得 到 群 空间 


正 交 归 一 的 矢 基 
x= bf: -v3 
2\3 v3 
i= (3/2) (b11 + b21) = {E + (2 3) — (3 1) — (1 2 3)} /2, 


$2 = (V3/2) (—bui + bx) 
= (—E + (2 3) + (3 1) — 2(1 2) — (1 2 3) + 2(3 2 1)) /(2v3) 


表 6.4 Ss 群 若干 元 素 在 不 可 约 表示 [2,1] 中 的 表示 矩阵 
S=(12) S=@3 S'=(123) 


杨 图 [1,1,1] 也 只 有 一 个 正则 杨 表 , 对 应 的 一 维 表示 是 反对 称 表示 , 元 素 的 表示 
和 矩阵 等 于 该 元 素 的 置换 宇 称 . 标准 基 为 
1 


ba = el 


= (E- (12) - (23) — (81) + (1 2 3) + (8 2 1)) /6 


3 
六 、 置 换 群 不 可 约 表示 的 直 乘 分 解 

置换 群 不 可 约 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 没有 特殊 的 规则 , 就 按 特征 
标 分 解 的 方法 计算 . 但 因 置换 群 所 有 不 可 约 表示 都 是 实 表示 , 特征 标 是 实数 , 这 使 


参加 直 乘 的 表示 [N 和 [u] 与 约 化 后 的 表示 [v] 在 特征 标 分 解 的 公式 中 处 于 平等 的 
地 位 


xIN(R)xIl(R) = > axuvXËUM(R), 
aww = D ARRIR) 
RESn 
ays 对 于 三 个 指标 完全 对 称 . 这 性 质 可 以 部 分 简化 置换 群 克 莱 布 施 - KERA 
计算 部 分 计算 结果 可 参看 有 关 书 籍 , 如 文献 64] 第 六 章 第 31 题 
一 行 的 杨 图 n] 只 有 一 种 正则 杨 表 , 对 应 杨 算 符 是 所 有 群 元 素 相 加 , 因而 对 应 
恒 等 表 示 , 所 有 群 元 素 都 对 应 数 1 一 列 的 杨 图 [1"] 也 只 有 一 种 正则 杨 表 , 对 应 杨 算 


(6.115) 
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符 是 所 有 群 元 素 乘 其 置换 宇 称 后 相 加 , 因而 对 应 反对 称 表示 , 群 元 素 的 表示 和 矩阵 等 
于 元 素 的 置换 字 称 . 把 杨 图 [X] 取 转 置 , 即 以 杨 图 对 角 线 做 反射 , 得 到 的 杨 图 内, 与 
杨 图 [A] 互 称 关联 (associate) 杨 图 . 根据 计算 置换 群 不 可 约 表 示 特 征 标的 等 效 方法 
可 以 知道 , 互 为 关联 杨 图 的 两 表示 维 数 相等 , 每 个 类 在 这 两 表示 中 的 特征 标 只 相差 
类 中 元 素 的 置换 宇 称 . 事实 上 , 杨 图 [N] 的 任 一 正则 填充 , 取 转 置 后 正 是 关联 杨 图 [XJ 
的 正则 填充 . 在 这 一 对 正则 填充 中 , 每 一 个 数 的 填充 位 置 只 是 行列 交换 . 设 类 中 元 
素 包含 一 个 长 度 为 0 的 轮换 , 在 正则 填充 中 有 4; 个 相同 的 数 十 入 杨 图 . 根据 正则 
填充 的 规则 , 这 些 数 所 占 行 数 和 列 数 之 和 等 于 6; + 1, 它 的 偶 奇 性 就 是 长 度 为 4; 轮 
换 的 偶 奇 性 . 因此 这 些 数 在 这 一 对 正则 填充 中 所 产生 的 填充 字 称 也 就 相差 该 轮换 的 
置换 字 称 . 由 此 可 知 , 杨 图 A 的 表示 与 反对 称 表示 [1"] 的 直 乘 等 价 于 关联 杨 图 [À] 
的 表示 

INJ = [1"] x [A] (6.116) 


这 里 为 书写 清楚 起 见 , 直接 用 杨 图 代替 不 可 约 表示 . 结合 axwr 的 对 称 性 质 , 可 得 关 
于 置换 群 不 可 约 表示 直 乘 分 解 的 若干 一 般 规则 


内 = 四 x 办， Jx lal = A) x l), 
[J x [uJ = Ñ] x [B] = la] x l 


在 [A] x [a] 的 分 解 中 出 现 恒 等 表 示 的 充 要 条 件 是 [N] = [a], 出 现 反对 称 表示 的 充 要 
条 件 是 [A = 网, 而 且 在 此 条 件 下 , 恒 等 表 示 或 反对 称 表示 只 出 现 一 次 . 利用 这 些 规 
则 , Ss 群 不 可 约 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - KERRO 


[3] x [3] = 1°) x B3 = [3], Jx B3] = [1°], 
[3] x (2,1 = [1°] x [2,1] = [2,1], (6.117) 
[2, 1] x [2, 1] = [3] e [13] @ [2,1] 


6.5 不 可 约 表示 的 实 正 交 形 式 


用 列表 法 计算 的 置换 群 不 可 约 表示 矩阵 不 是 实 正 交 的 . 但 因 它 与 杨 算 符 密切 联 
系 在 一 起 , 在 某 些 问题 中 , 例如 在 张 量 表示 约 化 问题 中 , 这 种 形式 有 它 的 方便 之 处 . 
但 是 在 另 一 些 问题 中 , 人 们 还 是 喜欢 实 正 交 表示 . 这 一 节 我 们 对 于 置换 群 的 任意 不 
可 约 表示 [A], 讨论 它 的 实 正 交 形式 及 其 正 交 基 . 为 简化 符号 , 讨论 中 省 略 指标 A. 
首先 , 研究 置换 群 群 代数 中 一 组 完备 的 对 易 算 符 集 . 定义 


a 一 1 -1 


a 
Mo = > (ad)= > PsiPa-2:** Pazi PåaPari + Pa-2Pa-1, (6.118) 
=1 =1 


2<a<n, M=0 
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其 中 , P, = (a a + 1) 是 相 邻 客体 的 对 换 . 由 定义 知 


Mat1= Pa + PaMaPa , PaMa+ı = E + MaPa (6.119) 
根据 式 (6.18), 得 
P.M =M,P, 若 bza 或 a+l (6.120) 
因此 
[Ma, Mi) = 0 (6.121) 


现在 我 们 来 证 明 , 这 组 互相 对 易 的 算 符 Ma, 在 标准 基 bwp 中 的 矩阵 形式 为 上 三 
HWER, 即 对 角 线 左下 方 的 矩阵 元 素 都 为 零 . 具体 说 , 在 标准 基 bup 中 , 对 确定 的 
p, 要 证 

Mabvp = 3 buo Dw (Ma), 

DalM) oO M n> w (6.122) 

D,,(M.) = m,(a) = cv(a) — ry (a) 
其 中 , 矩阵 的 行列 指标 是 按 正 则 杨 表 自 小 至 大 排列 , r, (a) 和 cu(a) 是 数 a 在 正则 杨 
表 y, 中 所 填 位 置 的 行 数 和 列 数 . 这 列 数 与 行 数 之 差 m, (a), 在 数学 上 称 为 杨 表 y, 
中 a 所 填 格子 的 容 度 (content). 在 杨 表 对 角 线 上 的 格子 容 度 为 零 , 对 角 线 的 平行 线 
上 的 格子 容 度 相 等 . 由 任何 格子 出 发 , 每 向 上 或 向 右 走 一 格 , 容 度 增加 1, 向 下 或 向 
左 走 一 格 , 容 度 减 少 1. 

证 明 ”重新 改写 式 (6.118). 在 正则 杨 表 Ve 中 , 把 填 在 第 rula) $T a 左面 格子 
的 数字 记 作 ai, 把 填 在 前 7,(a) 一 1 行 的 数字 , 小 于 a 的 记 作 bj, 大 于 a 的 记 作 dk, 
把 填 在 a 左下 方 , 小 于 a 的 数字 记 作 te, W 

Ma = MẸ” + MË) + MË + ME®, 
MP = Y (a aj), MP =F (a b;) +) (a di), 
k 


i j 
MË) = -5 (ad), MO => (a te) 
k z 


由 杨 算 符 的 对 称 性 质 式 (6.66) 和 福 克 条 件 式 (6.68) 知 
MDBbvp ={cv(o-1bp， Mbp= 人 -mojbe (6.123) 


把 MP 和 MP 的 每 一 项 作用 到 杨 表 y, 上, 都 是 把 一 个 较 小 的 数 与 右上 方 一 个 较 
大 的 数 交换 . 虽然 交换 后 的 杨 表 一 般 不 是 正则 杨 表 , 但 用 证 明定 理 四 推论 二 类 似 的 
方法 , 同样 可 以 证 明 


VMP Ys = Y MPY, =0, 当 A>z (6.124) 
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由 式 (6.102) 得 


Vayu MY, = Yuyu MPY, =0， 


当 p>v 
bpuM bup = by MD = 0 , 


证 完 . 
有 限 群 的 实 表示 等 价 于 实 正 交 表示 , 在 实 正 交 表示 中 对 换 P. 的 表示 甜 阵 又 是 
实 对 称 和 矩阵 , 因而 Ma 的 表示 矩阵 也 是 实 对 称 矩 阵 , 存在 实 正 交 相似 变换 能 把 所 有 
M. 的 表示 矩阵 同时 化 成 对 角 甜 阵 . 这 就 是 说 , 对 给 定 的 表示 DA, 可 以 找到 实 相似 
变换 X, 使 M. 的 表示 矩阵 同时 对 角 化 , 而 Pa 的 表示 矩阵 都 是 实 正 交 兼 对 称 和 矩阵 


D,u(Ma) = [XT D(Ma)X] „, = numa), D(P,) = X-1D(P.)X = D(P,)” 
(6.125) 
因为 D(M.) ELZAN D(M.) EI fi SS EE, 所 以 相似 变换 矩阵 X 也 是 上 三 
角 矩 阵 . 
取 对 应 杨 图 [A] 的 任 一 左 理想 Co, 基 为 buo 做 实 线性 组 合 Xur 得 新 基 o, 


d 
ó, =) bpXwv， Ró,=)  óD,,(R) (6.126) 
k=1 “k 


其 中 , 基 $, 的 指标 v 仍 是 正则 杨 表 的 序 指标 , 指标 p 被 省 略 了 . ó, 是 算 符 集 Ma 的 
共同 本 征 状 态 , 本 征 值 为 容 度 mv(a). 不 可 能 有 两 个 不 同 的 正则 杨 表 , 所 有 数 a 在 
它们 中 的 容 度 都 相同 , 因而 M. 的 共同 本 征 状 态 是 不 简 并 的 , 算 符 集 Ma 是 置换 群 
群 代数 中 一 组 完备 的 对 易 算 符 集 . 如 果 希 望 在 整个 群 代数 中 找 一 组 完备 基 Duu, 在 
左 乘 和 右 乘 群 元 素 R 时 都 按 这 实 正 交 表示 DR) 变化 


Ré; = gppnDov(R)， %R=) ` D,,(R)$,, (6.127) 
P p 


MI 
Bn = (X), berX o (6.128) 
or 


基 ó, 和 Puu 都 称 为 群 代数 中 的 正 交 基 

现在 我 们 更 关心 的 是 找 出 实 正 交 表 示 D(P.) 的 具体 形式 和 计算 相似 变换 矩阵 
X. 设 在 正则 杨 表 y, 中 , a 和 a + 1 既 不 填 在 同一 行 , 也 不 填 在 同一 列 , 则 在 交换 a 
和 a + 1 的 填充 位 置 后 , 杨 表 仍 是 正则 的 , WE Vo, 


ma)=m,atl), — m,(a +1) = mv. (a), 


Im,(a) -—m,(a +1)| > 1 (6129) 
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和 va 的 关系 是 相互 的 . 若 在 正则 杨 表 V, 中 , a 和 a + 1 填 在 同一 行 或 同一 列 , 则 
在 交换 a 和 a + 1 的 填充 位 置 后 , 杨 表 不 再 是 正则 的 . 对 这 样 的 正则 杨 表 y, 我 们 
称 va 不 存在 . 把 表示 矩阵 代入 式 (6.120), 得 
Ds (Ps) {ms(b) — my(b)} = 0, 当 bZa 或 a+l 
即 
D,,(Ps) =0， 当天 Vv 或 vo (6.130) 
因此 D(P,) 是 方块 矩阵 , 它 分 解 为 若干 个 一 维和 二 维 子 矩阵 的 直 和 . 当 v, 不 存在 


时 得 D(Pa) 的 一 维 子 矩 阵 D,,(P,), 而 当 va 存在 时 得 D(P,) 的 二 维 子 矩阵 . 不 失 
普遍 性 , 设 v < va, 则 二 维 子 矩阵 表 为 


( D,.(P,) Duv, (Pa) ) 
D,..(P.) D... (Pa) 
把 式 (6.125) 和 (6.129) 代入 式 (6.119) 得 
-Dus (Pa) = D... (Pa) = > m=m,()-m,(a+1) 
由 正 交 性 得 
Do (Pa) =p. (P= FÈ? 


开 方 时 有 正 负 两 种 可 能 , 选取 正 交 基 的 相 因 子 使 上 式 取 正 号 . 这 样 , 二 维 子 矩阵 表 为 


= 一 JU 
na Ww S , m= m(a)-m(a+1) > 1 (6131) 
其 中 , 行 ( 列 ) 指标 为 ”和 va. m ETEENI y, 中 , BE a 的 格子 向 左 和 向 下 到 达 
B a + 1 的 格子 需 走 的 步 数 . 在 不 存在 时 , 同样 可 由 式 (6.119) 得 


a 和 a 十 1 填 在 同一 行 


a 和 a+1 填 在 同一 列 PAIR 


= 1; 
Dara- Li, 
式 (6.131) 和 (6.132) 就 是 置换 群 不 可 约 表示 [和 | 的 实 正 交 形 式 . 
下 面 以 Ss 群 的 [3,2] 表示 为 例 , 说 明 在 正 交 基 中 置换 群 不 可 约 表示 矩阵 的 计算 
方法 , 并 计算 正 交 基 与 标准 基 间 的 相似 变换 矩阵 、 对 杨 图 [3,2], 正则 杨 表 自 y, 至 
ys 排列 如 下 


123 124 125 134 135 
45 35 34 25 24 
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例如 , 计算 D(P>), 需 观察 2 和 3 在 正则 杨 表 中 所 填 位 置 . 把 正则 杨 表 V 中 填 2 和 
3 的 格子 交换 , 得 正则 杨 表 Va, 从 填 2 的 格子 走 到 填 3 的 格子 需 走 两 步 , 即 m = 2. 
同样 , 正则 杨 表 Vs 和 Ys 中 , 填 2 和 3 的 格子 互相 交换 , m = 2. 按 此 法 计算 得 表示 
EBE 


100 0 0 2 0 0 0 
010 0 0 1|° -1 0 V3 0 

DP)=| 001 0 0 |, DP)=3|0 0 -1 0 v3 
000 -1 0 03 0 1 0 
000 0 -1 0. 0. 8.0 3 

-1 V8 0 0 0 2 0 0 0 0 

° V8 1 00 0 1| 9° — v3 0 0 
DPB)=3| 0 0 30 0 |, DP)=5|0 v3 1 0 0 
0 0 03 0 0 0 0 -1 v3 

0 0 00 -3 0 0 0 v3 1 


其 次 , 我 们 来 找 标准 基 到 正 交 基 的 相似 变换 矩阵 X, 它 是 上 三 角形 矩阵 . 把 X 
的 五 个 列 矩 阵 分 别 记 作 Xu 设 


1 a b, cl d 
0 az b2 c d; 
X =| 0|, X=| 0 |, Xs=| b |, X=| cs |, Xs=| ds 
0 0 0 C4 d4 
0 0 0 0 ds 


因为 D(M.) ER AKERE, 不 足以 确定 相似 变换 矩阵 . 现 用 P. 的 表示 矩阵 来 找 两 等 
价 表示 间 的 相似 变换 关系 . 用 列表 法 计算 Pa 在 标准 基 中 的 表示 矩阵 D(P.), 计算 
方法 已 在 6.5 节 中 给 出 , 结果 是 


1 0 0 -1 -1 10000 
010 -1 0 00010 
D(P)=]| 00 1 0 a|. XR)=|0000ġ1 
000 -1 0 01000 
000 0 -1 00100 


“242 


* 第 六 章 置换 群 


D(Ps) = > D(P)= 


口 口 口 = 口 
oooor 
ec ee 
oroo 
l 
oooor 


z 
D(Pa)X = XD(P.) 
下 面 计算 中 只 写 出 矩阵 等 式 中 不 全 为 零 的 那些 行 . 由 


D(P)Xi = 3X +n, ( ; ) -3 ( 
定 出 ol = 1/V8 和 az = 3/V8. 由 


V3 1 


0000 
0100 
1000 
0001 
0010 


(6.133) 


1 
D(P)X2 = -3X2 + -7 X3; Z 


REIH br = bz = ,/3/8 fil bs = ,/3/2. 由 


1 V3 1 
D(P)X2 = -3X2 + 


bi 
b2 
bs 


X4, 
2 X4 


定 出 c1 = c2 = V318& cs = 0 #l ca = V3/2. 由 


1 V3 3 
D(P)X4= -3X4+ > Xs, 8 


Mo~-or 


定 出 di = 3/ 8, dz = 1/ 8, ds = d4 = 1/ 
母 , 得 相似 变换 矩阵 X 为 


a 


V8 1 V3 V3 3 
0 3 V3 v3 1 
X=| 0 0 23⁄5 0 2 
0 0 0 2⁄3 2 
0 0 0 0 4 


e° ce 
+ 
SE 
rs WO 
A S Sa 
P 8 9° 


onome 
中 


ds 


2 和 ds = V2. 最 后 通 乘 V8 以 消去 分 
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解 出 来 的 X 矩阵 应 该 进行 验算 , 是 否 满足 式 (6.133), 也 可 验算 等 式 D(M。)X = 
XD(M,). 
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置换 群 不 可 约 表示 的 直 乘 通常 称 为 内 积 , 因为 置换 群 不 可 约 表 示 还 有 另外 一 种 
称 为 外 积 的 运算 , 它 涉及 子 群 S.eS,, 不 可 约 表示 关于 群 Snem 的 诱导 表示 . 本 节 
用 杨 算 符 方法 来 讨论 置换 群 表示 外 积 的 概念 和 约 化 方法 . 


一 、Sn+m 群 和 Sn@Sm 群 的 表示 


为 了 说 清 问题 , 先 规定 一 些 符号 .mm + m 个 客体 置换 群 Snem 的 群 代数 记 作 c, 
它 是 (n + m)! 维 的 . C 中 的 原始 宕 等 元 记 作 ell, 它 生 成 的 左 理想 是 Cl = Lel, 对 
应 的 不 可 约 表示 ko] 是 di 维 的 . 杨 图 [o] 是 n + m 格 的 . 

fE n + m 个 客体 中 , 前 个 客体 置换 群 记 作 Sn, 后 m 个 客体 置换 群 记 作 Sm- 
这 两 个 置换 群 涉及 的 客体 不 同 , 因而 分 属 两 个 子 群 的 元 素 乘积 可 以 对 易 , 两 子 群 的 
公共 元 素 只 有 恒 元 . 两 子 群 的 直 乘 S\@Sw 是 Sn+m 群 的 一 个 子 群 . 子 群 的 群 代数 
记 作 C"m, 它 是 nim! 维 的 , 子 群 的 指数 等 于 n + m 个 客体 中 选 n 个 客体 的 组 合 数 


mw 人 (人 (6.134) 


n n!m! 


子 群 的 陪 集 表 为 
Ta(Sn@Sm), a#1l 


其 中 , N 个 置换 Ta ESnim, 把 前 n 个 客体 移 到 n + m 个 位 置 中 的 n 个 新 位 置 , 不 
同 的 置换 Tu 得 到 的 这 n 个 新 位 置 不 同 . 对 每 一 组 新 位 置 , 这 种 置换 Tu 当然 不 是 
唯一 的 , 但 可 任意 地 把 它们 选 定 . 取 T= E, 则 群 代数 C 可 分 解 为 子 群 及 其 陪 集 对 
应 子 空间 的 直 和 


N 
L= Te", T=E (6.135) 
amı 


于 群 Su@Sw MIRAFRA eA, 由 它 生成 的 最 小 左 理想 记 作 LA = 
Leme, 对 应 的 不 可 约 表示 [A] x 四 维 数 是 dojdi 杨 图 [A] 和 [n] 分 别 是 m 和 
m 格 的 . 对 Sn+w 群 来 说 , em EERTE, 但 不 是 原始 寡 等 元 ,CD 是 子 代数 , 但 
不 是 左 理想 . 

现在 讨论 两 个 有 联系 的 表示 约 化 问题 .第 一 个 问题 是 , Su tm 群 的 不 可 约 表示 
la), 作为 子 群 S,@Sm 的 分 导 表 示 , 一 般 是 可 约 的 , 它 可 以 约 化 为 子 群 S.8Sm 不 可 
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约 表示 内 x 办 的 直 和 

MB A d= > aš, doydi (6.136) 
as, 是 不 可 约 表示 [À] x [n] 在 分 导 表示 [w] 约 化 中 的 重 数 , 它 可 根据 子 群 元 素 的 特 
征 标 来 计算 A 
多, = 一 一 Pal ( P) ytl (P. 6.137 
° mmi pens, X (P)x™ (P) (6.137) 
其 中 , KAAP) 和 xl 中 (P) 分 别 是 子 群 元 素 P 在 表示 [À] x [u] 和 ko] 中 的 特征 标 . 

从 群 代数 的 观点 看 , tj 是 /的 一 个 矢量 ,使 


ON 


eDIwtie 四 天 0 (6.138) 


它 是 一 个 映射 算 符 , 把 子 群 Sv@Snw 的 一 个 最 小 左 理想 投影 到 Sn+m 群 的 左 理 想 
CEI 中 去 . 也 就 是 说 , 把 子 群 5,8Sm 的 群 代数 cnm ERER (6.138) 上 , 得 到 子 群 
Sn@Sm 的 一 个 最 小 左 理想 , 对 应 子 群 不 可 约 表示 [À] x [u], 这 左 理 想 又 属于 Sn+m 
群 的 左 理想 CU 

nmelllult ele] c eil (6.139) 


这 说 明 , Snem 群 的 不 可 约 表示 [o], 作为 子 群 Su@Sw 的 分 导 表 示 , 在 约 化 中 包含 子 
群 不 可 约 表示 [D] x [u]. 式 (6.137) 指出 , 这 样 的 不 可 约 表示 [D] x [在 分 导 表示 |o) 
中 的 重 数 为 ag, 因而 满足 式 (6.138) 的 线性 无 关 的 映射 算 符 共 有 ag, 个 , 式 (6.138) 
中 的 j 可 取 1<j< agp 

这 ag, 个 映射 算 符 也 给 出 了 分 导 表示 [w] 按 子 群 不 可 约 表示 [À] x [u] 约 化 的 相 
似 变换 矩阵 . 实际 计算 中 , 可 逐个 取 最 小 左 理想 ciel 中 的 标准 基 , 检验 式 (6.138) 是 
BAP, 把 不 为 零 的 取出 来 , 选取 线性 无 关 的 作为 映射 算 符 . 计算 相似 变换 时 , 把 子 
群 不 可 约 表示 [A] x [的 标准 基 左 乘 到 映射 算 符 上 , 得 到 的 矢量 按 Cl 的 标准 基 分 
解 , 就 是 相似 变换 矩阵 的 列 矩 阵 ( 见 附录 19). 

因为 由 同一 原始 寡 等 元 生成 的 最 小 左 理想 和 最 小 右 理想 , 它们 对 应 的 表示 是 等 
价 的 , 所 以 右 理想 线性 无 关 的 映射 算 符 也 有 a9, 个 


elte 40, 1<j<a%, (6.140) 


现在 讨论 第 二 个 问题 . eA 是 子 群 S,e@S,, HIRRET, 同时 也 是 Snem 群 
HERT, 虽然 不 是 原始 的 . 把 So+m 群 的 群 代数 C ARIER ETELE Snym 
群 的 一 个 左 理想 , 记 作 Lan 

Lyp = Ce 四 (6.141) 
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这 左 理想 对 应 Sn+m 群 的 表示 , 就 是 子 群 表示 [N] x [u] 关于 群 Snem 的 诱导 表示 , 称 
为 子 群 Sn 不 可 约 表示 [A] MFR Sm 不 可 约 表示 [a] 的 外 积 , WE D| @ [u]. 它 一 般 
是 Snem 群 的 可 约 表示 , 可 按 Snem 群 不 可 约 表示 [o] 分 解 . 

用 群 代数 的 观点 讨论 这 表示 的 维 数 . 把 式 (6.135) 代入 式 (6.141), 得 


N 
Ca = Q REDA, T=E (6.142) 


a=1 


求 和 的 每 一 项 TaCr"meDmI 都 是 dadu 维 的 , 而 且 它们 没有 公共 矢量 , 因而 外 积 表 
示 内 @ [u] 的 维 数 为 


n +m)! 
mima adiu) (6.143) 


现在 映射 算 符 式 (6.140) 把 Sm 群 的 最 小 左 理想 LM 映射 到 左 理 想 Cy, 中 


de 由 = 


Cell ella] c Lyp (6.144) 


可 见 , 外 积 表示 [À] @ [u] 按 Sn+m 群 不 可 约 表 示 约 化 中 , 表示 [w] 的 重 数 刚好 也 是 
asa 

DJ el] = %, Ct ad = aš, di (6.145) 
这 实际 是 费 罗 宾 尼 斯 定理 的 一 个 例子 [ 见 式 (3.65)]. 用 特征 标的 语言 来 说 , 组 合 系 
数 ox 又 等 于 


人 (6.146) 
其 中 , xleta(R) 是 Snym 群 的 元 素 R 在 外 积 表示 D) @ |] 中 的 特征 标 . 证 明 见 第 
Z=. st (6.144) 也 给 出 了 诱导 表示 DD] © [ul 按 (o) 约 化 的 相似 变换 矩阵 ,实际 计算 
中 , 先 把 陪 集 元 素 T, 左 和 于 到 于 群 不 可 约 表示 DA) x |a) 的 标准 基 上 , 得 到 外 积 表示 的 
完备 基 然后 把 不 可 约 表示 |o) 的 标准 基 代替 式 (6.144) 中 的 C, 左 乘 到 映射 算 符 上 ， 
得 到 的 矢 基 按 外 积 表示 的 完备 基 分 解 ,就 是 相似 变换 矩阵 的 列 矩阵 ( 见 附录 19). 


=. 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 


虽然 特征 标 方法 可 以 计算 重 数 ox,,, 但 立 特 武 德 (Littlewood)- 理 查 森 (Richard- 
son) 提出 一 种 图 形 规则 , 可 更 方便 地 利用 杨 图 计算 不 可 约 表示 外 积 的 约 化 . 这 种 规 
则 称 为 立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 . 计算 方法 如 下 . 

对 表示 [A @ [u], 任 取 其 中 一 个 杨 图 , 通常 取 格 数 较 多 的 杨 图 , 例如 [X], 作为 基 
础 , 将 另 一 个 杨 图 I 的 各 行 格子 分 别 填 以 行 数 , 即 第 了 行 的 格子 填 以 数 j. 然后 , 自 
第 一 行 开始 , 自 上 而 下 逐 行 把 杨 图 [u] 的 格子 补 到 杨 图 A 上 , 每 补 完 一 行 格子 , 都 
要 求 满足 如 下 条 件 : 
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(1) 每 行 补 完 后 的 图 是 正则 杨 图 ; 

(2) 填 相同 数 的 格子 不 补 在 同一 列 ; 

(3) 自 第 一 行 开始 , 逐 行 地 自 右 向 左 读 杨 图 中 补 上 的 格子 , 在 读 的 过 程 的 每 一 
H, 始终 保持 填 数 大 的 格子 数目 不 大 于 填 数 小 的 格子 数目 . 

这 样 补 得 的 全 部 可 能 的 杨 图 [w], 就 是 在 表示 外 积 [N] @ [a] 中 出 现 的 Snym 群 
不 可 约 表示 . 如 果 在 满足 上 述 规则 的 条 件 下 , 几 次 得 到 同一 个 杨 图 ko), 则 说 明 该 表 
示 在 约 化 中 出 现 几 次 . 

利用 立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 不 仅 可 以 计算 置换 群 两 不 可 约 表 示 外 积 的 约 化 , 还 
可 以 计算 Snem 群 的 不 可 约 表示 [u] 关于 子 群 5,@Sm 分 导 表示 的 约 化 .下面 两 个 
例子 说 明 具 体 计算 方法 . 再 利用 式 (6.139) 和 (6.144) 还 可 以 进一步 计算 这 两 种 约 化 
的 相似 变换 矩阵 , 如 附录 19 所 示 . 

例 1 计算 表示 [2,1] [2, 1] 的 约 化 . 


x | x FE 
@ 
x 2 


将 第 二 个 杨 图 的 第 一 行 格子 填 1, 第 二 行 格子 填 2. 先 将 第 一 行 的 格子 按 上 述 规则 
补 入 第 一 个 杨 图 


xx 11 x x 1 


x x 1 


再 将 填 2 的 格子 补 上 . 按照 第 三 条 规则 , 这 格子 不 能 补 在 第 一 行 , 对 第 四 个 图 , 它 也 
不 能 补 在 第 二 行 . 允许 的 图 有 


[x] 111 xx [afa x ALLI: CB: 
@ = efx ° 
Ë 2 x | 2 J 了 AEREI 
x] x: x [x 
E RE x Px T3 x | x 上 一 十 一 
e[x|i efl] erd ex [i |e H 
2 1 =m 1 sl 
2 2 


经 检验 , 等 式 两 边 表示 的 维 数 确实 是 相等 的 
20x2x2=9+10+5+2x16+10+5+9. 


这 方法 也 可 用 来 计算 Sn+m 群 的 表示 [o], 作为 子 群 Sv@Sw 的 分 导 表示 , 按 子 
群 不 可 约 表示 [A] x [u] 约 化 的 问题 . 此 时 , 逐个 把 Sn 群 不 可 约 表示 的 杨 图 [ 嵌入 
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杨 图 [w] 中 , 并 把 嵌入 的 杨 图 [A 的 格子 填 以 x. 若 杨 图 [N TERKA, 则 排除 . 在 余 
下 的 格子 中 , 分 别 尝试 把 Sm 群 各 种 不 等 价 不 可 约 表示 杨 图 [n], 按 立 特 武 德 - 理 查 
森 规则 补 入 , 每 一 种 不 同 的 补 法 都 代表 在 分 导 表 示 [o] 中 出 现 的 一 个 子 群 表示 . 

例 2 ”Se 群 表示 [3,2,1], 作为 子 群 S38Ss 的 分 导 表 示 , 按 子 群 不 可 约 表 示 
约 化 . 


xxx x x 1 x x 1 x x 1 x x 1 x11 
Ti @ x 1 @ x 1 © x 2 @ x 2 @ x2 
2 1 2 1 3 x 


HJ 


FPD, Ha, JEP 


检验 等 式 两 边 表示 的 维 数 


16=1x2+2x1+2x2x2+2x1+1x2. 


3 题 


1. 把 下 列 置换 化 为 无 公共 客体 的 轮换 乘积 
(CD (1 2)(2 3)(1 2), (2) (1 2 3)(1 3 4)(3 2 0)，(3) 0234), 
(4) (1 2 45)(4 326), (5) (12 3)(4 2 6)(3 4 5 6). 

2. 证 明 长 度 为 4 的 轮换 , HR 4 次 方 等 于 恒 元 , 即 它 的 阶 数 为 4. 

3. 写 出 对 应 下 列 杨 表 的 杨 算 符 

1|2]3] 1|2 1121314 


4 ® Ta @ 5 


4. 具体 写 出 S, 群 恒 元 按 杨 算 符 的 展开 式 . 
5. 下 列 两 正则 杨 算 符 乘积 yi y> 不 为 零 , R 把 正则 杨 表 y> 变 成 正则 杨 表 Vi, RE R 表 成 
属 杨 表 V: 的 横向 置换 P; 和 纵向 置换 Q 的 乘积 PQ, 再 表 成 属 杨 表 V 的 横向 置换 P, MA 
向 置换 Q: 的 乘积 PQ 


0) 


ESESESE 1[21417 
X=|s|6|]7]| , »=|3|5|9 
s| 9 6 8 
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6. 在 标准 基 下 计算 Ss 群 不 可 约 表示 [2,1] 自 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 . 

7. 具体 写 出 S, 群 不 可 约 表示 [3, 1] 全 部 九 个 标准 基 , 用 列表 法 计算 在 此 标准 基 中 相 邻 客体 
对 换 Pi, P> 和 Ps 的 表示 和 矩阵. 

8. 具体 写 出 S4 群 相 邻 客体 对 换 Pa 在 不 可 约 表示 [3, 1] 的 正 交 基 中 的 实 正 交 表 示 和 矩阵 形 
R, 计算 此 表示 与 上 题 标准 基 中 的 矩阵 形式 间 的 相似 变换 矩阵 ,并 利用 式 (6.128) 计算 九 个 正 交 
基 Bu 在 群 代数 自然 基 中 的 矢量 形式 

9. 用 列表 法 计算 Ss 群生 成 元 (1 2) 和 (1 2 3 4 5) 在 不 可 约 表示 [2, 2, 1] 中 的 表示 和 矩阵 

10. 用 等 效 方法 计算 Se 群 各 类 在 下 列 不 可 约 表 示 中 的 特征 标 

(1) 表示 [3,2,1], (2) 表示 [3,3]， (3) 表示 [2, 2, 2]. 

11. 分 别 写 出 Se 群 相 邻 客体 对 换 Ps 在 不 可 约 表示 [3,3] 和 [2,2,2] 正 交 基 中 的 实 正 交 表 

REWER. 因为 下 式 两 边 的 表示 是 等 价 的 


[2, 2, 2] = [15] x [3,3] 


试 计算 它们 间 的 相似 变换 矩阵 X. 
12. 用 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 下 列 置 换 群 表示 外 积 的 约 化 
(0 321@3， (BJS, (3) [2,1] 8 [4,2]. 
13. 用 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 ， Se 群 下 列 不 可 约 表示 关于 子 群 Ss@Ss 的 分 导 表示 , 按 
子 群 不 可 约 表示 的 约 化 
MaA (2211), (3) (3,3]. 
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本 章 研究 李 群 和 李 代数 的 一 般 理 论 . 在 第 四 章 讲述 三 维 空间 转动 群 及 其 覆盖 群 
时 已 经 简单 介绍 了 李 群 和 李 代 数 的 概念 和 基本 性 质 . 本 章 从 复习 这 些 概念 和 性 质 出 
发 , 讲述 半 单 李 代数 的 判 据 , 半 单 李 代数 生成 元 的 正则 对 易 关 系 , 用 邓 金 图 的 方法 讨 
论 半 单 李 代数 的 分 类 , 把 物理 学 中 常见 的 李 群 [SU(N) 群 , SON) 群 和 USp(24) 群 ] 
与 此 分 类 联系 起 来 , 然后 引进 基本 主权 和 谢 瓦 莱 (Chevalley) W, 用 方块 权 图 方法 计 
算 单纯 李 代 数 的 不 可 约 表示 , 用 主权 图 方法 计算 不 可 约 表示 的 直 乘 分 解 . 后 面 几 章 
再 详细 研究 这 些 具体 李 群 的 性 质 . 
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先 复习 第 四 章 介 绍 过 的 李 群 和 李 代 数 的 概念 和 基本 性 质 , 并 从 新 的 角度 来 认识 
李 代数 的 重要 性 , 为 一 般 讨论 半 单 李 代数 的 分 类 打 好 基础 . 


一 、 李 群 的 整体 性 质 和 局 域 性 质 


李 群 元 素 R 可 以 用 一 组 在 一 定 区 域内 连续 变化 的 独立 实 参数 (ri, ra,……) 来 描 
写 , 参数 变化 的 区 域 称 为 群 空间 , 群 空间 的 维 数 , 即 独立 实 参数 的 数目 称 为 李 群 的 阶 
数 , 两 个 群 元 素 乘积 的 参数 是 两 元 素 参数 的 实 解析 函数 , 称 为 组 合 函 数 


T= RSs, ta = fa(ri,r2,.*;81, 82,.°°) = fA(r;s) (7.1) 


组 合 函数 必须 满足 一 定 的 条 件 , 以 保证 此 集合 满足 群 的 四 个 基本 性 质 . 

通常 选择 李 群 的 实 参 数 , 使 便 元 对 应 的 参数 为 零 , 恒 元 附近 的 元 素 对 应 的 参数 
是 无 穷 小 基 , 称 为 无 穷 小 元 素 . 无 穷 小 元 素 决定 了 李 群 的 局 域 性 质 , 李 群 群 空间 的 拓 
扑 性 质 决 定 了 李 群 的 整体 性 质 . 

如 果 群 空间 是 连通 的 , 则 此 李 群 称 为 简单 李 群 . 如 果 群 空间 分 成 不 相连 接 的 几 
片 , 则 此 李 群 称 为 混合 李 群 . 混合 李 群 的 群 空 间 中 , 包含 恒 元 的 那 一 连续 片 , 对 应 的 
元 素 集合 构成 简单 李 群 , 它 是 混合 李 群 的 一 个 不 变 子 李 群 , 其 他 每 一 连续 片 对 应 元 
素 的 集合 分 别 是 此 不 变 子 李 群 的 陪 集 ， 混 合 李 群 的 性 质 由 此 简单 李 群 和 每 一 陪 集 
中 一 个 代表 元 素 的 性 质 决定 . 

如 果 简单 李 群 的 群 空 间 是 多 连通 的 , 则 一 定 存在 另 一 个 群 空间 是 单 连通 的 简单 
ER, 它 与 原 简单 李 群 有 多 一 对 应 的 同 态 关系 , 称 为 原 简单 李 群 的 覆盖 群 覆盖 群 
的 存在 是 李 群 有 多 值 表示 的 数学 基础 . 
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如 果 李 群 的 群 空间 是 欧 氏 空间 的 闭 区 域 , 则 此 李 群 称 为 紧 致 李 群 , 若是 开 区 域 ， 
则 称 非 紧 致 李 群 . 对 紧 致 李 群 , 可 以 定义 群 上 的 积分 , 从 而 使 有 限 群 的 大 部 分 性 质 
都 可 推广 到 紧 致 李 群 中 来 , 例如 表示 的 么 正 性 和 表示 的 完全 可 约 性 , 不 等 价 不 可 约 
表示 矩阵 元 素 作为 群 上 函数 的 正 交 性 等 . 非 紧 致 李 群 的 表示 , 通常 是 由 与 它 “接近 ” 
的 紧 致 李 群 的 表示 得 到 的 . 

不 存在 非 平庸 的 不 变 子 李 群 的 李 群 称 为 单纯 李 群 。 不 存在 阿 贝尔 不 变 子 李 群 
(包括 全 体 ) 的 李 群 称 为 半 单 李 群 . 一 阶 李 群 是 单纯 李 群 , 但 不 是 半 单 李 群 . 高 于 一 
阶 的 单纯 李 群 一 定 是 半 单 李 群 

研究 李 群 的 无 穷 小 元 素 , 可 以 了 解 李 群 的 局 域 性 质 和 某 些 整体 性 质 , 并 可 以 对 
李 群 进行 分 类 . 这 是 本 章 研究 的 重点 . 


二 、 生 成 元 和 结构 常数 


在 李 群 的 线性 表示 中 , 恒 元 对 应 单位 矩阵 , 无 穷 小 元 素 的 表示 矩阵 可 按 无 穷 小 
参数 展开 , 取 到 一 级 小 量 , 得 


i ƏD(R) 
ðra |,=o 


D(R)=1-i3 rala, 14= (7.2) 
A 
Ta 称 为 该 表示 的 生成 元 . 如 果 表示 是 真实 的 , 则 生成 元 是 线性 无 关 的 . 
李 氏 第 一 定理 告诉 我 们 , 简单 李 群 元 素 的 表示 矩阵 , 可 以 由 生成 元 通过 解 微分 
方程 得 到 


PE LAY josgoamp 有 ， DPIns=1 (73) 
4 B 
其 中 , 实 函数 

SpA(r) = _— w (7.4) 


与 具体 表示 无 关 , 只 依赖 于 给 定 的 李 群 和 选 定 的 实 参数 , 其 中 是 逆 元 R-! 的 参数 . 
李 氏 第 二 定理 告诉 我 们 , 李 群 线性 表示 的 生成 元 满足 共同 的 对 易 关系 
Ma, Is] =i CAP Ip (7.5) 
D 


对 于 给 定 的 李 群 和 选 定 的 实 参数 , C P 是 一 组 与 表示 无 关 的 实 常数 , 称 为 李 群 的 结 
构 常数 . 结构 常数 常 由 一 已 知 表示 生成 元 来 计算 . 当 参 数 重 新 选择 时 , 生成 元 和 结 
构 常数 都 要 做 相应 的 组 合 
ra=) re(X™°)sa> A=) Xapls, detX#0, 
B 


B 
CaP = > XarXse CAB, (X 1). p 
A'B'D' 


(7.6) 
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李 氏 第 三 定理 告诉 我 们 , 作为 李 群 结构 常数 的 充 要 条 件 是 满足 


CRs = -Cpa 2 (cz,c9, +CBpCË, + CBac8s} =0 (7.7) 
P 


根据 结构 常数 的 性 质 可 以 对 李 群 和 李 代数 进行 分 类 . 
伴随 表示 是 李 群 的 一 个 十 分 重要 的 表示 . 设 Za 是 表示 D(G) 的 生成 元 , WE 
群 的 伴随 表示 D (G) 满足 


D(R)IsD(R) =Y  IpDZEs(R) (7.8) 
D 
当 愉 取 无 穷 小 元 素 时 , 得 
Ma |= Ip(I)pg, (Me)pe=iCa (7.9) 
D 


李 群 生成 元 和 结构 常数 描写 了 李 群 的 局 域 性 质 和 部 分 整体 性 质 . 若 李 群 所 有 结构 常 
数 为 零 , 则 李 群 是 阿 贝尔 群 . 若 李 群 伴随 表示 是 不 可 约 表示 , 则 李 群 是 单纯 李 群 . 如 
果 存 在 实 参数 , 使 结构 常数 关于 三 个 指标 完全 反对 称 , 则 伴随 表示 是 实 正 交 表示 , F 
群 是 紧 致 李 群 . 

=. 实 李 代数 和 复 李 代数 


任 取 一 组 满足 式 (7.7) 的 常数 C48, 根据 李 氏 第 三 定理 , 存在 9 阶 李 群 , 以 Ca 如 
为 结构 常数 . 设 I4 是 李 群 某 真实 表示 的 生成 元 ,以 (-iI4) 作为 基 , 它 的 所 有 实 线 
性 组 合 构成 一 个 9 维 实 线性 空间 . 此 线性 空间 矢量 乘积 的 定义 是 , 系数 部 分 作 数 的 
乘积 , 生成 元 部 分 作对 易 关 系 , 称 为 李 乘积 


[(-ira)，(-izalj= > CAB (—ilp) (7.10) 
D 


此 实 空间 关于 李 乘 积 是 封闭 的 , 构成 代数 , 称 为 实 李 代数 , 记 作 Ca. 如 果 把 此 实 空 
间 推 广 到 复 空 间 , 在 相同 的 矢量 乘积 定义 下 , 实 李 代数 变 成 了 复 李 代数 , 简称 李 代 
数 , 记 作 L. 复 李 代数 称 为 实 李 代 数 的 复 化 , 实 李 代数 称 为 复 李 代数 的 实 形 . 同一 复 
李 代数 的 实 形 不 唯一 .本 书 只 讨论 有 实 形 的 复 李 代数 . C P 称 为 此 李 群 和 李 代数 
共同 的 结构 常数 . 

这 里 强调 实 李 代数 , 是 因为 李 群 的 紧 致 性 只 有 在 实 李 代数 中 才 表 现 出 来 . 例如 ， 
SO(4) 群 是 四 维 实 空间 的 正 交 变 换 群 . 把 空间 第 四 个 坐标 变 成 纯 虚 数 z, = ict, 四 维 
正 交 变 换 群 就 变 成 了 洛 伦 兹 群 SO(4) 群 是 紧 致 李 群 , 而 固有 洛 伦 效 群 是 非 紧 致 李 
群 , 两 个 群 的 差别 只 是 参数 的 实数 性 条 件 不 一 样 . 如 果 规定 参数 都 选 实数 , 把 参数 
中 的 i 归并 到 生成 元 中 去 , 则 两 个 李 群 的 实 李 代数 就 不 同 了 , 但 它们 的 复 李 代数 是 
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一 样 的 . 如 果 人 允许 固有 洛 伦 兹 群 的 某 些 参数 取 纯 虚数 , 则 在 SO(4) 群 和 固有 洛 伦 兹 
群 的 对 应 不 可 约 表示 中 , 生成 元 对 应 相同 , 由 SO(4) 群 的 不 可 约 表示 , 就 可 找 出 固有 
洛 伦 效 群 的 不 可 约 表示 . 这 是 找 非 紧 致 李 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 标准 方法 , 我 们 将 
在 第 九 章 详细 讨论 . 紧 致 李 群 的 实 李 代数 称 为 紧 致 实 李 代数 . 

由 于 对 易 关 系 满足 雅 可 比 恒等式 , 李 乘积 显然 不 满足 结合 律 


Ua, Ws, 1c]] — [(14, 1B), Ic] = [Is, Ha, Ze] (7.11) 


因此 实 李 代数 和 复 李 代数 都 不 是 结合 代数 . 

由 于 结构 常数 主要 描写 李 群 的 局 域 性 质 , 由 结构 常数 建立 的 李 群 不 是 唯一 的 ， 
有 相同 结构 常数 的 李 群 称 为 局 域 同 构 。 李 群 局 域 同 构 而 又 不 同 构 的 两 个 典型 的 例 
子 是 , SO(3) 群 和 SU(2) 群 , U(2) 群 和 SU(2)%U(1). 这 两 对 李 群 分 别 有 相 同 的 实 李 
代数 , 因而 它们 局 域 同 构 . 但 整体 来 说 , SO(3) 群 和 SU(2) 群 同 态 而 不 同 构 . U(2) 群 
中 虽然 包含 子 群 SU(2) 和 UC), 但 这 两 子 群 除 恒 元 外 还 有 公共 元 素 , 它们 不 是 直 乘 
的 关系 . 

李 代数 , 或 实 李 代数 , 作为 一 个 代数 , 可 以 引入 子 代数 , 直 和 和 半 直 和 , 理想 和 
阿 贝尔 理想 , 单纯 性 , 半 单 性 , 可 解 性 , 同 构 和 同 态 , 线性 表示 和 伴随 表示 等 一 系列 概 
念 . 下 面 就 李 代数 , 简要 地 复习 和 介绍 这 些 概念 ， 

如 果 李 代数 C 中 部 分 矢 基 的 集合 Li, 对 线性 组 合 和 矢量 乘积 是 封闭 的 , 则 称 为 
子 李 代数 , 即 子 空间 C 中 的 任意 矢量 X 和 Y, 对 任意 复 常数 cu 和 co, 有 


aX+oY Eli, I[X,Y]e r, (7.12) 
进一步 , 若 对 子 李 代数 Ci 的 任意 矢 其 X 和 李 代 数 C 的 任意 矢 基 Y, 有 
[XYerL, Xel, YeL (7.13) 


则 Li 称 为 C 的 理想 . 对 李 代数 , 不 区 分 左 理想 和 右 理想 . 除了 全 体 和 有 零 空 间 外 , 不 
存在 理想 的 李 代数 称 为 单纯 李 代数 . 如 果 理 想 中 矢量 的 李 乘 积 都 为 零 , 则 此 理想 称 
为 阿 贝 尔 理想 . 除了 零 空间 外 , 不 存在 阿 贝尔 理想 的 李 代 数 称 为 半 单 李 代 数 . 一 维 
李 代数 必 是 单纯 李 代数 , 但 不 是 半 单 李 代数 . 高 于 一 维 的 单纯 李 代数 一 定 是 半 单 李 
代数 . 

如 果 李 代数 C 中 两 个 子 李 代数 L 和 C 满足 


Li+L2=£L, 站 c=s， [cl=0 (7.14) 
则 李 代数 C 称 为 两 个 子 李 代数 Ci 和 C 的 直 和 , 记 作 


L=L1@ L2 (7.15) 
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BA La 和 Co 都 是 C 的 理想 . 把 这 一 条 件 稍 放宽 , 若 
CA+C=C， Lt=2, IC, L) CL (7.16) 
则 李 代数 L 称 为 子 李 代数 L 和 C 的 半 直 和 , 记 作 
L= Li Ps L2 (1.17) 


其 中 , 只 有 子 李 代数 C1 是 李 代数 C 的 理想 , 子 李 代数 C; 则 不 是 理想 . 由 李 代数 c 
可 以 定义 一 系列 子 李 代数 


c=, 0d, L9 = [c®, cO), ，… (7.18) 


若 对 C 存在 整数 n, 使 Co = 0 成 立 , 则 L 称 为 可 解 李 代数 . 可 以 证 明 , 任意 李 代 
数 C 都 可 分 解 为 一 个 可 解 李 代数 c, 和 一 个 半 单 李 代 数 C. 的 半 直 和 


L= Li @s L2 


当 Cl = 0 时 , C 是 半 单 李 代数 . 可 解 李 代数 所 有 有 限 维 不 可 约 表示 都 是 一 维 的 . 本 
章 将 集中 研究 半 单 李 代数 的 性 质 . 

若 两 李 代数 C 和 C 的 基 及 其 线性 组 合 一 一 对 应 , 而 且 矢 基 乘 积 仍 按 同 一 规则 
一 一 对 应 , 则 称 此 两 李 代数 同 构 . 同 构 的 李 代数 在 对 应 的 基 中 结构 常数 相同 , 因此 
相应 的 李 群 局 域 同 构 . 若 上 述 一 一 对 应 关系 改 为 一 多 对 应 关系 , 则 称 李 代数 C 与 李 
代数 £ 同 态 . 当 李 代数 L' 与 李 代数 C 同 态 时 , 李 代数 C 必 可 表 为 两 个 子 李 代数 L 
和 Ca 的 半 直 和 , 其 中 Cl 是 李 代 数 C 的 理想 , 并 与 李 代数 C 的 零 撩 基 相 对 应 , FF 
为 同 态 对 应 的 核 , 而 子 李 代数 C2 与 李 代数 C 同 构 . 若 李 代数 cr 的 元 素 是 矩阵 , E 
与 李 代 数 C 同 构 或 同 态 , 则 李 代数 C 称 为 李 代数 C 的 线性 表示 , 或 称 模 (module). 
车 李 代数 两 个 表示 的 基 (生成 元 ) 可 通过 同一 种 相似 变换 联系 起 来 , 则 称 为 等 价 表 
示 . 若 李 代数 表示 的 表示 空间 对 此 李 代数 不 存在 非 平庸 的 不 变 子 空间 , 则 此 表示 称 
为 不 可 约 表 示 . 若 李 代数 表示 的 基 (生成 元 ) 可 通过 式 (7.9) 由 结构 常数 表 出 , 则 此 
表示 称 为 伴随 表示 . 在 局 域 的 意义 上 , 李 群 和 李 代数 , 实 李 代数 和 复 李 代数 , 有 共同 
的 线性 表示 . 


、 基 林 型 和 嘉 当 判 据 


李 氏 第 三 定理 告诉 我 们 , 根据 结构 常数 的 性 质 可 以 对 李 代数 进行 分 类 . 但 是 对 
于 给 定 的 李 群 和 李 代 数 , 由 于 参数 的 不 同 选择 , 生成 元 和 结构 常数 都 按 式 (7.6) RE 
相应 的 组 合 , 可 见 不 是 结构 常数 的 全 部 性 质 都 反映 李 代数 本 质 的 性 质 . 必须 首先 把 
结构 常数 中 反映 李 代 数 本 质 的 性 质 提炼 出 来 , 才能 用 来 对 李 代数 进行 分 类 . 基 林 型 
就 是 结构 常数 中 反映 李 代数 本 质 的 性 质 . 
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由 结构 常数 C P 定义 基 林 型 gap 
gap = 3 CAP Ceg = -Tr (TA Tp) (7.19) 
PQ 
948 关于 下 标 对 称 . 若 把 它 看 作 度 规 张 量 , 可 以 定义 关于 三 个 下 标 全 反对 称 的 协 变 
结构 常数 CaBp 


CaBp = Do CAB9PD = —CpAp = —CADB (7.20) 
P 


证 明 如 下 
C4BD = > CagcpScop8 
PQR 


-J {CBCP +Co4CP} CoR 
PQR 


z > {ce5capgco8 Ca3cegco8} 
PQR 
上 式 关于 三 个 指标 A, B 和 D 是 完全 反对 称 的 . 证 完 . 
按照 附录 15 给 出 的 张 基 的 概念 , 当 参数 按 式 (7.6) 组 合 时 , 生成 元 I4 是 关于 
X 变换 的 协 变 矢量 , 结构 常数 C P 是 (2,1) 阶 混合 张 基 , Caso 是 三 阶 完全 反对 称 
协 变 张 基 , 基 林 型 g p 是 二 阶 对 称 协 变 张 基 


gan =} XAMXBB'9NB', 9 = XgXT (7.21) 
A'B’ 


对 实 李 代数 , 基 林 型 是 实 对 称 矩阵 . 实 对 称 和 矩阵 gap 可 通过 实 正 交 相似 变换 对 
角 化 , 再 通过 对 角 的 标 度 变换 , 可 把 对 角 元 化 为 +1 或 0, 但 不 能 改变 对 角 元 的 符号 
和 零 对 角 元 的 数目 . 这 就 是 说 , 通过 李 群 实 参数 的 重新 选择 , 可 以 把 基 林 型 化 为 对 
角形 式 , 对 角 元 等 于 土 1 和 0. 对 复 李 代数 , 基 林 型 对 角 元 的 符号 也 变 得 不 重要 了 ， 
但 零 对 角 元 的 数目 是 反映 此 李 代数 的 本 质 的 , 不 能 通过 参数 选择 而 改变 . 嘉 当 判 据 
揭示 了 这 一 本 质 . 

定理 一 ( 嘉 当 判 据 ) ” 半 单 李 代数 的 充 要 条 件 是 


det gZ 0 (7.22) 


紧 致 半 单 实 李 代数 的 充 要 条 件 是 基 林 型 是 负 定 的 . 
我 们 不 证 明 此 定理 , 附录 21 将 对 此 定理 做 一 些 解释 . 既然 半 单 李 代数 的 基 林 型 
HIEN, gan FEWER, 记 作 g43, 它 也 是 对 称 矩阵 , 满足 


》 22gpp = ñ (7.23) 
D 
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gan 和 942 相当 于 度 规 张 量 , 可 以 用 来 升降 指标 . 由 此 度 规 张 量 可 定义 半 单 李 代 数 
的 n 阶 卡 西 米尔 (Casimir) 算 子 Cn, 就 是 由 生成 元 的 n 次 齐 次 多 项 式 构成 的 , 可 与 
所 有 生成 元 对 易 的 算 子 , 详 见 附 录 22. 
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本 节 将 按照 标准 形式 选择 半 单 李 代数 的 生成 元 , 从 而 证 明 半 单 李 代数 都 有 紧 致 
实 形 . 


一 、 半 单 李 代数 的 内 积 
采用 量子 力学 中 的 常用 符号 , 把 李 代数 的 基 (生成 元 ) 表 成 
Ia)=l4) ， 1<4<9 (7.24) 
用 基 林 型 来 定义 基 的 内 积 
(AJB) = -gas = Tr (13°18) (7.25) 


其 中 , 上 标 ad 表 该 生成 元 属 伴随 表示 . 这 样 的 内 积 是 双 线性 的 , 满足 


(Aļ(c1B + c2D)) = cı (A|B) + cə(A|D), 
((c1A + c2D)|B) = cı (A|B) + c2(DIB), 
(AJB) = (B|A), 

(A|DIB) = (A| [D, 下) = ([A, D] |B) 


当 另 选 新 基 时 , 这 内 积 正好 等 于 在 新 基 中 的 基 林 型 的 负 值 
Xa) = > X„aIa) = > X,A| A), 
(X,,|X,) = -E KAX gap = -Jw 


(7.26) 


(7.27) 


这 样 , 我 们 可 以 在 复 李 代数 中 任意 选择 基 来 研究 . 
二 、 嘉 当 子 代数 和 李 代数 的 秩 
李 代数 中 的 任 一 矢量 , 同时 也 是 线性 算 符 , 它 通过 对 易 关系 对 另 一 矢量 作用 
XIY) = |[X, Y)) (7.28) 
由 此 可 以 计算 算 符 X 的 本 征 值 和 本 征 矢量 . 很 明显 , 任何 算 符 同时 是 自己 的 零 本 征 


值 的 本 征 矢量 
XIX)=|[X, x) =0 
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设 X 零 本 征 值 的 重 数 是 Lx, 在 所 有 X 中 , 最 小 的 Ex 值 记 作 £ 
ZL=minlx>0 (7.29) 


称 为 李 代数 C 的 秩 , 也 是 对 应 李 群 的 秩 若 Lx = f, 则 X 称 为 正则 矢量 . 
定理 二 秩 为 4 的 半 单 李 代数 C 的 正则 矢量 X, 存在 £ 个 互相 对 易 的 线性 无 
关 的 零 本 征 值 的 本 征 矢量 Hj 


[H;, Hr] =0 , 1<;<#, 1<k<£# (7.30) 


X 是 H; 的 线性 组 合 . 在 李 代数 余下 的 子 空间 中 , 4 个 H; 的 g — £ 个 共同 本 征 矢量 
Ea 不 简 并 
Hj|Ea) = aj|Ea) ， [Hj;, Ea] = ajEa (7.31) 
即 其 中 矢量 a 不 重复 , B. a 的 分 量 oj 不 同时 为 零 . 
对 此 定理 不 做 证 明 . £ 个 H, 架设 李 代数 C 中 一 个 f 维 阿 贝 尔 子 李 代 数 , 称 为 
半 单 李 代数 的 嘉 当 子 代数 , 记 作 H, Hj 称 为 嘉 当 基 . 嘉 当 子 代数 不 是 C 的 理想 . 4 
维 空间 的 矢量 a 称 为 Ea 的 根 矢量 , 简称 根 , 这 维 空间 称 为 根 空间 . 可 以 说 H, 对 
应 零 根 , 零 根 的 重 数 是 4. 在 C 中 , 嘉 当 子 代 数 的 选择 不 是 唯一 的 , 但 不 同 的 选择 互 
HEESE, 即 存在 群 元 素 RR 把 两 组 H, 联系 起 来 
RH;R-!= H; , ReG (7.32) 
三 、 生 成 元 的 正则 对 易 关 系 ` 


我 们 已 经 得 到 了 半 单 李 代数 C 的 一 组 新 的 基 H; 和 Ea, 称 为 嘉 当 (Cartan)- 
外 尔 (Weyl) 基 , 或 称 正则 基 . 现在 来 进一步 研究 它们 的 性 质 . 
正则 基 满 足 对 易 关 系 式 (7.30) 和 (7.31). 由 式 (7.26) 得 


(EglHjlEa) = aj(Ep|Ea) = —B;(Eg|Ea) 
即 
(e; + Bj) (EplEa) = 0 (7.33) 
当 两 根 a 和 有 不 互 差 符号 时 , (EalEp) = 0. 同 理 
(HijlEa) =0 (7.34) 


如 果 -a 不 是 根 , 则 |Ea) 与 李 代数 所 有 基 正 交 , 基 林 型 第 a 行 全 为 零 , 这 与 李 代数 
的 半 单 性 矛盾 . 因此 根 矢量 必须 正 负 成 对 . 选择 Es 的 相 乘 系 数 , 可 使 


(E_a|EËa) = —9(-oye = 1 (7.35) 
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把 与 嘉 当 子 代数 相关 的 基 林 型 记 作 gjx, 它 的 行列 式 也 必须 非 零 


(Hj|Hk) = —gjk, — det (gjk) # O (7.36) 
gjk 存在 道 矩阵 g, 它们 可 以 看 成 根 空间 的 度 规 张 量 , 用 来 升降 指标 
L m=i (1.37) 


这 样 , 在 正则 基 中 , 半 单 李 代数 的 基 林 型 表 为 方块 矩阵 的 形式 


JAB = öhd (7.38) 


由 雅 可 比 恒等式 得 
0 = [H;, [Ee, Eel] + [Ea [Bp, B;]] + [Ep (Hi, Eal] 
= [H;, [Ea, Eg]] - B; [Ea, Eg] +a; [Eg, Ea] 
即 


[#;, [Ba, Eg]] = (e; + 6;) [Ea, Ep] 
由 于 非 零 根 矢量 是 不 简 并 的 , 有 


NapEs, p: 当 w +B 是 根 


[Ea Ep] = 9 2 XH; 当 B=-a (7.39) 
o, 其 他 
系数 Nap 关于 下 标 反对 称 , 它 的 性 质 以 后 再 讨论 . 先 计算 X 
-> mX = X (HB) X = (HilEalE-a) 
7 


了 
([Hk, Ea) |E-a) = oak(EalE-a) = ax, (7.40) 
M = -) gor 

k 
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N 正 是 根 矢 基 的 逆 变 分 其 . 因此 这 对 易 关 系 也 经 常 被 表 成 矢量 点 乘 的 形式 


[Ea Ea -> œH; =a- H = Ha (7.41) 


归结 式 (7.30), (7.31) 和 (7.39), 得 到 嘉 当 - 外 和 尔 基 的 正则 对 易 关系 
[H;, Hi] =0, [Hi;, Ea] = @jEa 
Na, pEa+p: 当 a+p 是 根 
[Ea, Ep] =+ e: H, 当 p=-a 
0, 其 他 


其 中 , 系数 Nap 尚 待 确定 . 9ik 可 表 为 根 矢量 的 乘积 
gx = GPO =) C, C. =- Y max (7.43) 
AB a 


aca 


(1.42) 


其 中 , A 是 半 单 李 代数 全 部 根 矢 基 的 集合 
四 、 根 矢量 的 内 积 


利用 根 空间 的 度 规 -gjk, 可 以 定义 根 空间 两 矢 基 的 内 积 
VU= VU = 2 > D (ovi) (ak = Le V) (a:U) 
j jk acA (7. 44) 
下 面 定理 将 给 出 根 矢 基 的 许多 重要 性 质 , 为 证 明 半 单 李 代数 必 有 紧 致 实 型 葛 定 
基础 . 


定理 三 ” 设 a 和 是 半 单 李 代数 的 两 个 非 零 根 , MI 
rien) = XP- Wk (7.45) 
H a -T (0/8) B 也 是 根 . 
证 明 ER a 上 若干 次 加 和 减 根 B, 得 到 一 个 根 链 


`, (e — 28), (a — B), a, (e + B), (a +28), -+ 
因为 李 代数 中 根 的 数目 是 有 限 的 , 所 以 此 根 链 在 两 端 都 会 中 断 . 不 失 普遍 性 , 设 


a+nß, ` —-q<n<p, 都 是 根 
e-—(q+1)8 和 a+(p+1)8 不 是 根 


其 中 , p 和 q 都 是 非 负 整数 . 由 式 (7.39) 得 


(7.46) 


Nap =-Npa; NatppB)8= Na-ap),-e=0 
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令 
F, = —Nesngy BNr- Fp = F-a-i = 0 (7.47) 
则 由 雅 可 比 恒等式 得 
0 =[Barng, [Bp, E-p]] + [Bg, [EB-p, Eat+ng]] + [E-p, [Eatnp, Ep]] 
g P [Eang Hi] -Narag -p [Bp, Ea+(a-u8] T Neesap), 8 [E-p, Eanna) 
(8. (a + n) - Fami + Fa} Earng 
由 此 得 递 推 关系 


F, F,-i +8- (e + np} 


F,-2+B-(2e+(n+n-1)8) =- 


= Fn_ntety) +B tatdat3m -om+taty)) (7.48) 
= (+q +08- {20+ (n - q) 8} 
34 n = p Bf, # 
2a- P = (q —p)(8 - B) (7.49) 


# B.B = 0, 则 8 与 所 有 根 a 的 内 积 都 为 零 , 因而 在 半 单 李 代数 中 存在 生成 元 
Ha = L; P Hj, 它 与 李 代数 所 有 生成 元 对 易 


[ae, Ea] = 3 B [H;, Ea] = (8: a) Ea=0, 


了 (7.50) 
[He, Hx] =0 


从 而 Hp 构成 李 代 数 的 阿 贝 尔 理想 , 这 与 李 代数 的 半 单 性 矛盾 . 因此 p-p Z 0, 由 
式 (7.49) 得 


T(a/a) = Zae =q-p (7.51) 
这 就 是 式 (7.45). 由 于 —p < (q — p) < q, a 一 T(a/B)B 也 是 根 . 
最 后 , 若 根 链 a + np 包含 零 根 , 例如 a = mp, 可 令 对 应 零 根 的 基 为 Eo = Ha 
[Be-om-be, E-p] = [Ep, E-o) = Hp, 
[Ba_mp, Erp] = [Hp, E+p] = +(6- P) Eg, 


[Ba-(m+yp, Eg] = [E-p, Ep] = —Ha 
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由 此 算得 
Nia-m-1)9),-6= 1; Na_mpB,48=+(B-:B), — Nea-ma+unp,8 = -1 


上 述 证 明 仍 成 立 . 证 完 . 

推论 一 4 秩 半 单 李 代数 线性 无 关 的 根 矢 量 有 个. 

证 明 ”用 反 证 法 . 若 线性 无 关 的 根 矢 量 数目 少 于 4 个 , 则 在 根 空间 至 少 存在 一 
个 非 零 矢量 V, 与 所 有 根 矢量 正 交 , 于 是 V . H 与 李 代数 所 有 生成 元 对 易 , 这 与 李 
代数 的 半 单 性 矛盾 . 

推论 二 半 单 李 代数 根 矢量 的 任何 实 线性 组 合 的 内 积 为 实数 , 若 此 组 合 非 零 ， 
则 它 自身 内 积 为 正 实数 . 

证 明 ” 先 证 根 撩 量 本 身 满足 此 推论 . 由 式 (7.44) 和 (7.49) 得 


6.6= > e-i E (a-pa) (0-7 ; 
acA 


aca 


其 中 , ga 和 pa 是 由 根 a 出 发 , 若干 次 加 减 根 B 后 所 得 根 链 的 参数 , E (1563. 
由 于 B.B 关 0 得 


-1 
B.B=4 (2 Ce = 正 实数 (7.52) 


aca 


代入 式 (7.49) 知 , 两 根 矢量 的 内 积 是 实数 . 其 次 , 取 根 的 实 线性 组 合 
v=} bB, V'= o 


pea TEA 
则 
V .V'= > > bacy(8 7) = 实数 
BEeATEA 
利用 式 (7.43), 有 


V.V= X (ar >0 
acA 
R3E V Z 0, W V-V > 0. 证 完 . 
这 样 , 根 空 间 和 实 欧 几 里 得 空间 的 性 质 很 相像 了 . 我 们 已 经 知道 , 对 半 单 复 李 代 
数 , 可 以 通过 选择 参数 , 使 基 林 型 变 成 gj = sje 如 果 再 能 证 明 根 矢量 都 是 实 的 ， 
那么 根 空间 就 满足 欧 几 里 得 几何 . 
推论 三 i 
NapN-a,-p = —sp(q + 1)(8 - B) (7.53) 
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证 明 ÆR (148) 中 , 取 m = 0, 得 
-NapNesp ae= 丽 =jiQ+DCa-B-qp: 辐 =-jp+D(8. 有 (154) 
设 Y=a+B, 且 这 三 个 根 都 是 非 零 根 , 则 
(BalB_alBy) = (E-e|[E-a, 本]) = N-a(E-a|Es) = N_anr 
= ([E-e, E_g] |Ey) = N-a,-p(E-xl1Ex) = N-a-B 
由 式 (7.35) 得 
N_u_-e=N ayr=-Narp,-p (7.55) 
代入 式 (7.54) 即 得 式 (7.53). 证 完 . 
推论 四 # a, pH (e + 8) 都 是 非 零 根 , 则 Nap Z 0. 
推论 五 ” 除 零 根 外 , 沿 根 矢量 o 方向 的 根 只 有 +o. 
MEB ita 是 非 零 根 , 则 T(ta/a) = 2t M T (e /(to:)) = 2/t 都 是 整数 , 解 得 
t = +1, +2 或 土 1/2. 因 Naa = 0, 故土 2a 不 是 根 . 因此 +a/2 也 不 能 是 根 , 否则 
得 出 a = 2(a/2) 不 是 根 , 矛盾 . 
五 、 正 根 和 素 根 
对 复 的 半 单 李 代数 , det(9jik) £ 0, 可 通过 选择 参数 , 将 H, 做 适当 的 线性 组 合 ， 
使 
(Hj|Hk) = —gjk = ó;k (7.56) 
在 保持 -gik 不 变 的 条 件 下 , H, 还 允许 做 任意 正 交 变换 . Hi; 做 正 交 变 换 也 就 是 根 
做 正 交 变 换 . 附录 23 将 证 明 , 可 以 找到 适当 的 正 交 变 换 , 使 所 有 根 都 变 成 实 根 . 既 
然 根 空间 的 度 规 是 —g;x = bik, 实 的 根 空间 就 是 实 欧 几 里 得 空间 . 
对 于 选 定 的 嘉 当 基 的 排列 , 如 果实 根 矢量 a 的 第 一 个 不 为 零 的 分 量 大 于 
零 , 则 称 a 为 正 根 , 小 于 零 则 称 为 负 根 . 如 果 一 个 正 根 不 能 表 为 其 他 正 根 的 非 负 整 
数 线性 组 合 , 则 称 为 素 根 (simple root). 因此 , 任何 正 根 都 能 表 为 素 根 的 非 负 整数 线 
性 组 合 , 任何 负 根 都 能 表 为 素 根 的 非 正 整数 线性 组 合 . 因为 4 秩 半 单 李 代数 的 根 矢 
基 张 开 £ 维 空间 , 所 以 素 根 数目 不 少 于 4. 下 面 定理 证 明 素 根 是 线性 无 关 的 , 素 根 数 
目 等 于 4. 
定理 四 ”不同 素 根 之 差 不 是 根 , 它们 的 内 积 不 大 于 零 ,4 秩 半 单 李 代数 的 素 根 
数目 等 于 
证 明 首先 用 反 证 法 证 明 素 根 之 差 不 是 根 . 设 a 和 有 是 素 根 , a 一 B= 是 
根 . # y 是 正 根 , 则 a 可 表 为 两 个 正 根 之 和 , 若 7 是 负 根 , WJ B 可 表 为 两 个 正 根 之 
和 , 都 与 假设 矛盾 . 其 次 由 定理 三 可 证 素 根 的 内 积 不 大 于 零 
2a . 


r(w)= 答 人 -9-p=-ps0 
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最 后 用 反 证 法 证 明 素 根 线性 无 关 . 设 素 根 存在 实 线性 关系 , 按照 组 合 系数 的 正 负 , 把 
这 组 合 中 的 素 根 分 成 两 部 分 : 一 部 分 记 作 a0, 另 一 部 分 记 作 BS), 则 线性 关系 可 
表 为 


V=} ga =F dB 20, o>0, dk>0 
J! k 


既然 aO pP, 非 零 实 矢 量 V 的 模 为 


V:V=》 coda .BH < 0 
jk 
这 与 定理 三 推论 二 矛盾 . 证 完 . 
今后 , 我 们 把 素 根 记 作 ru 它 的 第 上 个 分 量 记 作 (rw)x. 若 正 根 a 表 为 


£ “ 
e= Csu, C=} C= 正 整 数 (7.57) 
A=1 HA=1 

MJ C 称 为 正 根 a 的 级 数 . 为 了 对 半 单 李 代数 的 嘉 当 - 外 尔 基 和 根 矢 基 有 一 个 直观 
的 了 解 , 附录 24 计算 了 SU(3) 群 的 李 代数 . 

附录 23 还 证 明 下 面 定理 . . 

定理 五 “准确 到 同 构 , 半 单 李 代 数 有 上 且 仅 有 一 个 紧 致 实 形 . 

推论 一 半 单 李 代数 的 有 限 维 表 示 是 完全 可 约 的 , 即 可 约 表示 可 通过 相似 变 
换 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 . 

推论 二 ” 半 单 李 代数 可 以 分 解 为 若干 个 非 阿 贝尔 单纯 李 代 数 的 直 和 | 

因此 , 半 单 李 代数 的 分 类 问题 , 归结 为 高 于 一 维 的 单纯 李 代数 的 分 类 问题 ， 下 
节 将 在 紧 致 实 形 中 讨论 高 于 一 维 的 单纯 李 代数 的 分 类 . 
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在 李 代数 的 紧 致 实 形 里 , 研究 高 于 一 维 的 单纯 李 代数 分 类 问题 . 现在 根 空间 是 
实 欧 几 里 得 空间 , 矢量 乘积 满足 欧 几 里 得 几何 的 全 部 规则 . 一 维 的 单纯 李 代 数 是 阿 
贝尔 李 代数 , 不 是 半 单 李 代数 , 这 里 不 讨论 . 


一 、 素 根来 角 与 模 的 关系 
两 素 根 内 积 不 大 于 零 , 因而 夹 角 不 小 于 r/2. 两 素 根 夹 角 的 余弦 平方 的 4 倍 为 


2 
4cos20 = 4 Gan) ms e 2r; TE 
Iryl? Ira] iral Ira} 


=T(r fr.) T (r,/r,) (7.58) 
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按照 定理 三 , 等 式 右面 是 整数 , 这 就 对 素 根 的 夹 角 给 出 了 很 大 的 限制 , 而 且 这 限制 与 
素 根 长 度 比 有 关 . 不 失 普 记性 , WR "的 长 度 不 小 于 素 根 r HKE, 它们 长 度 
平方 比 为 

I Tra) >, 


IE T Fer) > (7-59) 


满足 4cos? 0 等 于 整数 的 解 只 有 四 种 , 列 于 表 7.1. 


表 7.1 。 素 根来 角 与 素 根 长 度 比 的 关系 


0 T (r /ra) ral/lrzl 
57/6 = 150° = 3 
37/4 = 135° 1/2 -2 -1 vi 
27/3 = 120° 1/4 -1 -1 1 
7/2 = 90° 0 0 0 任意 
二 、 邓 人 金 图 


邓 金 (Dynkin) 图 是 按照 下 述 规则 画 出 来 的 单纯 李 代数 的 素 根 图 : 

(1) 以 后 会 看 到 , 一 个 单纯 李 代数 中 , 素 根 最 多 有 两 种 不 同 的 长 度 . 把 长 的 素 根 
用 空心 图表 示 , 短 的 素 根 用 实心 圈 表 示 , 如 果 素 根 一 样 长 , 通常 都 用 空心 圈 表 示 . 为 
方便 起 见 , 我 们 常 把 描写 素 根 的 圈 直 接 叫 成 素 根 . 

(2) 夹 角 为 2r/3 的 两 素 根 长 度 相等 , 相应 的 圈 用 单线 连接 . 夹 角 为 3r/4 的 两 
素 根 长 度 比 为 V2, 相应 的 圈 用 双 线 连接 . 夹 角 为 5r/6 的 两 素 根 长 度 比 为 V3, 相应 
的 图 用 三 线 连接 . 夹 角 为 r/2 的 两 素 根 长 度 比 无 限制 , 相应 的 圈 不 用 线 连接 . 因此 式 
(7.58) 右面 的 数值 刚好 等 于 这 两 个 素 根 (对 应 圈 ) 的 连 线 数 . 

下 一 小 节 将 用 简单 的 代数 方法 证 明 , 高 于 一 维 的 单纯 李 代数 共有 四 个 李 代数 系 
列 : Ae, Be, Ce 和 De, 它们 称 为 典型 (classical) 李 代数 , 还 有 五 个 例外 (exceptional) 
李 代 数 : G2, Fa, Ee, Er 和 Es. 它们 的 邓 金 图 见 图 7.1. 

下 一 节 将 介绍 , SULH) 群 的 李 代数 是 Ac SO(2L+1) 群 的 李 代数 是 Be SO(2/) 
群 的 李 代数 是 De, ARR USp(24) 的 李 代数 是 Ce 从 图 7.1 还 可 以 看 到 , 下 面 各 对 
李 代数 的 邓 金 图 分 别 是 相同 的 , 因而 它们 同 构 , 对 应 的 李 群 局 域 同 构 


B= A= Cı, — SO(3)— SU(2) = USp(2) 
Ba ~ C2, SO(5) ~ USp(4) I (7.60) 
D2% A1®A1, SO(4)— SU(2) ® SU(2) 


Da = As SO(6) ~ SU(4) 
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O—oOo=—e— 
As lt>1 o—o—o--o—o—o P 
了 


Ba, 4 > 3 O—o—o---o—o=eə 
1 2 3 -2-1 £ 


RE S 
Ce 22 Er 


1 2 3 -2-1 £ 


5 
8 
-1 
D, £24 o—o—o---o Es O o 
1 2 3 #-—-36-2O# 1 2 3 4 5 6 7 


图 7.1 单纯 李 代数 的 邓 金 图 


对 一 个 单纯 李 代 数 , 如 果 所 有 生成 元 乘 一 个 公共 实 因子 A, 则 结构 常数 和 根 矢 
基 都 扩大 和 倍 , 基 林 型 就 扩大 X? 倍 . 这 样 做 并 不 改变 结构 常数 关于 指标 的 完全 反 
对 称 性 , 不 改变 基 林 型 的 负 定性 , 不 改变 实 李 代 数 的 单纯 性 和 紧 致 性 , 也 不 改变 根 矢 
基 内 积 的 定义 式 (7.44), 但 内 积 不 再 按 欧 几 里 得 几何 的 规则 等 于 根 和 撩 其 分 量 的 平方 
和 . 通常 文献 中 , 在 基 林 型 是 负 常 数 矩阵 的 条 件 下 , 放弃 内 积 定义 式 (7.44), 改 用 欧 
几 里 得 几何 的 规则 , 即 不 再 用 基 林 型 作为 升降 指标 的 度 规 张 量 , 把 协 变 指标 和 逆 变 
指标 看 成 相同 的 , 根 矢量 的 内 积 就 等 于 根 矢 基 分 基 的 平方 和 . 这 样 的 重新 定义 并 不 
改变 嘉 当 - 外 尔 基 的 正则 对 易 关 系 式 (7.42), 当然 其 中 N.a 的 取 值 扩 大 了 和 Ë. 
引入 符号 


d, = 3 rara (7.61) 

调节 可 乘 因 子 A, 使 单纯 李 代数 较 长 根 的 dj 等 于 1. 
* 三 、 单 纯 李 代数 的 邓 人 金 图 

下 面 讨论 单纯 李 代数 邓 金 图 的 性 质 和 可 能 存在 哪些 邓 金 图 . 

1. 单纯 李 代 数 的 邓 人 金 图 不 会 断 开 

如 果 邓 金 图 断 成 两 部 分 , 则 分 属 两 部 分 的 素 根 间 都 互相 正 交 . 按 定理 三 , KR 
正 交 时 , q — p = 0. 而 定理 四 指出 , 素 根 之 差 不 是 根 , 因而 现在 分 属 两 部 分 的 素 根 和 
也 不 是 根 . 这 样 , 单纯 李 代数 的 生成 元 分 成 两 部 分 , 与 第 一 部 分 有 关 的 生成 元 Er 和 
r: H, 和 与 第 二 部 分 有 关 的 生成 元 Er, fll r" - H 互相 之 间 都 对 易 , 李 代数 分 解 为 两 
理想 的 直 和 , 与 李 代数 的 单纯 性 矛盾 . 

2. 邓 人 金 图 不 含 封闭 环 

用 反 证 法 . 设 邓 金 图 包含 封闭 环 , 取 最 小 的 封闭 环 , 环 上 连 线 可 以 是 单线 、 双 线 
或 三 线 , 环 内 再 无 其 他 连 线 . 图 中 不 标 出 双 线 或 三 线 , 也 不 用 实心 圈 区 分 素 根 长 短 . 
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沿 环 上 的 素 根 顺序 记 作 u, uz …，un, 并 设 un+l = u, 其 中 是 环 中 所 含 素 根 
数目 . n 个 素 根 之 和 是 非 零 矢量 


4. 
IE 


la2 = Y ly? ESD uj: ujpa 
j=1 j=1 


= > whP{l+T(wn/w)} < 0 
= 


与 a 是 非 零 矢量 矛盾 . 


3. 从 每 一 个 素 根 引出 的 连 线 数 不 超 过 三 根 
BRIR r 与 ARR uj, 1 < ; < n, 相连 , 连 线 数 等 于 


n 


E ru) (ur) 


j=1 


由 于 不 存在 环 , 这 些 素 根 u; 间 再 无 连 线 , 即 它 们 互相 正 交 . 既然 素 根 线性 无 关 , r 的 
长 度 平方 一 定 大 于 它 在 各 u; 方向 的 分 量 平方 和 


É> Y Cw) a 8 = É > T (r/uj) P (u;/r) 
= 
消去 rP 后 , 即 得 连 线 数 小 于 4. 证 完 . 
由 此 , 包含 三 线 的 邓 金 图 只 有 一 种 


0 = 
+ 2 
称 为 G2 李 代数 . 并 且 下 列 图 都 是 不 允许 的 : 


a 


在 上 面 图 中 把 空心 圈 和 实心 图 交换 , 同样 也 是 不 允许 的 . 下 面 将 证 明 , 在 上 面 图 中 ， 
把 中 间 的 图 换 成 一 段 用 单线 相连 的 素 根 圈 链 , 得 到 的 下 图 也 是 不 允许 的 : 
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设 中 间 插 入 的 素 根 为 m 个 v;, 1 < j < m, 它们 的 长 度 相等 , 记 作 v. 这 m 个 素 根 之 
和 w= >; u; 的 长 度 仍 是 v 


Ë as 
p= +2 $ wn =m? (m= De = e 


用 这 个 v 代替 前 面 的 r, 同样 可 证 明 , 这 m 个 素 根 组 与 其 他 素 根 的 连 线 数 小 于 4. 


4. 带 有 双 线 的 邓 金 图 

根据 上 面 分 析 , 带 有 双 线 的 邓 金 图 只 能 取 如 下 形式 : 
e— Ro .---- o = ©- — oe o 
u u2 U3 Un- Un Um Vm-l V3 V2 v 


其 中 , uk 的 长 度 为 w u; 的 长 度 为 V2u. 令 


u= > juj, v=} kuk (7.62) 
#=1 
则 
m m-i 
Ww? = > bo2+》 k(k+1)(-2) 
k=1 


= (r _ > °) = Sm(m + 1)v?, (7:83) 
lu? = n(n + 1)u2 
由 于 u fl ə 不 共 线 , 根据 许 瓦 兹 (Schwarz) 不 等 式 , 有 
0 < lulo- (u-v)? 


= an(n + 1)m(m + Dv — (mn)? (un ` Vm)? 


= Snm (n + m + 1 — mn) 
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Bp 
(m-1)\(n-1)<2 


# m = 1, W| n 可 取 任 意 正 整数 , HA £ — 1, 则 得 如 下 邓 金 图 : 


i 2 3 -2 L-1 £ 
称 为 Be 李 代数 . EË n = 1, 则 m 可 取 任 意 正 整数 4- 1, 得 如 下 邓 金 图 : 
e— -.--- +—ssphvoÉ 
1 2 3  L-2 4L-1 4 
称 为 Ce 李 代数 . Ë n = m = 2, 则 邓 金 图 为 : 
o— on 
1 2 3 4 
称 为 Fi 李 代数 . 
5. 带 有 分 又 的 邓 人 金 图 
带 有 分 叉 的 邓 金 图 一 般 形式 为 Um Vm- v 9 


i=1 k=1 s=1 
它们 互相 正 交 , 且 与 7 线性 无 关 
= (r` u)? (r` v)? (r- w)? 
> pt pp + pp 
由 式 (7.63), 得 
(r-u)? n2v4/4 nu2 v v? 


lu mm+Dv2 _ 2(n+1) 2 2(n+1) 


Se ap Naa 
2 2\n+l m+1 p+1 3 
1 1 1 


+—— +—— >l 
n+l m+1 p+1 
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不 失 普 遍 性 , 设 p < m < n, 则 把 上 式 左面 三 项 全 用 最 大 的 项 代替 , 不 等 式 仍 成 立 
3 
Pri Si 得 p=1 


消去 与 p 有 关 的 项 后 , 再 用 m 代替 n, 得 
2 1 
2 得 m=1 或 2 


车 m=p=1, 则 n 可 取 任 意 自 然 数 , 记 作 《一 3， 得 如 下 邓 金 图 ; ) 


o——O------ 
£ 2 3 4-3 -2 £ 
称 为 De 李 代数 . Ë p = 1 M m = 2, WI 
a> 得 2<n<5 


有 三 个 邓 金 图 , 分 别称 为 Es, Er 和 Es 李 代数 : 


O 
1 2 3 4 5 6 7 


o—o—o----- O 
1 2 3 £—2 ¿4-1 £ 
最 后 得 到 图 7.1 给 出 的 全 部 单纯 李 代数 的 邓 金 图 . 
m, WER 
£ 秩 的 单纯 李 代数 有 个 素 根 rw, EX £ 维 矩阵 A 
Ap =T (r /r,) = Wifi 


=d r 
A =d; (Tu-Tu) (7.64) 


它 的 对 角 元 总 是 2, 非 对 角 元 可 取 0, —1, -2 和 —3. 这 样 构成 的 4 维 矩 阵 称 为 嘉 当 
EBE. 与 邓 金 图 相 比 , 当 素 根 ru 和 r, 没有 线 相连 时 , Au = Aru = 0, 当 它 们 有 线 
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相连 时 , # ra 的 长 度 不 小 于 rw 则 Ap = -1 而 Av, = —n, 其 中 n 是 连 线 数 . 当 
素 根 的 排列 次 序 选 定 后 , 嘉 当 和 矩阵 与 邓 金 图 有 一 一 对 应 关系 , 它们 是 描写 单纯 李 代 
数 的 两 种 等 价 方法 - 

邓 金 图 和 嘉 当 和 矩阵 给 出 了 该 李 代数 的 全 部 信息 , 它们 不 仅 给 出 单纯 李 代数 素 根 
的 夹 角 和 长 度 比 , 而 且 由 它们 可 计算 出 该 李 代数 的 全 部 根 矢量 . 附录 25 中 介绍 了 
根 矢 量 的 计算 方法 , 并 用 G; 李 代数 为 例 做 了 具体 计算 . 但 应 该 指出 , 根 矢 量 有 许多 
计算 方法 , 所 有 单纯 李 代数 的 根 矢量 早已 有 人 计算 过 , 并 列表 给 出 . 用 邓 金 图 和 嘉 
当 甜 阵 计算 单纯 李 代 数 的 全 部 根 矢量 , 是 为 了 说 明 它们 确 给 出 了 单纯 李 代数 的 全 部 
信息 . 
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一 、 SU(N) 群 及 其 李 代数 
所 有 N x N ZERRE u 的 集合 


utu=1, deu=1 (7.65) 


按照 矩阵 乘积 规则 , 满足 群 的 四 个 条 件 , 因而 构成 群 , 称 为 N 维特 殊 么 正 矩阵 群 , 记 
作 SU(N) 群 . U 代表 么 正 , S 代表 么 模 , 即 矩阵 行列 式 为 1. 一 个 N 维 复 矩 阵 , 包含 
2N? 个 实 参数 . 么 正和 矩阵 的 列 矩 阵 互相 正 交 归 一 . 归 一 化 条 件 给 出 N 个 实 条 件 . E 
交 条 件 给 出 N(N 一 1)/2 个 复 条 件 , 即 N(N — 1) 个 实 条 件 . 行列 式 为 1 又 给 出 一 个 
实 条 件 . 因此 描写 SUN) 群 元 素 的 独立 实 参数 数目 为 


g=2N?-N-N(N -1)-1=N? -1 


即 SU(N) 群 的 阶 数 9 是 N? — 1. 么 正 条 件 限 制 了 矩阵 元 素 的 模 有 限 , 而 且 参数 变 
化 区 域 是 连通 的 , 因而 SUN) 群 是 紧 致 简单 李 群 . 

常用 下 面 方法 选择 SUN) 群 的 群 参数 . 么 正 矩 阵 u 可 通过 么 模 么 正 相似 变换 
X 对 角 化 , 对 角 元 的 模 为 1. 把 对 角 元 取 为 exp( ipa), 其 中 相 角 o, 允许 改变 2x 的 
整数 倍 . 由 于 的 行列 式 为 1, N 个 相 角 之 和 是 2x 的 整数 倍 , 可 选 为 零 . 规定 po 的 
取 值 范围 为 
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因此 
u = Xexp(-i@) X- Yı 
p: 
= exp(—iB) , s Ss s (7.67) 
H = XX, i 


PN 

H 是 无 迹 厄 米 矩 阵 , 共 含 N? 一 1 个 独立 实 参 数 , 可 用 它们 作为 SUN) 群 的 群 参数 ， 
描写 群 元 素 u. 因为 X EEEE SUN) 群 的 元 素 , 式 (7.67) RH, SUN) 群 任意 元 
K u 都 与 取 对 角 甜 阵 的 群 元 素 共 孝 , SUN) 群 的 类 由 式 (7.66) 的 N — 1 个 参数 pa 
描写 . 数学 家 证 明了 SU(N) 群 类 上 的 积分 为 


[iworo = [am pw aons = va) W(e)F(e) 

W(e) = pim (=s), (7.68) 
N 
II sin 2 (= z) 


n n N 
o= f do dow-ijaow5 X) 
Ae aa: a=1 a<b 


H 可 按 N 维 无 迹 厄 米 矩 阵 的 基 展 开 . 物理 中 常 选 如 下 三 类 N 维 无 迹 厄 米 矩 阵 作 
为 基 . 前 两 类 矩阵 基 是 泡 利 矩 阵 cx 和 o 的 推广 , 它们 分 别 只 包含 两 个 非 零 的 非 对 
角 元 


TY) =llá&a+ daa), 
(z). 3 a a<b (7.69) 
(18) ,= Z ha -autoa)， 
其 中 , c 和 d 是 矩阵 的 行列 指标 , a 和 5 是 基 的 序 指标 , 它们 都 在 1 至 N 取 值 . 矩阵 
ETO 只 有 a 4T b ATERA b íF a 列 元 素 不 为 零 , 而 为 1/2, 因而 是 对 称 矩阵 , 而 
且 对 a 和 6b 交换 也 是 对 称 的 . 矩阵 基 TO 也 只 有 a 行列 元 素 和 履行 a 列 元 素 不 
为 零 , 分 别 为 i/2, 因而 是 反对 称 矩 阵 , 而 且 对 a A b 交换 也 是 反对 称 的 


@9).-G29).- 02). 
@9).--G2).--G2), 


为 了 保持 基 不 重复 , 限制 a < b. 这 样 的 矩阵 基 共有 N(N - 1) 个. 作为 无 迹 矩 阵 的 
基 , TO 的 指标 a 和， 必须 不 相等 . 但 作为 一 个 对 角 和 矩阵 的 符号 , TO 以 后 会 常用 


(z). = 6acbcd an) 


(7.70) 
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第 三 类 矩阵 基 TL3 是 泡 利 矩 阵 os 的 推广 , CERERA E, 前 面 有 a — 1 个 对 角 
元 是 1, 第 a 个 对 角 元 是 一 (a - 1), 其 余 对 角 元 是 零 . 和 泡 利 矩 阵 一 样 , 为 了 使 矩阵 
平方 的 迹 为 1/2, 前 面 再 乘 归 一 化 因子 , 得 


6ca (2a(a — 1) 12, 34 c<a, 
(ze), =} —¿&al(a-1)/(2a)'2, 4 c=a, 2<a<N (7.72) 


0, 34 c>a, 


这 对 角 的 矩阵 基 有 N — 1 个 . 合 起 来 是 N? — 1 个 矩阵 基 , 构成 N 维 无 迹 厄 米 矩 阵 
的 完备 基 . 前 两 类 基 的 形式 比较 清楚 , 就 是 一 个 扩大 了 的 泡 利 矩阵 . 为 了 对 第 三 类 
矩阵 基 有 一 个 直观 的 了 解 , 下 面 列 出 几 个 T 矩阵 . diag 代表 对 角 矩 阵 , 只 列 出 它 
们 的 对 角 元 素 


T$ = diag (1, —1, 0，…,0} /2, 


TË) = diag (1, 1, —2, 0, ---,0) /(2V3)， 
(7.73) 
TË = diag (1, 1, 1, —3, 0, …,0} /(2v6), 


T = diag(1, ---, 1, —(a — 1), 0, --.,0) / V2a(a — 1) 


任何 无 迹 厄 米 矩 阵 都 可 按 这 组 完备 基 展 开 , 展开 系数 是 实数 . 矩阵 H 的 展开 
系数 通常 取 为 wo o) 和 w, 它们 就 是 SU(N) 群 的 群 参数 , 共 N? — 1 个 独立 实 
参数 


N 
H= (RTP +o QT +D PTP, w=ep(-iH) (7.74) 
a<b a=2 

SU(N) 群 的 群 空间 具体 形式 比较 复杂 , 但 这 种 指数 形式 使 群 参数 出 现 周 期 性 , 可 以 
限制 群 参数 在 有 限 的 闭 区 域内 变化 . 

物理 上 常用 一 个 统一 的 编号 来 编排 三 类 矩阵 基 . 编号 按 “ 列 指标 ” b 增加 的 次 
序 自 2 开始 编排 , 对 每 一 确定 的 b, 按 “ 行 指标 ”a 增加 的 次 序 自 1 开始 编排 , 对 确 
E bH a, 按 一 , 二 , 三 类 矩阵 基 的 次 序 编排 . 具体 说 

=T, =T, B=, T=78, Ts=T, 
=T, r=, R=, D=, To=T9, 


(7.75) 
Tu=, =T, Ta= TÜ, Ta=T%, Ts=TP, 
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以 此 类 推 . 这 组 矩阵 基 满 足下 述 正 交 归 一 条 件 


(CraTe) = boas , A,B<(N2-1) (7.76) 


N = 2 时 它们 就 是 泡 利 矩阵 .N = 3 时 , 它们 称 为 盖 尔 曼 (Gell-Mann) 矩阵 , 如 附录 
24 式 (A24.2) 所 示 . 很 明显 , 当 参数 比较 小 时 , u 矩阵 按 参 数 展开 , 生成 元 正 是 这 组 
矩阵 基 TA. 生成 元 也 可 直接 用 么 模 和 么 正 条 件 来 确定 . 设 在 恒 元 附近 


u=1-ioX , ut =1+iaXt, 
(7.77) 
utu=1-ia(X-Xt)=1, detu=1-ialrX=1 
因此 aX 正 是 无 迹 龙 米 矩 阵 H, 按 式 (7.74) 展开 后 , 生成 元 是 TA, 
生成 元 满足 的 正 交 归 一 条 件 (7.76) 保证 了 结构 常数 C p 对 三 个 指标 完全 反对 
称 . 事实 上 , 由 李 氏 第 二 定理 , 生成 元 Ta 满足 对 易 关 系 式 (7.5). RERI Tp 并 取 
迹 , 应 用 式 (7.76) 得 


C.P = -2iTr {TaTeTD -TBTATDp} (7.78) 


这 表明 SU(N) 群 是 紧 致 李 群 . 也 只 有 紧 致 李 群 才能 选择 参数 , 使 生成 元 满足 正 交 归 
一 关系 . 在 文献 中 , 经 常 把 这 完全 反对 称 的 结构 常数 记 作 fano. 为 了 把 对 易 关系 写 
成 统一 的 形式 , 常 引入 式 (7.71) 给 出 的 N 个 有 迹 对 角 甜 阵 TO 作为 过 渡 , 但 要 注 
意 TU 不 是 生成 元 


1/2 (a-1 
TP = (z 位 TH - (a— wa}, 
(ze = p) = (7.79) 


a-l 1/2 1⁄2 
O) rD- 2 (3) 2a (3) 
TP -Tw => (am) P) = 
直接 验算 可 知 , 这 组 矩阵 基 满 足 如 下 对 易 关 系 

1E, 1R] = 3 (60eT + aT + áT + aT) p, 

ER, 1O] = 3 (ar + daaT ~ baT - aT), (7.80) 


-i 
E ra] = F (HT - aT + baT - ha TD) 
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TP, TH] = -i a- D/CQoOP A TE ， 

T£), TË) = ifla -1/20 PTH ， 

T®, TP) =i fee- PT2 ， 

TË, TQ] = —i {ee -PTO ， 

a<c<b (7.81) 
T, TO] =i{6/(26 — IPPT , 


TP, TO] = -0/0 -DF ro), 


PRO) = e T] = p9, T| 
sles z] =o, 
(7.80) 第 三 个 等 式 右 边 出 现 的 四 个 第 一 类 矩阵 基 , 如 果 下 标 相同 , 要 用 式 (7.79) 换 
成 第 三 类 和 矩阵 基 . 写 式 (7.80) 时 应 充分 利用 对 称 性 式 (7.70), 实际 上 , 后 三 项 可 由 第 
一 项 由 对 称 性 推 得 . 第 三 类 和 矩阵 基 是 对 角 和 矩阵 , 它们 互相 对 易 . 式 (7.80) 和 (7.81) 是 
SU(N) 群生 成 元 满足 的 共同 对 易 关 系 . 附录 26 列 出 SU(N) 群 自 身 表示 生成 元 满 
足 的 反对 易 关 系 和 SU(3) 群 的 结构 常数 . 
SU(N) 群 中 包含 N 个 常数 矩阵 
Tm=w™1, w=exp{-i2x/N}, O<m<(N-1) (7.82) 
它们 可 与 SU(N) 群 所 有 元 素 对 易 . 它们 的 集合 称 为 SU(N) 群 的 中 心 , 记 作 Zn. Zw 
是 SU(N) 群 的 不 变 子 群 , 商 群 SU(V)/2w 的 群 空间 是 N 度 连 通 的 , SUN) 群 是 它 
HEERE. 
在 SU(N) 群 自身 表示 的 生成 元 中 , N — 1 个 对 角 生 成 元 TË) 互相 对 易 , 构成 
SU(N) 群 对 应 李 代 数 的 嘉 当 子 代数 . 为 了 以 后 的 方便 , 通常 颠倒 排列 次 序 , 定义 
Hi=ViRjn, j=, 2,8, l=N-1 (7.83) 
R V2 是 为 了 使 素 根 半 长 度 d, = 1. 余下 的 生成 元 要 组 合成 H, 的 共同 本 征 矢量 ， 
按 归 一 化 条 件 , 取 


Esan = TÜ) +i), a<b (7.84) 
得 
-[(N — jp/(N — j+ 1) Eo, N-j+1=a 
H, Ea J=) (N - j+ DN j] Ea, a<N-j+1<b 
[H;, Eaa) = ; -1/2 ; An 
UN =i + DAN =) Bos, N-j+1=b 


0, 其 他 
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为 了 把 根 矢 基 表 达 得 更 清楚 , 在 4 维 根 空间 引进 对 称 地 分 布 的 《十 1 个 线性 相关 的 
RH Va 


(Va); = (Pin) = VIZ(H;i)a 1<ji<& 1<a<N=£8+1, 


(N -j+ I(N =- 3), 


a<N-j+1 
V2(V.); = À—-(W-jV/(N-j+)P2, a=N-j+1 
0, a>N-j+1 
2 十 1 & 1 
2 Ves 0, Va: Vo= -TD) 
(7.85) 
它们 的 具体 形式 是 


Va = {U+ D, 2E- DA,- aa- D, VI, 0/2} 
V2= {e+ , eE- DY,- (Qa(a — 1) 12,.... VI, (-1/2)} 
Va = {2 + 1), RE- DAT,- (2a(a -17+ — /1/8, 0} 


Va= {(2ee+ D), E-DHA,- — (a 1)/2)™?, 0,.., 0) 


V = {U0 +D), — (#— D/(@0)2, 0, +, 0) 
Ven = Í-(/@0+2)2, 0... 0) 
生成 元 Eaa 对 应 的 正 根 就 可 简单 地 用 矢量 Va 表 出 


ao = V2 V. -Vi， a<b 


(7.86) 
由 此 得 SU(N) 群 的 素 根 为 
mr =V2[w -Van 1<An<t (7.87) 
由 式 (7.85) 可 算得 素 根 rn 的 内 积 为 
TuTo = 2ó,, 一 botv-D — bptv+1) (7.88) 


可 见 素 根 半 长 度 d, = 1, 相 邻 素 根 夹 角 为 2r/3, 因而 SUE + 1) 群 的 李 代数 是 Ae. 
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所 有 正 根 aa 可 表 为 素 根 的 非 负 整数 线性 组 合 


b-1 
Ga = > Fa (7.89) 
pa 


在 一 个 单纯 李 代数 中 , 如 果 一 个 根 与 其 他 任 一 根 之 差 的 第 一 个 非 零 分 量 总 是 正 值 ， 
则 此 根 称 为 单纯 李 代数 的 最 大 根 . 最 大 根 在 研究 伴随 表示 时 很 重要 As 李 代数 的 
最 大 根 w 为 


£ 
e= 2[Vi - Vaaa] = ra (7.90) 
=. SO(N) 群 及 其 李 代数 
所 有 N x N KERERE R HRE 
RTR=1, R =R (7.91) 


按照 矩阵 乘积 规则 , 满足 群 的 四 个 条 件 , 因而 构成 群 , 称 为 N EKER, 记 作 
O(N) 群 . 由 式 (7.91) 得 det R = +1. O(N) 群 是 混合 李 群 . O(N) 群 中 行列 式 为 1 
的 元 素 集合 构成 不 变 子 群 , 记 作 SON) 群 . O 代表 实 正 交 , SRELA. 一 个 N 维 
KEE, 包含 N? 个 实 参数 . 实 正 交 矩阵 的 列 和 矩阵 互相 正 交 归 一 , 给 出 N(N + 1)/2 
个 实 条件 . 因此 SON) 群 的 阶 数 g, 即 描写 SON) 群 元 素 R 的 独立 实 参数 数目 为 


g=N?—N(N+1)/2= N(N — 1)/2 (7.92) 


SO(N) 群 是 SU(N) 群 的 子 群 . 因为 实 矩 阵 的 生成 元 是 纯 虚 矩阵, 所 以 只 要 把 
SU(N) 群 元 素 的 参数 wt 和 wh) 取 为 零 , 就 得 到 SON) 群 的 元 素 . 习惯 上 , M 
wu = w /2 和 Tas = 270, 得 

N 
R=exp{-i 37 Qala),  (Tab)eg = —i(óacóta — óaaóbe) (7.93) 
a<b=2 
Tr (TabTod) = 2 (acbpd — ÓaaÓbe) 
(7.94) 
[Tap, Tea] = —i {ôbcTad + ósaTye — ÔvdTac 一 bacTha} 
生成 元 满足 正 交 归 一 条 件 , 因而 结构 常数 对 三 组 指标 完全 反对 称 . 

在 SO(N) 群 自身 表示 的 生成 元 中 , 没有 对 角 和 矩阵 , 但 根据 生成 元 的 对 易 关 系 式 
(7.94), 只 要 两 个 生成 元 Tus 和 Tua 的 下 标 互 不 相等 , 它们 就 互相 对 易 . 由 此 可 知 , 在 
SO(24) 群 和 SO(24 + 1) 群 中 互相 对 易 的 生成 元 为 Tiz, T34,…, Tae yao WEA 
子 代数 的 基 H; 为 

B=To v2), 1<7<t (7.95) 
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余下 的 生成 元 要 组 合成 H; 的 共同 本 征 矢量 , 即 [H Ea) = ajEa. 对 SO(20) 群 有 


1 P. š 
EQ) = 2 [aewcs-b — iTt2a—1)(26—1) — HToa)(@2b) — Tt2a—1)(26)] > 
1 š A 
EQ =; [Tz0)(26—D) + IToaa-DG@b- 3) +iTlooon 一 Too-bon] + 
a a<b (7.96) 
EQ =; [Facecs-b — iTeea-1)(28-1) + WTçəa)(25) + Th2a—1)(25)] > 


1 Š. š 

EQ = 5 [Faces-b + WTaa-1)G6-_1) — iT(2a)(28) + Te2a—1)(20)] ， 
分 别 对 应 本 征 值 ( 根 矢 量 ) {ea — es}j, {~ea+ es}j, {ea +e}; 和 {~-ea 一 ev}j, 其 

H, [ea]; = baj. 对 SO(24 + 1) 群 还 要 补充 两 组 生成 元 

E® =i Im, 这 
a = y 3 [Tawney 一 ioo-beerb] 
1 š 

E® = 4 [Teaze + iTea-iye)] 


对 应 的 本 征 值 为 {e。}; 和 — {ea}; 这 些 根 矢 量 中 , 第 一 , 第 三 和 第 五 组 根 矢量 是 正 
R, 其 余 是 负 根 . 
由 这 些 正 根 中 可 选 出 4 个 素 根 . 对 SO(24) 群 有 


(7.97) 


Tu = €p — Eptl, Te = er- + ee, 1<u<£-1 (7.98) 


素 根 半 长 度 dy = 1. 除了 re 外 , 相 邻 素 根 夹 角 为 2r/3, 但 re 只 与 re-a 的 夹 角 是 
?2r/3, 与 其 他 素 根 都 重 直 .可 见 SO(26) 群 的 李 代数 是 De. 所 有 正 根 都 可 表 为 素 根 
的 整数 线性 组 合 


b-—-1 b—-1 《一 2 
ea~e=) Tu “+e =2)X mm+2> mrv+re-i+re (7.99) 
p=a . p=a v=b 
De 李 代数 的 最 大 根 w 是 
《一 2 
w=ei+e2=r1 +29 Tu +rei+re (7.100) 
v=2 
对 SO(2 + 1) Ë, 素 根 为 
Th en Eptl, Te = €t, 1l<u<t-1 (7.101) 


素 根 半 长 度 , 除了 de = 1/2 外 , 其 余 dr = 1. 除了 re 外 , 相 邻 素 根 夹 角 为 2r/3, 但 
re 与 re 的 夹 角 是 3r/4. 可 见 SO(2£ + 1) 群 的 李 代数 是 Be. 所 有 正 根 都 可 表 为 素 
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根 的 整数 线性 组 合 
$ b-1 £ e 
ee =3 ra ec+e=》 ru+29 ro ec=> ry (7102) 
p=a p=a v=b p=a 
Be 李 代数 的 最 大 根 w 是 
£ 
w=el+ez=rl+2》>、 ry (7.103) 
v=2 


三 、 丁 辛 群 及 其 李 代数 Ce 
在 2 维 空间 , 矢量 指标 a 按 下 列 次 序 取 了 RJ, 1 <j < 4 


i (7.104) 
引入 24 维 反 对 称 矩 阵 J 
1, 当 a=j b=j 
Ja=( -1, 当 a=7, b=j (7.105) 
0, 其 他 
即 
J= x (i) =—J-1=-JT, det J=1 (7.106) 


作为 实 正 交 和 矩阵 的 推广 , 把 实 正 交 矩阵 定义 中 的 单位 矩阵 工 换 成 反对 称 矩 阵 J 
FRUJR=<=J;. RPR (7.107) 


称 为 实 奈 正 交 和 矩阵 . KPEE E REENER. 矩阵 乘积 满足 结合 律 ， 
恒 元 满足 式 (7.107), 也 是 实 厢 正 交 和 矩阵, KPEE 刃 的 道 和 矩阵 和 转 置 也 是 实 大 
正 交 和 矩阵 


R-1= -JRTJ ， RJR =J, (R JR =(-JRJ)JR->=J (7.108) 


所 有 (28) x (24) RREZE R 的 集合 , 按照 矩阵 乘积 构成 群 , 称 为 实 辛 群 (real 
symplectic group), 记 作 Sp(26, R). 附录 27 中 证 明 , 实 崩 正 交 和 矩阵 的 行列 式 为 1, 因 
而 实 辛 群 是 简单 李 群 . 当 实 辛 群 中 元 素 RER AERE, 由 定义 式 (7.107) 得 


R= diag (e, ee, e, ee, ..., et, ew} 


其 中 , 参数 o; 可 取 任 意 大 的 实数 . 因此 实 辛 群 不 是 紧 致 李 群 


-278 - BEE FRAPA 


把 式 (7.107) 中 的 实 矩 阵 R pR. Z ESE BE u, 同样 可 以 证 明 , 所 有 满足 


ufJu=J, u=u' (7.109) 


的 (24) x (24) 4 EHRE u 的 集合 构成 群 , 称 为 酉 辛 群 (unitary symplectic group), 记 
作 USp(26). 因为 么 正 矩 阵 的 矩阵 元 素 的 模 不 大 于 1, 所 以 西 辛 群 是 紧 致 李 群 . 实 辛 
群 和 西 辛 群 常 统称 辛 群 . 

当 4=1 时 , J = ioz. 由 于 


(E - ñ)” lioa) = — (io2) (8 ` ñ) 
SU(2) 群 元 素 满足 式 (7.109), SU(2) 群 就 是 USp(2) 群 . 
讨论 无 穷 小 元 素 R e Sp(2, R) 和 u eUSp(2/) 
R=1-iaX, XT = JX7J, X* = —x, 
(7.110) 
u=1-ißY, YT = JYJ, rt=Y 
24 维 的 虚 矩 阵 X 和 厄 米 矩阵 Y 各 包含 4? 个 实 参数 . XT = JX 写成 分 量 形 式 为 


X= 一 Xk XB = Xi  Xg=Xa 


共 给 出 @ + ell 1)/2 + (€ — 1)/2 = UU — 1) 个 约束 条 件 . YT = JYJ GRANE 
式 为 
Ykj = -Ym Y= Yk 

由 于 Y 的 厄 米 性 , 上 式 给 出 的 实 约束 条 件 仍 是 L +E- 1) = L(24 一 1) 个 . 这 样 ,无 
论 是 实 辛 群 还 是 西 辛 群 , 阶 数 9 都 是 442 — 4(24 — 1) = t(24 + 1). 附录 28 中 根据 辛 
群 元 素 的 定义 直接 数 出 辛 群 元 素 的 独立 实 参数 个 数 为 !(26 + 1). 

西 辛 群 USp(26) 自身 表示 的 生成 元 可 利用 SUH 群 自身 表示 的 生成 元 TH, 
TR 和 泡 利 矩阵 oa 来 表 出 . 按照 式 (7.110) WER, A 


T x 12, Tü) X Ga, 2 x od/V2， 


(7.111) 
1Y< <a, 1<j<k<£# 


#En6 08 3828 EE 1)/2+3⁄(£ — 1)/2+ 38 = (2 + 1). 这 些 生成 元 满足 归 一 化 条 
件 Tr(TATpB) = 648, 它 保证 了 结构 常数 关于 三 个 指标 完全 反对 称 , 也 保证 了 基 林 型 
是 负 常 数 矩 阵 , 即 西 辛 群 的 实 李 代数 是 紧 致 的 - 

实 辛 群 Sp(24, R) 自身 表示 的 生成 元 是 纯 虚 矩阵 , 因而 只 要 把 式 (7.111) 中 的 o) 
和 cs HREIR i, 变 成 纯 虚 的 m 和 zs 矩阵 


ni=ig, T3 = ios (7.112) 
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就 得 到 实 辛 群 Sp, R) 自身 表示 的 生成 元 . 由 于 部 分 生成 元 添 了 i, 使 实 辛 群 变 成 
非 紧 致 李 群 . 如 果 把 i 归 到 参数 中 去 , 允许 实 辛 群 部 分 参数 取 纯 虚 数 , 则 西 辛 群 和 实 
辛 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 一 一 对 应 . 表示 对 应 的 生成 元 相同 , 只 是 参数 实数 性 条 件 
不 同 . 这 是 计算 非 紧 致 李 群 不 可 约 表示 的 标准 方法 . 我 们 也 将 在 第 九 章 用 此 方法 研 
究 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表示 . 
西 辛 群 USp(26) 自身 表示 生成 元 式 (7.111) 中 的 对 角 短 阵 构成 西 六 群 李 代数 中 
的 嘉 当 子 代数 
H;j=TÜ) xos/ V23, 1<j<£ (7.113) 
余下 的 生成 元 要 组 合成 H, 的 共同 本 征 矢 量 , 即 [H,, Ea] = o; Ea 
E= (z x 03 +i) x 12} /v2, 
EQ = (r x oa 一 iT 人 x 12} /2, 


ER = Th) x (01 + io2) /V3, 
j<k (7.114) 
ER =T x (z ~ io2) / /2, 
EP = TÜ) x (ol + io2) /2, 
E® = TÜ x (o1 — ioo) /2, 
对 应 的 根 矢 基 分 别 为 V17/2 (e; — ek), 一 V1/2(e; — ex), /1/2(e; + ek), — /1/2(e;+ 
ex), V2e; 和 — V2e;. 第 一 , 第 三 和 第 五 组 根 是 正 根 , 从 中 选 出 素 根 
r, = /1/2(e, — ent), 1<An<sL -1 re = Vier (7.115) 


前 4 一 1 个 素 根 是 较 短 根 , dj = (r, Tu) /2 = 1/2, 最 后 一 个 素 根 是 较 长 根 ,de = 1. 
除了 re 外 , 相 邻 素 根 夹 角 为 2r/3, 但 re 与 r-i 的 夹 角 是 3r/4. 可 见 USp(24) 群 的 
李 代数 是 Ce. de 


—1 
Vi(e; -en) = Tp 


ra 
VIJ (ej + ek) = > n+, Tatre (7.116) 
=j 
TEA 
V5ej = 25 rutre 
B= 
Ce 李 代数 的 最 大 根 是 PR 
w= Ve =2) rtre (7.117) 


p=1 
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75 单纯 李 代数 的 线性 表示 


无 论 是 李 群 还 是 李 代数 的 研究 , 都 要 落实 到 不 等 价 不 可 约 表示 的 研究 . 研究 李 
代数 的 线性 表示 , 就 是 研究 表示 的 生成 元 , 这 在 大 多 数 物理 问题 中 已 经 够 用 了 . 李 代 
数 的 真实 表示 同 构 于 李 代数 , 但 只 是 局 域 同 构 于 李 群 , 因而 对 李 群 来 说 它 可 能 是 非 
真实 表示 或 多 值 表示 等 . 本 节 研究 单纯 李 代数 不 可 约 表示 的 性 质 , 描写 方法 和 状态 
基 的 标记 ,下 节 再 介绍 生成 元 表示 和 矩阵 的 具体 计算 方法 . 


一 、 表 示 和 权 


单纯 李 代数 有 紧 致 实 形 , 紧 致 实 李 代数 的 线性 表示 等 价 于 么 正 表示 . 为 了 强调 
生成 元 算 符 和 生成 元 在 给 定 表示 中 的 表示 矩阵, 有 时 我 们 把 生成 元 的 表示 矩阵 写成 
D(Hj) 和 D(Ea). 在 么 正 表 示 中 , 嘉 当 - 外 尔 基 满 足 


D(H;)' = D(H;),  D(Ea)t = D(E-a) (7.118) 


通常 取 这 个 互相 对 易 的 厄 米 算 符 H; 的 共同 的 正 交 归 一 的 本 征 撩 基 作 为 表示 空 
间 的 基 . 为 了 与 嘉 当 - 外 尔 基 相 区 别 , 今后 把 表示 空间 的 基 称 为 状态 基 , 或 简称 为 
态 , 记 作 |m) 

H; |m) = m; |m) (7.119) 


£ 个 本 征 值 排列 成 4 维 空间 的 矢量 m, 称 为 这 个 态 的 权 矢量 , 简称 权 , 有 时 权 矢 量 
也 用 排列 起 来 的 分 基 (mi, =, me) 描写 . 这 4 维 空间 称 为 权 空间 . 权 空 间 和 根 空 
间 维 数 是 相同 的 . 在 一 个 不 可 约 表示 中 , 车 及 个 线性 无 关 的 态 对 应 一 个 共同 的 权 ， 
则 此 权 称 为 重 权 , n 称 为 权 的 重 数 . 当 n — 1 时 , 此 权 称 为 单 权 . 

以 生成 元 为 状态 基 得 到 的 表示 就 是 伴随 表示 , 因而 在 伴随 表示 中 , 权 矢量 和 根 
矢量 是 重合 的 . 如 果 李 代数 的 秩 为 2, 则 可 以 在 平面 图 形 中 分 别 画 出 根 矢量 和 权 矢 
M, 这 就 是 所 谓 的 根 图 和 平面 权 图 .伴随 表示 的 平面 权 图 和 根 图 重合 秩 数 较 高 时 ， 
这 样 的 根 图 和 权 图 应 用 起 来 都 不 方便 , 常 改 用 其 他 方法 来 描述 . 

除 恒 等 表示 外 , 单纯 李 代数 的 不 可 约 表示 都 是 真实 表示 , 生成 元 及 其 线性 组 合 
的 表示 抢 阵 都 不 是 零 矩 阵 , 因此 权 矢量 必 张 开 4 维 空间 , 即 至 少 存在 4 个 线性 无 关 
的 权 矢 基 . 由 正则 对 易 关系 式 (7.42) 


[Hi, Eal=ajEBa, [Em, E-a] =e. H = Ha 


TD(Ea)=0, TD(Ha)=0, TD(UD)=0 (7.120) 
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后 式 表明 , 在 不 可 约 表示 中 , 所 有 态 的 权 矢量 之 和 为 零 


> m=0 (7.121) 


这 里 的 求 和 , 要 包括 对 重 权 的 所 有 态 求 和 . 
在 选 定 的 分 量 排列 次 序 下 , 若 两 权 之 差 m — m 的 第 一 个 不 为 零 分 量 为 正 值 ， 
则 称 权 m 高 于 权 m. 设 a 是 正 根 , 由 正则 对 易 关 系 得 


Hj (Eża |m)) = [H;, Era] |m) + EraH; |m) 


(7.122) 
= (m; + e;) (Eta |m)) 


可 见 Ea 的 作用 , 使 态 |m) 的 权 m 升 高 一 个 正 根 a, 而 E-a 的 作用 , 使 权 降低 o. 
因此 , Ea 称 为 升 权 算 符 , 简称 升 算 符 , E-a 称 为 降 权 算 符 , 简称 降 算 符 . 在 有 限 维 
表示 中 必 有 一 个 状态 基 |M), 对 应 的 权 M 高 于 所 有 其 他 态 的 权 , 这 样 的 权 M 称 
为 该 表示 的 最 高 权 , |M) 称 为 最 高 权 态 . 升 权 算 符 作用 在 最 高 权 态 上 得 零 


Ea |M) =0， aœ 是 任何 正 根 ，M 是 最 高 权 (7.123) 


这 是 最 高 权 态 的 充 要 条 件 , 也 是 计算 最 高 权 态 的 主要 方法 . 下 面 定理 进一步 显示 最 
高 权 在 李 代数 表示 理论 中 的 重要 地 位 . 
定理 六 ”单纯 李 代数 不 可 约 表示 的 最 高 权 是 单 权 , 两 不 可 约 表示 等 价 的 充 要 
条 件 是 它们 的 最 高 权 相 等 . 
证 明 ” 设 状态 基 M) 对 应 不 可 约 表示 的 最 高 权 M, 则 表示 空间 所 有 状态 都 可 
表 为 下 式 及 其 线性 组 合 
Ex- EgEa |M) (7.124) 


由 式 (7.122) 知 , 式 (7.124) 也 是 Hy 的 共同 本 征 矢 基 , 对 应 确定 的 权 . 车 表示 空间 中 
另 有 状态 也 对 应 最 高 权 M, 我 们 要 证 明 它 与 状态 基 |M) 至 多 相差 一 个 常 系数 . 此 
态 必 可 表 成 式 (7.124) 的 线性 组 合 , 其 中 每 一 项 都 对 应 最 高 权 . 逐 项 进行 讨论 , 如 果 
形 如 式 (7.124) 的 态 对 应 最 高 权 , 则 它 不 仅 包含 降 算 符 , 也 必须 包含 升 算 符 . 按照 正 
则 对 易 关系 式 (7.42), 把 升 算 符 向 右 移 


EpEr = E+Ep + [Ep, E+) 


第 二 项 或 者 为 零 , 或 者 是 p H ( 它 作 用 在 态 上 得 常 系数 ), 或 者 是 常 系数 乘 BEp+r, 总 
之 , 第 二 项 包含 的 生成 元 数目 在 减少 . 用 此 法 可 把 升 权 算 符 E, 一 直 移 到 最 右面 , 并 
作用 在 |M) 上 得 零 , 其 结果 也 使 生成 元 减少 . 在 所 有 这 样 的 移动 过 程 中 , 只 是 产生 
一 些 常 系数 和 增加 一 定 的 组 合 项 , 而 每 一 个 组 合 项 所 包含 的 生成 元 数目 都 不 增加 ， 
最 后 一 定 可 以 把 所 有 的 升 算 符 全 都 移 到 最 右面 并 消去 . 在 每 一 项 中 , 一 旦 没有 了 升 
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算 符 , 也 就 不 能 再 包含 降 算 符 , 否则 这 项 对 应 的 权 就 要 低 于 M. 这 就 是 说 , 每 一 项 
都 是 常 系数 乘 |M), 即 |M) 是 单 权 . 

若 两 表示 等 价 , 最 高 权 显然 相等 . 若 两 表示 最 高 权 相 等 , 让 两 表示 的 最 高 权 态 
|M) 和 |MY 对 应 起 来 , 而 且 经 生成 元 Ea 作用 后 的 态 也 对 应 起 来 


l) = Ex: EgEa |M) — |j = EA… EgEa |MY 


现在 要 证 明 这 种 对 应 关系 是 一 一 对 应 关系 , 即 在 一 个 表示 空间 成 立 的 任何 线性 关系 ， 
在 另 一 个 表示 空间 也 一 定 成 立 , 若 有 


55)=0， 必 有 gly =luy) =0 
了 了 
反之 亦 然 . 用 反 证 法 . 若 lw)' Z 0, 则 在 uy, 上 再 作用 任何 生成 元 得 到 的 态 , 都 对 应 
第 一 个 表示 空间 中 的 零 矢量 , 因而 这 样 的 态 的 集合 在 第 二 个 表示 空间 中 构成 了 一 个 
不 变 子 空间 , 它 又 没有 充满 整个 表示 空间 , 因为 |MY 态 不 在 此 子 空间 中 . 由 表示 的 
不 可 约 性 得 |w)' = 0. 既然 两 表示 空间 的 状态 基 一 一 对 应 , 且 此 对 应 关系 在 生成 元 
作用 下 保持 不 变 , 因而 它们 等 价 . 证 完 . 

既然 单纯 李 代数 的 不 等 价 不 可 约 表示 可 以 用 最 高 权 M 来 描写 , 单纯 李 代数 的 
不 可 约 表 示 也 常 称 为 最 高 权 表 示 ， 因 为 以 生成 元 为 状态 基 得 到 的 表示 就 是 伴随 表 
示 , 所 以 伴随 表示 的 最 高 权 就 是 单纯 李 代数 的 最 大 根 w. 


=. 权 链 和 外 尔 反 射 


与 定理 三 对 应 , 关于 表示 空间 的 权 也 有 一 个 重要 定理 , 它 是 具体 计算 单纯 李 代 
数 不 可 约 表示 的 基础 . 

定理 七 。” 在 单纯 李 代数 任 一 个 不 可 约 表示 的 表示 空间 中 , 若 m 是 一 个 权 , a 
是 一 个 根 , 则 

Tr =T(m/a) = 整数 (7.125) 
且 m 一 T(m/a) a 也 是 一 个 重 数 与 m 相同 的 权 . 

证 明 权 和 根 有 重要 的 不 同 , 权 m 可 以 有 重 权 , 即 它 可 对 应 若干 个 线性 无 关 的 
状态 基 , 而 且 状 态 基 的 任何 线性 组 合 都 可 以 作为 状态 基 . 我 们 需要 规定 一 个 原则 来 
选 定 这 重 权 的 状态 基 . 这 里 采用 的 方法 与 量子 力学 中 的 矩阵 力学 方法 很 类 似 , 请 参 
看 附录 11. 


由 于 +e 的 地 位 平等 , 为 确定 起 见 , 不 失 普 遍 性 , 设 


m-a>0 (7.126) 
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先 任 取 一 个 态 |m), 对 应 权 m. 不 断 用 算 符 Ea 作用 , 由 于 表示 维 数 有 限 , 最 后 总 会 
得 零 . 设 

Es |m) #0, O<n<p, 

|m + pa) = Eà |m), E& |m) = 0 
现在 忘掉 刚才 对 态 |m) 的 选择 , 以 新 的 态 |m + pa) 作为 出 发 点 , 定义 如 下 一 系列 
状态 基 

|m + na) = EP Ç |m + po) , -q Sn <p, (7197) 

EHH m +po) =0 , p+q+1>0 
这 里 只 限制 q 是 有 限 的 整数 , 满足 p + + 1 > 0. 特别 注意 , 式 (7.127) 算得 的 态 
Im), 若 与 最 初 选 择 的 态 不 同 , 以 式 (7.127) 为 准 . 式 (7.127) 给 出 的 p+g 十 1 个 状态 
|m + no), 对 应 一 个 状态 链 , 我 们 要 证 明 这 些 态 构成 的 子 空间 , 在 Esa 作用 下 是 封 
闭 的 , 就 是 要 证 明 


Ea |m + no) = Bn |m + (n +1)a) (7.128) 
Bn 是 待定 系数 . 用 数学 归纳 法 
Ea |m + po) = 0, 
Ea |m + (p—- 1)a) = EaE-a |m + pa) = [Ea, E-a) |m + po) 
=a; H |m+ pa) = (m-a + ple?) |m + pa) 
Bp 
B,=0, Bi=m:a+plal? (7.129) 
现在 设 式 (7.128) X$ n > k 都 成 立 , 4 n = k BF+r 
Ea |m+ka) = EaE-a |m + (k + 1)a) 


= [Ea, E-a] |m + (k +1)a) + E-aEa |m + (k + 1)a) 
= {m.a + (k+ 1)ļa|? + Brn} |m + (k + 1)a) 


因此 式 (7.128) 得 证 , 而 且 算 得 Bu 的 递 推 关系 


B, = B,+i+m-:oe- (n + 1)|a|2 
= B,+2+2m-e+ [((n + 1) + (n +2)) la|? 
1 
= Brin + (p —n)m- a+ s (p — n)(n + p+ lol 
$ 
= zP -n {2m-a+(n+p+1)lal?} 
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另 一 方面 

0 = EaæE-a |m — qay) 
{[Ea, E-a] + E-aEa} Im — qo) 
= (m-e— le + B-a} Im- qa) 


把 两 种 方法 算得 的 B- 进行 比较 , 得 


" 


B- = -m-a + q|e|? = + {2m -a + (q + p+ 1)le|2] 
P+tath {2m a- (4 -p)jal?} = 0 
HX p+q+1>0, |a|? > 0, 所 以 式 (7.125) 得 证 , 而 且 算 得 此 整数 为 4 一 p, 即 


2: x 
T (m/e) = ss 
按照 我 们 的 约定 式 (7.126), 上 式 是 非 负 整数 , 因而 q > p > 0, 式 (7.127) 给 出 的 状态 
链 中 , 确实 包含 一 个 对 应 权 m 的 态 m), 也 包含 一 个 对 应 权 m 的 态 m) 


=q—-p= 整数 (7.130) 


m = m — T (m/o)o = m — (q -p)a (7.131) 


在 与 式 (7.127) 给 出 的 态 正 交 的 子 空间 里 , 再 取 一 个 新 的 权 为 m 的 态 , 重复 上 
BER, 又 得 到 一 组 状态 链 , 其 中 也 一 定 包含 一 对 态 , 分 别 有 权 m 和 m. 若 权 m 
是 d 重 的 , 则 用 上 法 计算 a 次 后 , 得 到 d 对 态 , 分 别 对 应 权 m 和 m. 这 说 明 权 rm 
的 重 数 d 不 小 于 d. 把 这 证 明 倒 过 来 进行 , 由 权 为 mv 的 态 计算 权 为 m 的 态 , 同样 
可 证 d 不 小 于 d', 因而 两 权重 数 相同 . 这 样 两 个 权 m 和 m' 称 为 等 价 权 . 证 完 . 


= a 在 4 维权 空间 , 对 通过 原点 垂直 根 
a 平面 的 反射 称 为 外 尔 反射 . 如 图 7.2 
Ww m 所 示 , 两 个 等 价 的 权 m 和 m' 可 通过 


外 和 尔 反射 相 联系 ， 外 尔 反射 乘积 定义 
为 相继 做 两 次 反射 , 外 尔 反 射 的 所 有 乘 


a 积 的 集合 构成 群 , 称 为 外 尔 群 W. 通过 
各 种 外 尔 反射 联系 起 来 的 所 有 等 价 权 
EAT 的 数目 称 为 此 权 的 外 尔 轨道 长 度 (size 


of orbit). 
定理 八 ( 邓 金 定理 ) AM 可 以 作为 单纯 李 代数 一 个 有 限 维 不 可 约 表示 的 最 
高 权 的 充 要 条 件 是 , 对 单纯 李 代数 的 所 有 素 根 rw, 权 M 满足 


P(M/r,)= 非 负 整 数 (7.132) 
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我 们 只 对 这 一 定理 做 些 解释 . 如 果 M 是 某 不 可 约 表示 的 最 高 权 , 则 由 最 高 权 
的 定义 式 (7.123) 和 定理 七 , 式 (7.132) 显然 满足 . 反之 , 邓 金 证 明了 , 若 M 满足 式 
(7.132), 则 以 它 作 为 单 的 最 高 权 , 可 以 得 到 单纯 李 代数 的 一 个 有 限 维 不 可 约 表 示 , 即 
在 它 对 应 的 不 简 并 的 态 |M) 上 , 用 升 算 符 作 用 得 零 , 用 一 系列 降 算 符 作 用 , 得 到 的 
态 空间 集合 一 定 是 有 限 的 , 对 应 单纯 李 代数 的 一 个 有 限 维 不 可 约 表示 . 这 是 用 方块 
权 图 方法 计算 单纯 李 群 不 可 约 表示 的 基础 . 

满足 式 (7.132) 的 权 M 称 为 主权 (dominant weight). 单纯 李 代数 任 一 不 可 约 
表示 的 最 高 权 一 定 是 主权 , 但 一 个 给 定 的 不 可 约 表示 中 可 能 有 好 几 个 权 是 主权 , E 
们 在 这 个 不 可 约 表示 中 不 一 定 是 最 高 权 , 也 不 一 定 是 单 权 , 但 每 个 主权 都 可 以 是 一 
个 不 可 约 表示 的 最 高 权 . 一 个 不 可 约 表示 的 维 数 等 于 它 包含 的 状态 基 的 数目 . 状态 
基 对 应 的 权 都 等 价 于 某 个 主权 . 因此 不 可 约 表示 的 维 数 等 于 该 表示 所 包含 的 各 主 
权 的 重 数 和 各 主权 的 外 尔 轨道 长 度 的 乘积 之 和 . 
* 三 、 最 高 权 表示 的 性 质 

对 于 给 定 的 单纯 李 代数 , 最 高 权 M. 给 出 了 该 不 可 约 表示 的 全 部 性 质 . 限于 篇 
幅 , 本 书 不 做 深入 讨论 , 只 给 出 一 些 主要 结果 . 

单纯 李 代数 C 对 应 的 紧 致 李 群 G 中 , 存在 由 嘉 当 子 代数 产生 的 阿 贝尔 子 李 群 
H, H 的 元 素 可 用 个 参数 e = (y, pz o ye) 来 描写 


£ 
R= exp [x em) en (7.133) 
31 


群 G 中 每 一 个 元 素 都 与 及 PRAEH, 因而 参数 e 可 以 用 来 描写 群 G 的 
类 . 在 不 可 约 表示 M 中 , 类 o 的 特征 标 为 


£ 2 
x(M, p) = Tr wf} sou) => imel- ems) 
j=1 m j=1 
i i (7.134) 
b(m) 是 权 m 的 重 数 , 因而 对 m 带 权 b(m) 的 求 和 就 是 对 不 可 约 表示 所 有 状态 求 
和 . 为 了 计算 特征 标 , 外 尔 引 入 环 链 (girdle) E(K, wp) 的 概念 . 设 S 是 外 尔 群 W 的 任 
意 元 素 , 用 反射 字 称 gs 描写 S 中 包含 外 尔 反射 次 数 的 偶 奇 性 , 偶数 次 反射 6s = 1, 
否则 为 -1. 环 链 定义 为 


£ 
Ke) =), sefa (SK); °) (7.135) 
Sew j=1 


其 中 , K = M + p, p 是 单纯 李 代数 C 中 全 部 正 根 和 的 一 半 . 类 o 在 表示 M 中 的 
特征 标 为 
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EK, p) 
Elp, p) 
6(p,p) 与 具体 表示 无 关 , 它 的 模 平方 是 紧 致 李 群 类 上 积分 的 密度 函数 . 因此 两 不 等 
价 不 可 约 表示 的 特征 标 正 交 归 一 性 表 为 


[AM px peo pP = SEK PEK ap) = xe (7.137) 


x(M, $) = (7.136) 


34 p ETEN, X(M, 0) 是 不 定式 , 它 趋 于 不 可 约 表示 M 的 维 数 d( M), 计算 得 
dam)= JĮ Ë qaa 2) (7.138) 


-a 
QeA+ P 


其 中 , A+ 是 单纯 李 代数 全 部 正 根 的 集合 . 有 了 不 可 约 表示 的 特征 标 和 紧 致 李 群 类 
上 积分 的 密度 函数 , 原则 上 可 以 计算 不 可 约 表示 直 乘 约 化 的 克 莱 布 施 - KERR, 
但 实际 运算 是 很 困难 的 . 


m. 基本 主权 
在 4 秩 单纯 李 代数 中 , 下 述 4 个 主权 w, 称 为 基本 (fundamental) 主权 
T(e,/r,) =d wu r. =ó,  d,=r,-r,/2 (7.139) 


根据 定理 七 和 八 , 任何 主权 都 可 表 为 基本 主权 的 非 负 整数 线性 组 合 , 任何 权 都 可 表 
为 基本 主权 的 整数 线性 组 合 


M = Mw,, M, = P (M/r,,) = 非 负 整数 ， 
p (7.140) 
m= > mpwp ， m, =I (m/r,,) = 整数 


比较 式 (7.64) 和 (7.139), 可 以 把 素 根 和 基本 主权 通过 嘉 当 和 矩阵 联系 起 来 
Tu=), wAn, w=), r,(A'),, (7.141) 
v=1 p=1 


以 基本 主权 为 基 , 素 根 的 分 其 也 都 是 整数 , 而 且 只 能 取 2, -1 -2, -3 和 0. 正 是 这 
性 质保 证 了 在 基本 主权 表象 中 权 分 基 都 是 整数 . 在 基本 主权 的 表象 中 , 等 价 权 的 关 
系 式 (7.131) 变 得 更 简单 . 设 mu = P(m/r,,) 是 权 m 关于 w, 的 分 量 . 经 过 关于 素 
根 rn 的 外 尔 反射 后 , 权 m 变 成 等 价 权 m' 


m Z, m — mprp (7.142) 
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基本 主权 的 优点 是 所 有 权 和 根 的 分 量 都 是 整数 , 缺点 是 它们 不 一 定 正 交 归 一 . 
今后 如 无 特别 说 明 , 我 们 在 权 空间 和 根 空间 就 采用 基本 主权 为 基 , 仅 在 讨论 平面 权 图 
时 采用 原来 的 正 交 基 . 以 基本 主权 作为 最 高 权 的 不 可 约 表示 称 为 基本 (fundamental) 
表示 . 

采用 了 d, 符号 后 , 可 把 素 根 和 基本 主权 的 内 积 表达 得 更 对 称 


人 (Tu: wy) = dôr ， (wh wv) = d, Why (7.143) 
文献 中 常 把 dy Auo 称 为 对 称 化 嘉 当 和 矩阵 . 
五 、 二 阶 卡 西 米 尔 不 变量 和 伴随 表示 


在 单纯 李 代数 的 紧 致 实 形 里 , 结构 常数 关于 三 个 指标 完全 反对 称 , 生成 元 的 平 
方 和 就 可 与 任 一 生成 元 对 易 


> [am I| =) TAMA, Te] + la, Ibla =i} Capp(ap+Irm)=0 
A A AD 


这 样 的 生成 元 平方 和 称 为 单纯 李 代数 的 二 阶 卡 西 米 尔 (Casimir) 算 子 , 记 作 C2. R 
舒 尔 定理 , 它 在 不 可 约 表示 M 中 取 常 数 矩 阵 形式 , 此 常数 称 为 二 阶 卡 西 米 尔 不 变 
Ht, 记 作 C2(M). 

采用 生成 元 的 嘉 当 - 外 尔 基 


“ 
C=)  Ila= HiHj+ 》 (EaE_a+ E_aEa) (7.144) 
A j=1 CrEA+ 
把 它 作用 在 最 高 权 态 |M) 上 , 根据 式 (7.42) 和 (7.123), 有 
Ca |M) = M° |M)+ Y [Ea, E-a] |M) = [mam > °) IM) 
aCA, ecA, 


把 单纯 李 代数 所 有 正 根 之 和 记 作 2p, 则 二 阶 卡 西 米 尔 不 变量 Co(M) 为 


£ 
C(M)=M:(M+2p)= > M,d, (4), (M, +2) (7.145) 
pv=1 
现在 来 证 明 p 正好 等 于 基本 主权 之 和 
£ 
2p= >` a=29 wu, (7.146) 
acA; p=1 


证 明 方法 就 是 检验 2p 与 每 个 素 根 rw 的 点 乘 , 是 否 都 等 于 2d, WERT, 除了 素 
根 r, 本 身 外 , 都 分 属 关 于 素 根 ru 的 根 链 
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(a= qru): (ar e, (e + ri), + (e + pri) 
根 链 中 根 矢量 之 和 为 


P+at Datz ppt) -qat dr = 0+4) fat z0- ara 


由 于 定理 三 , 上 式 与 r, 的 点 乘 为 零 . 而 素 根 r, 平方 等 于 2du. 证 完 . 

对 单纯 李 群 , 伴随 表示 是 不 可 约 表示 . 设 DM(I4) 是 不 可 约 表示 M 的 生成 元 ， 
构造 9 RRE T(M), Tas(M) =Tr|[DM(IA)DM(Is)|), 第 四 章 证 明了 T(M) 与 伴 
随 表示 每 一 个 生成 元 D (Ip) 对 易 , 从 而 给 出 T(M) 是 常数 矩阵 [ 见 式 (4.129)], 常 
数 记 作 Ts(M), Tas(M) = 564BT2(M). 通过 T(M) 矩阵 取 迹 , 把 此 常数 与 卡 西 米 
尔 不 变量 联系 起 来 [ 见 式 (4.130)] 


I T.(M)= 》 Taa(M) = Tr [= pv 0pM) =d(M)O(M) (7.147) 
A A 


其 中 , dM) 是 表示 M 的 维 数 . 对 伴随 表示 , 由 式 (7.19), -Tap(w) = gap, M 等 于 
李 代数 的 最 大 根 w. 因此 , —T (o) 就 是 单纯 李 代数 负 定 的 基 林 型 所 取 的 常数 值 , 有 


SAB = —6ABT2(w) = —64BC2(w) (7.148) 


附录 29 列 出 了 单纯 李 代数 的 主要 参数 , 包括 嘉 当 矩阵 4 和 逆 嘉 当 和 矩阵 AT, 
KIR, 正 根 和 最 大 根 o, 基本 主权 ao, 由 式 (7.145) 可 算出 表示 M 中 的 二 阶 卡 西 
米尔 不 变 基 C2(JM), 由 式 (7.148) 可 算出 基 林 型 的 常数 值 . 计算 中 规定 长 根 半 长 度 
d=1. 


K. WARE 


EHH - 外 尔 基 中 , Ea+e 可 表 为 Ea 和 Eg 的 对 易 关 系 . 因此 在 计算 生成 元 
的 表示 矩阵 时 , 只 需 计算 与 素 根 相 联 系 的 生成 元 的 表示 矩阵 , 由 它们 的 对 易 关系 可 
以 得 到 所 有 其 他 生成 元 的 表示 甜 阵 . 为 使 形式 更 加 对 称 , 谢 瓦 菜 引 入 34 个 新 基 E 
F, 和 Hp, 称 为 谢 瓦 莱 基 


de Er, —> Eps dp Ee, — F, 
Ld 


e + (7.149; 
dg’) (r4); Hj = dir, H — H, ) 
j=1 


引入 谢 瓦 莱 基 后 , 正则 对 易 关 系 式 (7.42) 变 成 
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[Hs, Hy] =0, [Hy, E) = Aw Ev, 


(7.150) 
[B,, F,] = -Ap F, , [Bo Fo) = 6 Hy 
其 中 , Au = (r,)# 是 嘉 当 和 矩阵 . 此 外 注意 到 素 根 之 差 不 是 根 , 素 根 之 和 形成 根 链 
ta +n, 0<n<p, ER, 
r. t(p+1)r,, PER, p= T (r,/r.) = -Avu 


因而 有 塞 尔 (Serre) 关系 


[Er [Ev, -> [Es, Ep] …]=0， 

39 (7.151) 
[Es, [F,, + (Fv, Fy] …]=0 
SUS 


1-4, 


“十 分 重要 的 是 , 有 相同 下 标 u 的 三 个 生成 元 , 正好 满足 SU(2) 群生 成 元 的 对 易 
关系 . SU(2) 群 的 李 代数 是 Ai, 自身 表示 生成 元 取 为 已 = T, = Ti + iy, F =T- = 
Ti — IT Ñ H = 2Ts, 


s= (5): =à oi s=(! 
0 0 1 0 0 -1 (7.152) 


|H, E)=2E, [H, F| = -2F, [E, F| = H 
现在 的 Ep, F,, 和 H,, 满足 完全 相同 的 对 易 关 系 
[Hy, Ep) =2E,, [Hm F,]=-2F,, — [E,, Fu] = H, (7.153) 


因而 构成 单纯 李 代数 的 A 子 李 代数 , 记 作 An. 在 单纯 李 代数 的 一 个 不 可 约 表示 的 
表示 空间 里 , 属 子 代数 A, 的 不 可 约 表示 的 状态 集合 , 称 为 一 个 A, LES. 各 种 这 
样 的 多 重 态 以 复杂 的 方式 架构 起 单纯 李 代数 的 不 可 约 表示 空间 , 并 由 此 可 以 计算 出 
不 可 约 表示 空间 的 状态 基 和 生成 元 表示 甜 阵 . 这 方法 称 为 方块 权 图 方法 , 将 在 下 节 
详细 讨论 . 


7.6 方块 权 图 方法 


本 节 介 绍 用 方块 权 图 方法 计算 单纯 李 代数 不 可 约 表示 空间 的 状态 基 和 生成 元 
的 表示 甜 阵 . 方法 的 核心 是 怎样 把 各 种 A,, 多 重 态 嵌 入 到 单纯 李 代数 的 不 可 约 表示 
空间 中 去 . 由 于 存在 重 权 , 这 些 多 重 态 在 李 代数 的 不 可 约 表示 空间 中 互相 交叉 , 包含 
的 状态 基 也 不 一 定 正 交 , 形成 复杂 的 态势 . 方块 权 图 方法 就 是 要 理 清 这 种 复杂 关系 ， 
确定 李 代数 的 不 可 约 表示 空间 中 互相 正 交 归 一 的 状态 基 和 谢 瓦 莱 基 的 表示 和 矩阵 , 
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—. A, SES 
在 第 四 章 , Al 李 代数 [SU(2) 群 | 的 生成 元 取 为 J, J> 和 J3, 不 可 约 表示 空间 的 
状态 基 用 |ü, m) 标记 , -j < m < j: 

J ljm) =m jm), (ZA — iJ-) ljm) = VG +m)G -m + 1) làm — 1) 
现在 为 了 与 谢 瓦 莱 基 比较 , 生成 元 改 用 E = J + Jo, F = .h -id M H = 2Js, Ë 
们 满足 对 易 关系 式 (7.152). Ë M = 2j 和 m= j — n, 把 状态 基 改写 为 

lj,j)=|M,M), — l,m) = |M, M — 2n) 
则 

H |M,M — 2n) = (M — 2n) |M, M — 2n), 

F |M,M — 2n) = (M -n\n T J |M,M 2n- 2}, O<n<M (7.154) 

E |M,M — 2n — 2) = /(M —m(n + 1) |M, M — 2n), 


状态 基 |M, M — 2n) 是 H 的 本 征 态 . H 的 表示 矩阵 是 对 角 和 矩阵 , 而 E ü F 的 表示 
矩阵 互 为 转 置 . 

对 单纯 李 代 数 , 子 李 代数 A, 生成 元 满足 与 式 (7.152) 相同 的 对 易 关 系 , 因而 在 
单纯 李 代数 不 可 约 表示 中 , 它们 对 状态 基 也 有 类 似 的 作用 . 设 在 单纯 李 代数 不 可 约 
表示 M 中 , 状态 基 记 作 |M, m), 它 是 H,, 的 共同 本 征 状态 


H, |M,m) =m, IM,m) (7.155) 


降 算 符 F,, 对 这 些 状态 基 的 作用 , 使 权 m 减少 一 个 素 根 ru. 按照 Al 李 代数 多 重 态 
的 规则 式 (7.154), 我 们 可 以 在 不 可 约 表示 M 的 表示 空间 中 , 构造 出 A, LESK, 
其 基本 方法 如 下 . 在 表示 空间 中 , 如 果 状 态 基 |M ,m) 满足 下 面条 件 , 即 它 在 升 算 符 
E, 作用 下 为 零 , 且 权 m 包含 正 分 量 m, > 0, 


E, |M,m)=0, mu >0 (7.156) 
则 在 表示 空间 中 存在 一 个 A, 多 重 态 , 重 数 为 mp + 1 
|M, m- nru), 0<ngm, (7.157) 
F, 和 E, 在 这 些 状 态 基 中 的 矩阵 元 为 


F, IM,m 一 nra)=Vn —n)í(n+1) IM,m - (n + 1)r,), 


(7.158) 
E, IM,m - (n + )r,) = Vn n) + 1) |M,m — nry) 
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F, 和 Ep 的 表示 矩阵 互 为 转 置 . 

由 于 有 不 同 权 的 状态 基 一 定 是 互相 正 交 的 , 只 要 这 些 权 都 是 单 权 , 这 些 状态 基 
就 可 选 作 表示 空间 的 正 交 归 一 的 状态 基 . 如 果 这 些 权 中 存在 重 权 , 就 需要 按 一 定 的 
规则 选 定 正 交 归 一 的 状态 基 , 这 种 规则 往往 是 让 状态 基 符 合 某 一 个 A, 多 重 态 的 要 
R, 而 其 他 4 多重 态 中 包含 的 状态 基 (7.157) 可 能 是 这 些 选 定 的 正 交 归 一 的 状态 
基 的 适当 线性 组 合 . 


二 、 正 交 归 一 的 状态 基 


在 单纯 李 代数 的 一 个 么 正 不 可 约 表示 M 的 表示 空间 中 , 状态 基 互 相 正 交 归 一 . 
对 单 权 m, 状态 基 记 作 |M, m). 对 n 重 权 m, 正 交 归 一 的 状态 基 用 序数 字 区 分 , 记 
fE |M,(m).), a = 1, 2, ---, n. 在 不 可 约 表示 M 的 方块 权 图 中 , 每 一 个 正 交 归 一 的 
状态 基 用 一 个 方块 代表 . 一 个 方块 就 是 填 以 权 分 量 的 一 个 方 框 . 权 分 量 中 如 有 负 分 
#t, 用 上 面 带 一 模 线 的 数字 标记 . 例如 , 单 权 m = -2w +w 的 状态 基 用 [31 
标记 , 三 重 权 m = 2wi — a> 的 第 二 个 状态 基 用 [2D] 标记 . 

在 一 个 不 可 约 表示 中 , 任何 权 为 m 的 态 都 可 由 最 高 权 态 |M, M) 通过 多 次 降 
算 符 的 作用 得 到 . 因此 最 高 权 M 和 表示 中 的 任何 权 m 之 差 一 定 可 以 表 为 素 根 之 
和 


£ £ 
M-m=D Curu, h(M,m) = 5 C, (7.159) 
p=1 


h(M, m) 称 为 在 不 可 约 表示 M 中 权 m 的 高 度 . 最 高 权 的 高 度 为 零 . 

在 方块 权 图 中 , 最 高 权 M 是 单 权 , 最 高 权 态 的 方块 排 在 第 一 行 , 高 度 为 一 的 权 
态 对 应 的 方块 排 在 第 二 行 , 高 度 为 二 的 权 态 对 应 的 方块 排 在 第 三 行 , 依 此 类 推 . 同一 
行 的 方块 对 应 的 权 高 度 都 相等 . 只 有 相 邻 行 的 方块 , 它们 对 应 的 状态 基 才 可 能 通过 
某 一 个 降 算 符 Fi( 或 升 算 符 En) 联系 起 来 . 在 方块 权 图 中 这 样 的 方块 用 一 定 的 线 连 
REK. 例如 , 由 降 算 符 F. 相 联 系 的 方块 用 单线 连接 , HER F 相 联 系 的 方块 
用 双 线 连接 等 . 每 一 个 A, 多 重 态 对 应 的 方块 都 “ 竖 直 地 ”嵌入 方块 权 图 中 , 相 邻 状 
态 基 的 方块 排 在 相 邻 的 行 . 对 重 权 , A, 多 重 态 中 有 的 状态 可 能 是 若干 选 定 的 正 交 归 
一 的 状态 基 的 线性 组 合 , 在 方块 权 图 中 就 表现 为 若干 方块 的 组 合 . 

对 单纯 李 代数 的 给 定 不 可 约 表示 M, 先 画 出 最 高 权 态 的 方块 . 然后 从 最 高 权 
开始 , 凡 见 到 有 正 分 量 ru > 0 的 权 , 如 果 它 的 状态 在 E, 作用 下 为 零 , 则 按照 构造 
A, 多 重 态 的 基本 方法 , 在 方块 权 图 中 嵌入 一 个 A, LES. 在 一 个 A, 多 重 态 中 ， 
有 的 权 可 能 包含 其 他 正 分 量 (例如 v 分量), 由 它 又 可 产生 新 的 A 多 重 态 . 最 高 权 
是 单 权 , 与 最 高 权 等 价 的 权 是 单 权 , 与 最 高 权 态 同属 一 个 A, 多 重 态 的 状态 的 权 也 
是 单 权 . 由 最 高 权 M 的 状态 出 发 , 通过 若干 多 重 态 到 达 某 一 个 权 为 m 的 状态 , 称 
为 权 m 的 一 条 路 径 。 只 有 一 条 路 径 的 权 也 是 单 权 , 而 有 几 条 不 同 路 径 的 权 就 可 能 
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是 重 权 . 例如 , 由 最 高 权 态 出 发 , 先 经 过 A, LED, 再 经 过 A, 多 重 态 到 达 权 为 m 
的 态 , 同时 , 由 最 高 权 态 出 发 , 先 经 过 A LED, 再 经 过 A, 多 重 态 也 可 以 到 达 权 
为 m 的 态 . 这 样 , 权 m 有 两 条 路 径 , 沿 不 同 路 径 到 达 的 两 个 权 为 m 的 态 不 一 定 重 
€, 因而 权 m 可 能 是 二 重 权 , 在 方块 权 图 中 就 要 画 两 个 权 为 m 的 方块 , 然后 用 下 
一 小 节 的 方法 确定 是 单 权 还 是 二 重 权 . 

方块 权 图 中 高 度 最 大 的 权 , 它 的 所 有 分 量 都 非 正 , 称 为 最 低 权 N. 任何 降 算 符 
作用 在 最 低 权 态 上 都 得 零 . 最 低 权 取 负 值 就 是 另 一 个 表示 的 最 高 权 , 这 表示 正 十 原 
表示 的 复 共 罗 表 示 : -N = M". 这 里 的 M° 是 表示 DM 的 复 共 罗 表 示 的 简写 . 按 
照 么 正 表 示 生 成 元 的 定义 


D(R)* =1 -if waDUa'=1-iy wa{-D(Ua)*} 
A A 
D(1AY = -D(1A)* = -D(4)" 


可 知 在 复 共 思 表 示 中 生成 元 谢 瓦 莱 基 的 表示 甜 阵 为 


DH) =-DH), — H,l|M,m)* = -m, |M,m)* 
D(BJ = -D(F,) ElMm=- Ð DM m(F,) |M, m'y 
D(E, = DG),  Fp\M,my =- 3 DM mEn) |M, my 


m'=m+r, 


式 中 对 重 权 的 不 同 状态 求 和 . TRARRE M 的 基 为 


IM*,-m) = (-D)*M™) |M, m)* (7.160) 
则 


DM +r,,-m(E,) = DM r, mF) DM +,,-m(F,) = Ditr=,,m(E,,) 
(7.161) 
TREH 58 JES WJ Bs RB) r pc B 8.39 B| EE, 对 应 的 状态 权 互 差 负 号 . 


三 、 重 权重 数 的 确定 


在 单纯 李 代数 的 一 个 不 可 约 表示 M 中 , 每 一 个 权 都 等 价 于 一 个 主权 , 它们 的 
重 数 由 主权 的 重 数 确定 ,因为 主权 没有 负 分 量 , 所 以 在 等 价 的 权 中 , 主权 的 高 度 最 
小 . 方块 权 图 里 对 应 等 价 权 的 一 组 方块 中 , 对 应 主权 的 方块 排 在 最 上 面 , 在 画 方块 
权 图 时 它 出 现 得 最 早 . 可 用 下 面 方法 确定 主权 的 重 数 , 同时 也 就 定 出 了 与 之 等 价 的 
权 的 重 数 . 
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在 方块 权 图 中 , 一 旦 出 现 主 权 的 方块 , 首先 根据 由 最 高 权 降 到 此 主权 的 路 径 数 ， 
定 出 该 主权 对 应 的 方块 数 . 属 此 主权 的 正 交 归 一 的 状态 基 通 常 按 某 一 个 或 几 个 A 
多 重 态 的 要 求 来 选 定 , 然后 由 谢 瓦 莱 基 的 对 易 关 系 式 (7.150) 计算 相应 生成 元 的 表 
示 和 矩阵 元 素 , 其 中 主要 是 


EF, = F,E, + Hp, EF, = F Ep, nu (7.162) 


式 (7.158) 也 满足 式 (7.162). 方块 权 图 中 每 一 方块 的 所 有 连 线 对 应 的 矩阵 元 都 必须 
满足 式 (7.162). 如 果 发 现 有 一 个 方块 与 所 有 它 上 面 的 方块 的 连 线 的 矩阵 元 都 为 零 ， 
则 说 明 此 状态 不 能 由 最 高 权 态 用 降 算 符 的 作用 产生 , 根据 表示 的 不 可 约 性 , 这 状态 
应 该 不 存在 . 用 这 办 法 可 最 后 确定 该 主权 的 重 数 ， 特 殊 情 况 下 , 由 于 状态 基 选 得 不 
好 , 还 要 检查 有 没有 状态 基 的 线性 组 合 不 能 由 最 高 权 态 用 降 算 符 的 作用 产生 . 但 只 
要 状态 基 是 按 一 个 或 几 个 A, 多 重 态 来 选 定 , 这 种 情况 就 不 会 出 现 . 


、 画 方块 权 图 的 方法 


根据 前 面 的 讨论 , 小 结 一 下 画 方块 权 图 的 方法 . 对 给 定单 纯 李 代数 的 给 定 不 可 
约 表示 M, 按 下 面 步 又 自 上 而 下 画 出 方块 权 图 . 

(1) 根据 单纯 李 代数 的 嘉 当 和 矩阵 Anu, 由 式 (7.141) 算出 素 根 rw 关于 基本 主权 
w, 的 展开 式 . 

(2) 按 等 价 关系 式 (7.142) 计算 所 有 与 最 高 权 等 价 的 权 . 

(3) 方块 权 图 的 第 一 行 是 最 高 权 态 对 应 的 方块 . 对 最 高 权 的 每 一 个 正 分 量 mn 
构造 相应 的 A, 多 重 态 . 两 相 邻 方块 用 与 F, 相对 应 的 连 线 (如 实 线 , 虚线 或 y 重 线 
等 ) 来 连接 , 它们 的 权 之 差 等 于 素 根 rw Fu 的 矩阵 元 由 式 (7.158) 计算 

(4) 对 方块 权 图 中 新 出 现 的 权 , 如 包含 有 正 分 其 m, 且 对 应 状态 基 在 E, 作用 
下 为 零 [条 件 式 (7.156)}, 就 构造 相应 的 .4v LES. 

(5) 当 不 同 的 多 重 态 中 出 现 相同 的 权时 , 若 此 权 不 是 主权 , 则 根据 它 等 价 的 主权 
确定 其 重 数 , 若 此 权 是 主权 , 则 根据 由 最 高 权 降 到 此 权 的 路 径 数 , 初步 确定 为 此 主权 
的 重 数 . 对 每 一 个 权 , 用 适当 方式 定义 与 重 数 相同 个 数 的 正 交 归 一 的 状态 基 , 分 别 
对 应 方块 权 图 中 一 个 方块 . 

(6) 根据 式 (7.158) 或 (7.162) 计算 方块 权 图 中 已 出 现 连 线 的 矩阵 元 , 并 把 矩阵 
元 标 在 连 线 旁 . 因为 升 算 符 E, 的 表示 矩阵 是 降 算 符 Fi 表示 和 矩阵 的 转 置 , 所 以 连 线 
旁 注 上 的 矩阵 元 同时 也 是 升 算 符 的 矩阵 元 . 撤消 矩阵 元 为 零 的 连 线 . 矩阵 元 为 1 时 
数字 经 常 省 略 . 检查 每 一 个 对 应 主权 的 方块 , 如 发 现 有 方块 与 它 上 面 的 所 有 方块 没 
有 连 线 相连 , 则 移 去 此 方块 , 从 而 确定 该 主权 的 重 数 . 按 等 价 关系 式 (7.142) 计算 所 
有 与 此 主权 等 价 的 权 , 它们 有 相同 的 重 数 . 按 此 方法 画 方块 权 图 , 一 直到 构造 不 出 
新 的 A 多 重 态 为 止 . 
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(7) 不 可 约 表示 的 最 低 权 改 负 号 就 是 复 共 轿 表 示 的 最 高 权 . 互 为 复 共 胃 表示 的 
方块 权 图 互相 上 下 颠倒 , 对 应 的 状态 基 可 由 式 (7.160) 相 联系 , 权 矢量 互 差 负 号 , F 
或 降 算 符 的 表示 矩阵 元 由 式 (7.161) 计算 . 

(8) 在 画 方块 权 图 过 程 中 一 旦 出 现 错误 , 就 会 影响 后 面 的 计算 , 因而 要 随时 做 检 
查 . 检查 用 F, 连 线 连接 的 两 方块 的 权 之 差 是 不 是 等 于 素 根 rw, 检查 对 每 个 方块 的 
连 线 式 (7.162) 是 否 成 立 , 检查 等 价 的 权重 数 是 否 相同 , 检查 每 一 高 度 包含 的 方块 数 
B, 随 高 度 增加 , 是 否 先 增加 , 后 减少 , 对 称 地 形成 一 个 纺锤 形 . 检查 方块 权 图 的 上 下 
对 称 性 经 常 是 检查 方块 权 图 错误 的 一 个 重要 方面 . 

有 一 本 书 (文献 [13]) 详细 列 出 了 各 单纯 李 代数 不 等 价 不 可 约 表示 的 各 种 重要 
参数 , 如 表示 维 数 , 表示 包含 的 最 大 高 度数 ( 称 为 级 数 ), 表示 中 包含 的 各 主权 的 重 
数 , 每 个 主权 的 外 尔 轨道 长 度 等 , 这 对 计算 生成 元 的 表示 和 矩阵 , 以 及 以 后 计算 克 莱 布 
Mi- 戈 登 系数 大 有 帮助 . 

我 们 将 通过 例子 来 说 明 方块 权 图 的 画 法 . 


五 、 A2 李 代数 几 个 表示 的 方块 权 图 
SU(3) 群 的 李 代数 是 A2, 它 在 物理 中 有 广泛 应 用 . A2 李 代数 的 嘉 当 矩阵 和 素 


根 展开 式 为 
az 2 -1 Tı = 2w; — w2, 
AF3... 3 ; r2 = ~w + 202. 


先 画 基本 表示 的 方块 权 图 . (1,0) 表示 的 最 高 权 第 一 个 分 基 为 正 , 由 它 可 构造 一 
个 41 二 重 态 


Fa \(1,0), (1,0)) = |(1,0), (T, 1)) 
F 作用 前 后 , 权 相 差 ri. 新 状态 的 第 二 分 量 为 正 , 而 且 在 Es 作用 下 为 零 , 由 它 可 构 
造 一 个 42 二 重 态 

Fa |(1,0), (1,1)) = |(1,0), (0, 7)) 


F 作用 前 后 , 权 相 差 ro. 新 状态 (0, 1 了) 不 包含 正 分 基 , 不 能 产生 新 的 多 重 态 . (1,0) 表 
示 是 SU(3) 群 的 自身 表示 , 它 包含 三 个 互相 外 尔 等 价 的 状态 , 都 对 应 单 权 . (1,0) 表 
示 的 最 低 权 是 (0,1), 改 符号 后 得 SU(3) 群 自身 表示 的 复 共 轿 表示 , 最 高 权 为 (0, 1). 
(1,0) 和 (0,1) 是 SU(3) 群 两 个 基本 表示 . 图 7.3 (a) 和 (b) 给 出 它们 的 方块 权 图 . 所 
有 降 算 符 的 非 零 年 阵 元 都 是 1, 在 图 中 省 略 . 上 面 给 出 的 F, 和 F, 对 状态 基 的 作用 
公式 是 表达 降 算 符 非 零 表示 和 矩阵 元 的 一 种 常用 方式 . 状态 基 都 是 H, 的 本 征 状 态 ， 
H, 的 表示 矩阵 由 式 (7.155) 给 出 , 不 需要 专门 列 出 . 
再 画 表示 (3, 0) 的 方块 权 图 . 由 式 (7.142) 计算 与 最 高 权 (3,0) 等 价 的 权 


(3,0) Z (8,3) Z> (0,3) (7.163) 
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最 高 权 的 第 一 个 分 量 为 正 , 由 它 可 以 构造 一 个 A 四 重 态 


F; |(3,0), (3,0)) = V3 |(3,0), (1, 1)) 
F; |(3,0),(1,1)) = 2 |(3,0), (1,2)) (7.164) 
Fi |(3,0), (1, 2)) = V3 |(3,0), (3,3)) 


0,1) 是 主权 , 它 在 表示 (3, 0) 中 不 是 最 高 权 . 主权 (1,1) 与 最 高 权 (3,0) 同 处 于 一 
个 A 多 重 态 中 , 因而 也 是 单 权 . 与 主权 (1,1) 等 价 的 权 也 都 是 单 权 , 它们 是 


2 Ty (5 m, 


0,1) (DT (7.165) 


= 20 5 GD = 


由 于 A1 四 重 态 后 三 个 权 的 第 二 分 量 都 为 正 [ 见 式 (7.164)], 由 它们 可 分 别 构造 A 
的 二 重 态 , 三 重 态 和 四 重 态 


F> |(3,0), (1, 1)) = |(3, 0), (2, D), 及 |(3,0), (T, 2)) = V3 |(3,0), (0, 0)) 

Fh |(3,0), (0,0)) = V3 |(3,0), (1, 3)), Fa |(3,0), (8,3)) = V3 |(3,0), (3, 1)) 

Fx |(3,0), (2, 1)) = 2 |(3, 0), (1, 7)), F> |(3,0), (1,D)) = v3 mom j 
7.166; 


由 于 权 (2,1) 的 第 一 分 基 为 正 , 而 且 E, 作用 在 该 状态 基 上 得 零 , 可 以 由 它 构造 一 个 
A 三 重 态 , 后 两 个 状态 的 权 为 (0,0) 和 (2,1). (0,0) 是 主权 , 而 且 可 从 最 高 权 通 过 两 
条 不 同 路 径 到 达 , 因而 有 可 能 是 二 重 权 . 设 两 个 (0,0) 状态 基 按 A 多 重 态 来 区 分 ， 
R (7.166) 中 的 |(3,0), (0,0)) 应 改 成 |(3,0), (0,0)1), 属 A2 三 重 态 , 而 |(3,0), (0, 0)2) 
属 A 单 态 

E> |(3,0), (0,0)2) = Fz |(3,0), (0, 0)2) = 0 


这 样 , 新 的 .4; 三 重 态 中 出 现 的 (0,0) 状态 就 一 般 是 两 个 状态 基 的 线性 组 合 
F. |(3,0), (2,D)) = a1 |(3,0), (0,0)1) + a2 |(3,0), (0,0)2), at +a; = 2 
利用 式 (7.162) 得 


EP. |(3,0), (2,1)) = a1 V2 |(8,0), T, 2)) 
= FE |(3,0), (2,1)) = P |(3,0), (1, 1)) = 2 |(3,0), (T, 2)) 


解 得 a1 = V3 和 az = ,/2 — at = 0. 状态 基 |(3,0),(0,0)2) 与 前 面 的 状态 基 联 系 的 
甜 阵 元 都 为 零 , 可 见 它 在 不 可 约 表示 (3,0) 中 并 不 存在 . 在 表示 (3,0) 中 权 (0,0) 应 
该 是 单 权 . 式 (7.166) 中 权 为 (0,0) 的 状态 基 仍 应 记 作 |(3,0), (0,0)). 表示 (3,0) 中 
包含 的 三 个 主权 (3,0), (1,1) 和 (0,0) 都 是 单 权 , 因而 其 他 权 也 都 是 单 权 . 
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由 权 (2,1) 和 (1,3) 构造 A 三 重 态 和 二 重 态 为 


F |(3,0), (2, D} = V3 |(3,0), (0,0)), 
F |(3,0), (0,0)) = V2 |(3,0), (2, 1)), (7.167) 
Fi |(3,0), (1,9) = |(3,0), (1, D) 

降 算 符 的 所 有 不 为 零 的 矩阵 元 素 列 于 式 (7.164)、(7.166) 和 (7.167) 中 , 也 标 出 


在 图 7.3 (d) F. 这 样 就 完成 了 表示 (3,0) 的 方块 权 图 . 表示 (0,3) 是 表示 (3,0) 的 复 
HRR, 方块 权 图 的 画 法 十 分 类 似 , 不 再 解释 . 


1,0 0,1 
= 3,0 0,3 
1,1 iT Š > 
HH 可 Iz 
0,T 7,0 2 1 
F - 2 1] 2 
(a) (1,0) (b) (0,1) T4 Va 21 1,2 Va >I 
STN Vi Vi [v 
1,1 33 | ya %° 00 | sl 33 
vs] Va vi V3 
12] [23] FE 1,2 ] 2,1 1,2 
ANNS | 2 | 2 
(0, 0)2 (0, 0)1 xt LI 
LA val [v3 
1,2 w | 353 0,3 3,0 
LI (a) (3,0) (e) (0,3) 


(c) (1,1) 


图 7.3 As 李 代数 几 个 表示 的 方块 权 图 


最 后 画 A2 李 代数 伴随 表示 (1,1) 的 方块 权 图 . 最 高 权 的 两 个 分 其 都 是 正 的 , 由 
它 可 构造 一 个 A 多 重 态 和 一 个 A LES 


B |0,1),0,1) = |(1,1), (1,2), 再 1D, (1,1)) = |(1,1), (2,)) (7.168) 


新 产生 的 两 个 状态 的 权 都 包含 正 分 量 , 构造 的 多 重 态 中 都 包含 主权 (0,0) 的 态 , 因 
而 主权 (0,0) 可 能 是 二 重 权 . ik A 多 重 态 来 定义 这 两 个 状态 基 , |(1, 1), (0,0)1) 属 
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A 三 重 态 , |(1,1), (0, 0)2) 属 A 单 态 


Fi |(1,1), (2, D) = v2 (1,1), (0,0)1)}, — F. I(1,1), (0,0)1) = v2 |(1,1), Ē,1)), 
Ea |(1, 1), (0,0)2) = Fi (1, 1), (0,0)2) = 0, 
Fa |(1, 1), (,2)) =b |(1,1), (0,0)1) + b2 I(1, 1), (0,0)2), b? +03 = 2, 
F, |(1,1), (0,0)1) = bs |(1,1), (1,9), Fə |(1, 1), (0,0)2) = ba |(1,1),(1,3)) 
(7.169) 
利用 式 (7.162) 得 
EP, |(1,1), (1,2)) = biV2 |(1,1), (2, D)) 
= FE; |0,1),G(,2)) = Fo |(1, 1), (1,1) =|(,1),(2,TD) 
解 得 bi = /172. 选择 |(1,1), (0,0)2) 的 相位 使 bz 是 正 实数 , 解 得 bz = V20 = 
V373. 再 用 式 (7.162) 
EF, |(1,1), (0,0)1) = 8 |(1, 1), ((0, 0)1) + baba {(1, 1), ((0, 0)2) 
= (FEa + H2) |(1,1), (0,0)1) = (1/2) ((1,1), ((0,0)) + V374 |(1, 1), (0,0)2) 


选择 |(1, 1), (1, 习 ) 的 相位 使 bs 是 正 实数 , 解 得 ba = /1/2, 然后 得 bs = V3]2, 这 
样 , (1,1) 表示 包含 两 个 主权 , 最 高 权 (1,1) 是 单 权 , 权 (0, 0) 是 二 重 权 . 余下 的 是 由 
权 (5,1) A (1,2) 构造 的 A LESA A LES 


F, (11,61) =,D) A 1,1) 0,9) = (1,1), (,) (7.170) 
式 (7.168)~(7.170) 给 出 (1,1) 表示 降 算 符 全 部 不 为 零 矩 阵 元 , 这 些 矩 阵 元 也 标记 在 
图 7.3 上 . 最 低 权 (1,1) 与 最 高 权 仅 差 负 号 , 因而 伴随 表示 是 自 共 办 表示 . 


(1,1) 表示 是 As 李 代数 的 伴随 表示 , 它 的 方块 权 图 上 半 部 的 权 也 是 A 李 代数 
的 正 根 


w 十 202 = ri 十 72， 2w1 — w2 = ri, 一 201 + 202 = r2 (7.171) 
* 六 、Cs 李 代数 基本 表示 的 方块 权 图 
Cs 李 代数 的 邓 金 图 和 嘉 当 和 矩阵 如 下 : 
2 -1 0 
Tirk 2 
素 根 和 基本 主权 的 关系 是 
Ti = 2w — w2, T2 = -w + 2w2 — w3 , T3 = 一 2u2 + 2w3 (7.172) 


现在 我 们 画 Cs 李 代数 的 三 个 基本 表示 的 方块 权 图 ( 见 图 7.4). 先 画 (1, 0,0) 表 
示 的 方块 权 图 . 与 最 高 权 等 价 的 权 都 是 单 权 , 有 
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0,1,0 0,0,1 
Dt 0,2,1 
i | Va 
1,0,0 1,0,1 bY 1,0,0 
m 
1,1,0 1,2,1 Vi 2,1,0 1,1,0 v3 251 
572 [| 
0,1,1 (0,0, 0)2 (0,0,0)1 0,1,1 2,0,1 
372 I Vi vi [SN Tv 
GLT „2,1 VE 7,1,0 2,0,1 0,11 | 
L10] Gor) [ria EE 
1,0,0 1,1,I 1,0,0 
I vi] 
0,1,0 0,2,1 
0,0,7 
(1) 表示 (1,0,0) (2) 表示 (0,1,0) (3) 表示 (0,0,1) 


图 7.4 单纯 李 代 数 Cs 基本 表示 的 方块 权 图 
(1,0,0) Æ (T,1,0) Z (0,1,1) 25 (0,1, 2> (1,7,0) 25 (T,0,0) (7.173) 


最 高 权 的 第 一 个 分 基 为 1, 由 它 可 构造 出 一 个 A 二 重 态 , 得 权 (1,1,0). 由 权 (T, 1,0) 
构造 出 一 个 A 二 重 态 , 得 权 (0,1,1). 由 权 (0,1,1) 构造 出 一 个 As 二 重 态 , 得 权 
(0,1,7). 由 权 (0,1,1) 构造 出 一 个 A 二 重 态 , 得 权 (1,1,0). 最 后 , 由 权 (1,1,0) 构 
造 出 一 个 A 二 重 态 , 得 权 (1,0,0). 权 (1,0,0) 的 全 部 分 量 都 非 正 , 不 能 再 构造 出 新 
HERS, 方块 权 图 画 完 . 表示 (1,0,0) 中 只 有 一 个 主权 , 也 就 是 最 高 权 ， 因而 表示 
(1,0,0) 是 六 维 表示 , 六 个 权 都 互相 等 价 , 无 重 权 . 它 就 是 USp(6) 群 的 自身 表示 . 这 
里 和 以 后 , 为 了 节省 篇 幅 , 在 写 降 算 符 Fu 的 非 零 矩阵 元 时 , 省 略 状态 基 |M, m) 中 
的 M 

F. |1,0,0) = [1,1,0) , F |1,1,0) = |0,1,1), 

Fs |0,1,1)= |0,1,I), El0,1,D= |1,1,0), (7.174) 


Fi |1,1,0) = [1,0,0) 
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其 次 , 画 (0,1,0) 表示 的 方块 权 图 . 有 12 个 权 与 最 高 权 等 价 
(0,1,0), (1,1,1), (T,0,1), G,1,D, G,2,D, (2,1,0) 
(1,2,1), (1,0), (1,0,D, (1,7,1), (1,1,īI), (0,7,0) 

最 高 权 的 第 二 个 分 量 为 1, 由 它 可 构造 出 一 个 A 二 重 态 
F, |0,1,0) = |1,1,1) 
权 (1,1,1) 中 包含 两 个 正 分 量 , 可 构造 两 个 二 重 态 
F. |1,1,1) = [1,0,1), F; |1,1,1) = |[1,1,T) 
由 新 产生 的 权 , 又 可 以 构造 新 的 多 重 态 
Fs |1,0, 1) = |1,2, 7), F |1,1,7) = 1,2,T), F, |1,1,1) = |2,1,0) 


到 现在 为 止 , 所 有 产生 的 权 都 与 最 高 权 等 价 , 因而 都 是 单 权 ， 特 别 是 Fs 作用 在 状 
态 基 |1,0,1) 上 得 到 的 状态 基 |I,2, 了 ), 和 F, 作用 在 状态 基 |1,1,1) 上 得 到 的 状态 基 
[1,2,1), 必须 是 同一 个 基 . 一 般 说 来 , 在 画 方 块 权 图 时 , 只 要 还 没有 出 现 主权 , 或 者 
出 现 的 主权 也 是 单 权 , 则 所 有 其 他 权 都 是 单 权 . 一 旦 出 现 有 重 权 的 主权 , 才 需 要 注 
意 与 它 等 价 的 权 也 是 重 权 . 

由 权 (1,2,1) 和 (2,1,0) 分 别 构造 两 个 三 重 态 都 会 出 现 主 权 (0,0,0). 有 两 个 理 
由 可 以 确定 零 权 是 二 重 权 : 一 是 它 由 两 条 不 同 的 路 径 产生 , 它们 很 可 能 不 重合 . 二 
是 在 高 度 为 4 的 权 中 只 有 和 零 权 , 高 度 为 4 的 状态 基数 不 应 该 少 于 高 度 为 3 的 状态 基 
数 . 现在 按 A 多重 态 来 定义 零 权 的 状态 基 , |(0,0,0)1) 属 A 三 重 态 , |(0,0,0)2) JE 
A 单 态 , 而 F 对 [1,2,1) 的 作用 得 到 的 零 权 态 只 能 是 它们 的 组 合 


F. |2,1,0) = VŽ |\(0,0,0)1), F|(0,0,0);) = v2 2,1,0), 

Ë. |(0,0,0)2) = F, |(0,0,0)2) = 0, 

Fa |1,2,1) = a) |(0,0,0)1) +a2 |(0,0,0)2), at +a} = 2, 

F, |(0,0,0)1) =as |1,2,1), Fz |(0,0,0)2) = a4 |1,2,1) 
按 式 (7.162), 


(7.175) 


E, F |1,2,1) = a1V2 |2,1,0) = FzEi |1,2,1) = |2,1,0) 


定 出 a1 = /1/2. 选择 状态 基 |(0,0,0)2) 的 相位 使 oz 是 正 实数 , 得 a2 = /2 — a} = 
V372. 再 用 式 (7.162), 


EsF, |(0,0,0)1) = a3 |(0,0,0)1) + azas |(0,0,0)2) 


= (xE + Ha) |(0,0,0)1) = (1/2) |(0,0,0):) + ,/3/4 (0,0, 0)2) 
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选择 状态 基 |(1,2,1)) 的 相位 使 as 是 正 实数 , EH as = /1/2, 解 得 a4 = V312. Jr 
块 权 图 的 下 面 一 半 与 上 面 对 称 , 计算 很 类 似 , 结果 列 于 下 面 公式 中 , 也 标记 在 方块 权 
图 上 . 


Fl,3,1)=|,1,1), Fs |1,2,1) = |1,0,1) 
F [2,1,0)=|1,1,1), F |Y,1,1) = 1.1, 
F 11,0,7) = 1,1,1, Fx [L,1,1) = |0,1,0) 


表示 (0,1,0) 是 14 8 8 3898328, 有 两 个 主权 , 零 权 是 二 重 权 . 

最 后 画 (0,0,1) 表示 的 方块 权 图 . 这 表示 中 有 两 个 主权 (0,0,1) 和 (1,0,0), = 
权 (1,0,0) 由 最 高 权 (0,0,1) 通过 一 条 路 径 降下 来 , 因而 也 是 单 权 ， (1,0,0) 的 等 价 
权 已 由 式 (7.173) 给 出 , (0,0,1) 的 等 价 权 是 


(0,0,1), (0,2,1), (2,3,1), (2,0,1), 
(7.176) 
(2,0,1), 2D (0,2,1), (0,0,1) 
下 面 列 出 降 算 符 的 非 零 矩 阵 元 
Fs |0,0,1) = |0,2,1) , F, |0,2,T) = V2 |1,0,0), 


F |1,0,0) = V3 |2,2,1) , F, |1,0,0) = [1,1,0), 
F |1,1,0) = |0,1,1) , F, |2,2,1) = V2 |0, 1, 1), 
F |0,1,1) = V3 |B,0,1) , Fs |2,2,1) = |2,0,7), 
F; |2,0,7) = V3 |0,1,1) , F |0,1,1) = V3 |2,2,T), 
Fs |0,1,1) = |0,1,7), Fs [2,0,1) = |2,2,1), 


F |0,1,7) = |1,1,0) , Fi 11,1,0) = |1,0,0), 


F, 2,2,1) = v2 [1,0,0) , F, [1,0,0) = v2 |0,2,1), 


F; |0,2,1) = |0,0,1) 
+. G; 李 代 数 基本 表示 的 方块 权 图 
G> 李 代 数 的 邓 金 图 和 嘉 当 和 矩阵 如 下 : 


c—=e a-( ? z) 
1 2 
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根据 嘉 当 和 矩阵 可 写 出 素 根 和 基本 主权 的 关系 


rı = 2w; 一 3u02 , T2 = —tu1 十 2ap2 (7.177) 


表示 (0,1) 是 七 维 表 示 , 包含 两 个 主权 (0,1) 和 (0,0). 与 最 高 权 (0,1) 等 价 的 
权 为 


(0,1), (1,1), lA (1,23), Tii (0,7) (7.178) 


主权 (0,0) 只 有 一 条 路 径 , 因而 也 是 单 权 . ERRE ETA F. 与 前 面 一 
样 , 在 写 降 算 符 Fu 的 非 零 矩阵 元 时 , 省 略 状态 基 |M, m) 中 的 MT 


F 10,1) = BD, Al = [1,2), F, |T, 2) = V3 10,0), 
Fa 0,0) = V2 ,9, A19 = 17,1), FI,1) = 10, 
表示 (1,0) 是 伴随 表示 , 14 维 . 它 包含 三 个 主权 (1,0), (0,1) 和 (0,0). 主权 (0,1) 
只 有 一 条 路 径 , 因而 是 单 权 . 主权 (0,0) 有 两 条 路 径 , 而 且 根据 方块 权 图 的 纺锤 形 要 
R, 它 应 该 是 二 重 权 , 从 矩阵 元 计算 中 也 发 现 它 必须 是 二 重 权 . 设 
Fi |2,3) = V2|(0,0), Fo |T,2) = a |(0,0)1) + b |(0,0)2) 
则 
E) P, |1,2) = aV2 |2,3) = F2B |1,2) = V3 |2,3) 
得 
a=V35， b= (2—a2)'2 = V15 


可 见 5 关 0. 请 注意 这 里 算得 的 矩阵 元 素 与 SU(3) 群 伴随 表示 中 的 类 似 矩 阵 元 素 不 
同 . 主权 (1,0) 的 外 尔 轨道 长 度 等 于 6, 等 价 权 有 


0... E Em E. 0393 O (7.179) 
降 算 符 的 非 零 矩阵 元 列举 如 下 
Fi |1,0) = |1,3), F, |1,3) = V3 |0, 1), 
F; \0,1)=2 1, , F, |1,1) = v3 |2,3), 
R |1) = |1,2), F |2,3) = V3 |(0,0)1), 


Fa |T, 2) = V373 |(0,0)1) + V173 |(0,0)), 
Fa \(0,0)1) = V372 |1,3), Fz \(0,0)2) = /1/211,2) 
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F. |(0,0)) = /2 2,3), A |3 = [ī,1), 
F 2.3) = v3 [I,1), Fà |Ī,1) =2 |0,T), 
F o, = v3 1,3. A |1,3)= [1,0) 


注意 , 在 伴随 表示 中 , 权 矢 量 等 于 李 代数 的 根 矢量 . 两 个 零 权 对 应 两 个 零 根 . 图 中 在 
零 权 上 面 的 权 对 应 正 根 , 零 权 下 面 的 权 对 应 负 根 


w = 2ri+3r2, —t + 3w2 = ri + 3r2, 
2 一 71 十 2r2 ， w 一 202 = ri + r2, (7.180) 
2w — 302 = ri , =w 十 2a02 = r2 
两 个 基本 表示 的 方块 权 图 画 在 图 7.5. 

10 

工 3 

L 

0,1 

2 


(1) 表示 (0,1) (2) 伴随 表示 (1,0) 
图 7.5 G> 李 代数 基本 表示 的 方块 权 图 
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用 方块 权 图 方法 原则 上 可 以 计算 在 任何 单纯 李 代数 的 任何 不 可 约 表示 M 中 
包含 哪些 基本 主权 及 其 重 数 , 在 表示 空间 中 包含 哪些 状态 基 和 生成 元 在 这 些 状 态 基 
中 的 矩阵 元 . 当权 的 重 数 比较 高 时 , 计算 会 变 得 相当 复杂 , 而 且 复 杂 程度 会 依赖 于 对 
重 权 的 状态 基 的 选择 , 但 是 不 会 产生 原则 上 的 困难 . 方块 权 图 方法 有 两 个 基本 的 缺 
点 : 一 是 在 一 个 不 可 约 表示 中 权 的 分 布 不 直观 . 对 2 秩 李 代数 , 这 缺点 可 用 平面 权 
图 方法 克服 . 二 是 状态 基 的 物理 背景 和 重 权 的 产生 原因 不 清楚 . 我 们 知道 , 在 物理 
中 状态 基 常 与 粒子 波 函 数 相 联系 的 , 它们 可 能 是 同一 能 级 简 并 的 定 态 波 函 数 , 也 可 
能 是 具有 某 种 对 称 性 的 不 同 粒子 的 状态 等 . 物理 学 中 了 解 这 些 状态 基 的 构造 , 即 波 
函数 的 具体 形式 是 十 分 重要 的 事 . 但 方块 权 图 除了 告诉 我 们 这 些 状 态 基 对 应 的 权 和 
生成 元 对 这 些 状态 基 的 作用 规律 外 , 没有 对 波 函 数 形式 提供 信息 .在 后 面 几 章 , 我 
们 将 对 物理 中 常见 的 李 群 , 研究 波 函 数 的 性 质 . 


* 八 、 平 面 权 图 


对 2 秩 李 代数 , 权 只 有 两 个 分 量 , 可 以 把 一 个 不 可 约 表示 所 包含 的 权 及 其 重 数 
在 一 个 平面 直角 坐标 系 中 直观 地 画 出 来 , 这 就 是 平面 权 图 ， 对 于 根 矢 基 和 权 矢 其 ， 
我 们 采用 过 两 种 表象 . 一 种 是 采用 正 交 归 一 的 矢 基 基 , 在 生成 元 取 嘉 当 - 外 尔 基 时 
以 这 样 的 基 表 达 根 矢量 和 权 矢 量 . 另 一 种 是 以 基本 主权 w, 为 基 , 根 矢量 和 权 矢 量 
的 分 基 都 是 整数 , 但 矢量 基 w, 一 般 不 是 正 交 归 一 的 , 如 式 (7.143) 所 示 . 在 用 一 个 
平面 直角 坐标 系 把 权 矢 其 表达 出 来 时 , 取 第 一 种 表象 比较 方便 . 即使 采用 基本 主权 
w, 为 基 , 也 先 要 把 基本 主权 在 第 一 种 表象 中 的 分 量 算 出 来 , 画 在 平面 直角 坐标 系 
H, 然后 以 基本 主权 为 基 , 选用 斜 坐 标 系 . 

对 As 李 代数 [SU(3) 群 ), 按照 式 (7.69)、(7.72)、(7.75)、(7.83) 和 (7.84), SU(3) 
群 自身 表示 生成 元 取 为 (请 与 附录 24 比较 ) 


H, = VIT = /2Ts, H = VTP = VIR, 
Ea = Ela = TÜ) +T =T +i, Ep = Els = TI) +T = Ta + ils, 


Ey = Ety= TẸ +T = Ts + iTr 
(7.181) 
写成 矩阵 形式 
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[Hi, Ea] =0 [H2, Ea] = VŽ Ea, 
[m, z JRE [Hz, Eg] = V173 Ep, 
[Hi, Ey) = V3/2Ey, [Ha, Ey] = -1/2 Ey 
== 2 es, 
r2 = y = v/2 e) - /1/2 ez, (7.182) 
= /3/2ei+ yI/2 e2 = ri +r2 
其 中 , a 和 是 素 根 , B EER. 


Ijk = —2 (ajak + BiBk + YjYk) = 一 6 Ojk (7.183) 


As 李 代数 的 嘉 当 和 矩阵 4 及 其 道 矩阵 AT! 为 
2 =1 -二 上 2 1 
全 


两 个 基本 主权 是 
wi = qn +ra) = VI er + /1/2 e2, 


£ 
w=3 (Tı + 2r2) = V2/3 el 


若干 表示 的 平面 权 图 见 图 7.6. 按 物理 上 的 习惯 , 对 SU(3) 群 的 平面 权 图 , 取 el WY 
纵 轴 方 向 , ez 沿 横 轴 方向 - 

对 李 代数 B> ==C2 [ 群 SO(5)~USp(4)], 按照 式 (7.93)、(7.95)~(7.97), SO(5) Ë 
的 自身 表示 生成 元 取 为 . 


一 人 >， H> = Ty, 


(7.184) 


j y L 1 š š 
En = 3 {Tz — iTi3 — iTu - Ta}, Ea= > {Tzs — iTia +iTz4 + Tia}, 


1 ç L 
Ep = [its — ins), En = Vits — iT3s} 
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e 
e e 
GD | G, wg ©D Cae ati 
w ez (0,0): mı ez 
> — 
EN a ato a GD) (00> (2,D) 
o, i ， 
(LDe e(1,2) 
(1) (1,0) (2) (0,1) (3) 1,1) 
el el 


(3,3) (1,2) (1,1) (3,0) 
. . . . 


(1) (040) (2,1) 


BI e2 


. . 
aD 83 


(4) (3,0) (5) (0,3) 


图 7.6 SU(3) 群 若干 表示 的 平面 权 图 
对 应 负 根 的 生成 元 为 相应 正 根 生成 元 的 转 置 共 轿 . 由 对 易 关 系 式 (7.94) 算得 
Bh, Er] = En, [Ho, Er] = -bE,, 
[Hi, Ea] = Ea, [H2, Ea] = Ea, 
[H1, Ep] = Ep, [Ho, Ep) = 0, 
li, Er,] =0, IE, Er,] = Er 
Ti =e; es, T2 = e2, 


(7.185) 
a =e; + e2 = ri +2r2, B=e=ri+r2 
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其 中 , ri 和 72 ERIR, a 和 8 EER. 
Iik = —2 ((ri); (ri) + (r2); (r2)k + ajak + B;Bk] = 一 6 5ik (7.186) 
B> 李 代 数 的 嘉 当 和 矩阵 4 RHG A-| 为 


4-( ° a a(i D (7.187) 
= y j 1 1 


两 个 基本 主权 是 
0 二 TI 二 72 二 el) w= iri +ra = 3 (e +e2) (7.188) 
SO(5) 群 基本 表示 (1,0), (0,1) 和 伴随 表示 (0,2) 的 平面 权 图 见 图 7.7. 
e e G2) e (0,2) 
(1,2) 
(LD (0,1) 
° ° 
(0,0) (1,0) e + w el 
e 
° ° 
oD | GD az 
(0,2) (2,3) 
(1) 基本 表示 (1,0) (2) 基本 表示 (0, 1) (3) 伴随 表示 (0,2) 


图 7.7 SO(5) 群 若 干 表示 的 平面 权 图 
G> 李 代数 的 嘉 当 矩阵 4 及 其 逆 矩 阵 AT! 为 


4-( 2 Se = (3 ;) (7.189) 
-3 2 3 2 


素 根 中 , r 是 长 根 , ro 是 短 根 . 根据 式 (7.180), 选 定 素 根 的 适当 取向 , 得 G; 李 代数 
的 全 部 正 根 为 
= 2 e2， 


r2 = V1/6 e1 — /1/2 e2, 

rı +r2 = /1/6 ej + /1/2 ez, 
Tri 十 2rz = /2/3 e), 

rı + 3r2 = ,/3/2 e) — V1/2 es, 
2rı +3r2 = ,/3/2 e1 + /1/2 e> 


(7.190) 
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由 此 算出 基 林 型 和 基本 主权 为 


gik =— }_ ajar 一 一 8 6k (7.191) 
acA 
wi = 2r; + 3r2 = V3/2 ej + V1/2 ex, az = ri +2r2 = /2/3e, (7.192) 
G> 李 代数 的 若干 表示 的 平面 权 图 见 图 7.8. 


(1) 基本 表示 (0,1) (2) 伴随 表示 (1,0) (3) 表示 (0,2) 


图 7.8 G 李 代数 若干 表示 的 平面 权 图 


7.7 克 莱 布施 - RER 


两 个 不 可 约 表示 的 直 乘 一 般 是 可 约 表示 , 它 可 分 解 为 若干 个 不 可 约 表示 的 直 和 . 
这 直 和 称 为 克 莱 布 施 - LERH, 而 约 化 这 可 约 表 示 的 相似 变换 矩阵 元 素 称 为 克 莱 
布施 - 戈 登 系数 . 本 节 将 引入 主权 图 的 方法 来 计算 单纯 李 代 数 直 乘 表示 的 克 菜 布 
施 - 戈 登 级 数 和 克 莱 布 施 - KERM. 
一 、 定 义 和 基本 方法 

在 单纯 李 代数 的 紧 致 实 形 里 , 不 可 约 表示 取 么 正 表 示 , 两 不 可 约 表示 的 直 乘 
A = DMW x DM? 还 是 么 正 表示 , 可 取 么 正 的 相似 变换 CMOUMO 把 它 约 化 


(ee) (pa x pue) guum = 个 a DM (1.193) 
M 


am 是 表示 M 在 直 乘 表示 约 化 中 的 重 数 . CMOM? 是 (MVM) 维 矩 阵 ， 
行 指标 为 MOMO, 列 指标 为 M,(7),m. r 用 来 区 分 约 化 中 的 重 表示 . dM 中) 是 
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表示 MO 的 维 数 , i = 1,2. 直 乘 表 示 空 间 的 状态 基 是 参加 乘积 的 两 表示 空间 的 状 
态 基 的 直 乘 . 每 个 子 空间 的 状态 基 在 生成 元 作用 下 满足 


H, |M®, mü) = mË IM®, m®), 

F (i) 
E, IM), mO) = |M), m® + ry) Dogn jm (En) 
F, |M), m®) =Ü IM), ma 一 mp) DM, ymo (Fa) 


式 中 对 重 权 态 求 和 . 通常 把 标记 表示 的 符号 MO 和 MO) 省 略 


MMO)rmO)PMGO m) = |m())|m()) (7.194) 
约 化 后 的 状态 基 表 为 
HM,(),m)= Y mm) CM Ma, M.C) (7.195) 
mO, moa 


式 (7.195) ERA AH A ETR ARR ERAR ER -KERM 
的 最 常用 的 方法 . 生成 元 TA P[NOBRUE3E Hu 为 , 和 Fu 它们 对 状态 基 的 作用 如 
下 式 所 示 

IAM, = Y $ (Iam) m) + Im) (14m) cau 


mD m3), M, (r), m 


mO), ma) 
(7.196) 
当 IA 取 H, 时 , 由 式 (7.196) 得 
) 
(m) + m®) MYM Mm = CMO MO, Mmm 
OM MD Mm=0 H m # mÜ) +m) (7.197) 


即 组 合 前 后 权 矢 基 相 加 , m = mO) + m(2). 这 是 式 (4.137) 的 推广 , 不 同 在 于 , 现在 
可 能 有 重 权 , 当 OMD Ma My oj 的 行 (或 列 ) 指标 确定 后 , 不 为 零 的 矩阵 元 素 可 
能 不 止 一 个 . 

当 I4 取 E, BÈ Fu 时 , 由 式 (7.196) 得 


PDM CD MG 


Mt 
TA)mmay Cm M®,M,(r),m 
mü) =m Frs 


MG) (1) M 
+ > DM (IA)mema CO Mar Mm (7.198) 
mm Fr 


MO M M. 
- x Cmo ma, M,e D (1A)mm 
m=miry 


其 中 , 正 负 号 中 上 面 符号 对 应 ,下面 符 号 对 应 F,,.. 
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=. 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 表示 的 特性 
设 M 出 现在 单纯 李 代数 两 不 可 约 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 , 它 
的 最 高 权 态 展开 式 为 


IIM,(),M) = Y ImO)|M — mO) Cha (7.199) 
mo 
这 里 为 了 简单 起 见 , 简化 了 克 莱 布 施 - 25 6580548. 最 高 权 态 在 升 算 符 E, fE 
用 下 得 零 . 如 果 mO 不 是 表示 MO 中 的 最 高 权 , 则 态 MO) 必 在 某 升 算 符 E, 作 
用 下 不 为 零 , 设 


E, Im()) =a |m + rp) +- 
省 略 的 是 重 权 的 态 . 为 了 保持 式 (7.199) 在 E, 作用 下 得 零 , R (7.199) 的 求 和 式 中 
必须 包含 另 一 项 m® + r,)|M - mO) — ry) CI sr 其 中 
E, |M — mY) — r) =b |M — m())) 


且 满 足 


act +b C =0 


mr, 
这 过 程 要 一 直 继续 下 去 , 直到 mO 变 成 表示 MO 的 最 高 权 MU. 这 就 是 说 , 在 
R (7.199) 的 展开 式 中 一 定 包含 mO = MW 的 项 , 此 时 M — mO) = M — MO， 
它 必须 是 表示 MO 中 的 一 个 权 mO). FEER (7.199) 的 展开 式 中 也 一 定 包 含 
mO = MO 的 项 . 于 是 有 

M = M” + m® = mÜ) + M) (7.200) 


式 (7.200) 是 在 克 莱 布 施 - KERR H DB nk L M 要 满足 的 必要 条 件 . 
在 两 表示 MO 和 MO 的 直 乘 空间 中 , 最 高 权 的 状态 是 


AMCD)1MC2)》 (7.201) 


它 是 单 权 . 因此 , 在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 一 定 出 现 一 个 重 数 为 1 的 表示 Mi, Ë 
等 于 乘积 表示 最 高 权 之 和 


Mı =M + MO) (7.202) 
在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 出 现 的 其 他 表示 M 满足 
Mi-M=X core, c=) cs, (7.203) 


< 称 为 表示 M 在 克 菜 布施 - 戈 登 级 数 中 的 序号 . 规定 在 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 的 
表示 按 序号 自 小 至 大 排 起 来 , 序号 相同 的 表示 排列 次 序 任意 . 
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=. 主权 图 方法 


研究 单纯 李 代数 两 不 可 约 表示 直 乘 分 解 主要 包括 三 个 互相 关联 的 内 容 . 一 是 确 
定 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 , 要 研究 级 数 中 出 现 哪些 表示 和 它们 的 重 数 . 二 是 计算 这 些 
表示 最 高 权 态 的 展开 式 . 当 这 表示 的 重 数 为 1 时 , 最 高 权 态 允许 自由 选择 一 个 相 因 
+, 通常 选择 最 高 权 态 展 开 式 中 mO = MO 的 项 (至 少 是 其 中 的 一 项 ) 系数 为 正 
实数 . 当 这 表示 的 重 数 大 于 1 时 , 最 高 权 态 还 允许 做 适当 的 线性 组 合 . 实际 计算 发 
现 , 一 般 都 可 以 通过 选择 适当 的 相 因子 或 适当 的 线性 组 合 使 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 都 
是 实数 . 若 MM = MO), 当 约 化 后 的 表示 M 重 数 为 1 时 , 克 莱 布施 - KERHA 
Im0)) 和 mO) 交换 有 确定 的 对 称 性 , 当 重 数 大 于 1 时 , 可 以 选择 状态 基 的 适当 组 
合 , 使 克 莱 布 施 - RERI m) 和 m) 交换 有 确定 的 对 称 性 . 通常 把 这 样 的 
表示 称 为 对 称 表示 或 反对 称 表示 . 三 是 由 最 高 权 态 的 展开 式 出 发 用 降 算 符 作用 , 计 
算 其 他 权 态 的 展开 式 . 这 些 问题 可 以 通过 主权 图 方法 得 到 解决 . 

首先 , 在 MO 表示 空间 中 寻找 所 有 满足 下 面条 件 的 mO), 它 与 MW 相 加 会 
得 到 主权 M, 这 些 M 就 是 有 可 能 在 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 出 现 的 表示 的 最 高 权 . 
把 它们 按 序号 c 自 小 至 大 排列 起 来 , 补 以 重 数 am. 计算 克 莱 布施 - KERRIE 
要 计算 这 些 重 数 am. 这 些 重 数 是 非 负 整数 , 但 可 以 为 零 . 

其 次 , 从 序号 为 零 的 表示 Mi 开始 , 它 的 重 数 am, 是 1, 最 高 权 态 为 


IIMi,Mi) =IMO)|MO), RM = MÜ) + MÜ) (7.204) 


计算 这 表示 的 方块 权 图 , 确定 这 表示 中 包含 的 各 主权 M 的 重 数 . 如 果 需 要 计算 克 
莱 布施 - RARR, 则 可 通过 降 算 符 作用 计算 这 表示 其 他 状态 的 展开 式 . 各 主权 M 
的 重 数 也 可 在 有 关 书 中 (如 文献 [13]) 查 到 . 

然后 对 序号 为 1 的 权 M2, 计算 它 在 直 乘 空间 的 重 数 和 在 表示 M. 表示 空间 
的 重 数 之 差 , 其 差 数 就 是 表示 Mo 在 克 莱 布 施 - 丰登 级 数 中 的 重 数 aM,. 依 此 类 
推 , 表示 M 在 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 的 重 数 am, 等 于 在 直 乘 空 间 中 它 的 重 数 , 减 
去 已 经 出 现在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 的 各 表示 的 表示 空间 中 它 的 重 数 之 和 . 把 各 主 
权 在 直 乘 空间 和 在 约 化 后 各 表示 空间 中 的 重 数 排列 成 表 , 称 为 直 乘 表示 约 化 的 主权 
图 , 由 它 可 以 方便 地 计算 直 乘 表示 约 化 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 . 
主权 图 包括 如 下 内 容 : 从 纵向 看 , 从 M 开始 , 在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 出 现 
的 每 一 个 表示 M 占据 一 列 , 列 出 该 表示 包含 的 各 主权 及 其 重 数 , 重 数 为 1 省 略 . 最 
左面 一 列 列 出 表示 乘积 空间 各 主权 的 重 数 及 其 外 尔 轨道 长 度 (0.5.). 它们 的 乘积 之 
和 就 是 乘积 空间 的 维 数 (MOMO). 对 每 一 个 表示 M, 各 主权 的 重 数 与 外 尔 
轨道 长 度 乘积 之 和 就 是 该 表示 的 维 数 . 把 这 些 维 数 都 列 在 主权 图 中 , 可 检查 计算 得 
的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 的 正确 性 . 

第 三 , 对 在 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 出 现 的 表示 , 它 的 最 高 权 态 有 两 种 计算 方法 . 
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一 是 根据 式 (7.123), 要 求 所 有 升 算 符 E, 作用 得 零 , 然后 归 一 化 . 另 一 是 根据 属 不 
等 价 不 可 约 表示 状态 基 正 交 的 条 件 , 要 求 它 与 所 有 已 经 出 现在 克 莱 布 施 -RER 
中 的 各 表示 的 相同 权 的 状态 基 正 交 . 有 了 最 高 权 态 的 展开 式 , 就 可 通过 降 算 符 作用 
计算 这 表示 其 他 状态 的 展开 式 . 

最 后 , 因为 前 面 的 计算 错误 会 直接 影响 后 面 的 计算 , 所 以 计算 过 程 中 每 一 计算 
结果 都 要 做 检验 ， 对 每 一 个 状态 基 的 展开 式 (7.195), 应 该 检查 等 式 各 项 权 之 和 是 
否 相同 , 检查 此 展开 式 是 否 归 一 , 与 已 得 到 的 相同 权 的 展开 式 是 否 正 交 , 4 M = 
MO 时 , 检查 此 展开 式 是 否 满足 需要 的 对 称 性 , 检查 对 称 展开 式 的 总 数 是 否 等 于 
d(M(D))|q(M (D) +1)/2, 反对 称 展开 式 的 总 数 是 否 等 于 a(MO)|d(M (D) — 1]/2. 

第 四 章 中 我 们 研究 过 SU(2) 群 克 莱 布施 - 戈 登 系数 的 对 称 性 质 (4.143). 这 些 
对 称 性 质 有 一 定 的 普遍 意义 , 但 由 于 单纯 李 代数 的 表示 中 存在 重 权 , 使 公式 变 得 比 
较 复杂 . 附录 30 做 了 一 些 简单 介绍 . 


、SU(3) 群 表示 的 直 乘 分 解 


从 本 小 节 开始 , 我 们 通过 例子 来 说 明 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 和 系数 的 计算 方法 . 
SU(3) 群 (As 李 代数 ) 的 若干 表示 的 方块 权 图 已 列 于 图 7.3. 先 算 两 个 基本 表示 的 
直 乘 分 解 : (1, 0) x (0,1). 

由 图 7.3 可 知 , 在 直 乘 表示 空间 只 有 两 个 主权 , (1,1) 和 (0,0). 主权 (1,1) 的 外 
尔 轨道 长 度 是 6, 它 是 直 乘 表 示 空间 的 最 高 权 , 因而 表示 (1,1) 一 定 出 现在 克 莱 布 施 
- 戈 登 级 数 中 , 且 重 数 为 1. 主权 为 (0,0) 的 外 尔 轨道 长 度 是 1, 它 在 直 乘 表示 空间 
的 状态 基 有 三 个 


1(1,0), (1,0))1(0, 1), (T,0)), 1(1,0), (T, 1))1(0, 1), (1, D), 1(1,0), (0, T))1(0, 1), (0, 1)) 
因为 在 表示 (1,1) 中 主权 (0,0) 是 二 重 权 , 所 以 在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 表示 (0,0) 
的 重 数 是 3 — 2 = 1. 这 样 , 计算 得 SU(3) 群 两 个 基本 表示 直 乘 分 解 的 主权 图 如 图 
7.9. 方 框 里 的 填 数 是 主权 , 方 框 右上 角 的 数字 是 该 主权 的 重 数 , 重 数 为 1 时 省 略 . 最 
下 面 一 行 是 表示 直 乘 分 解 的 克 菜 布施 - KERR. 

O.S.x 重 数 
6x1 1,1 


1x3 0,0 0,0 


9 = 8 F 1 
(1,0) x (0,1) = (1,1) + (0,0) 


图 7.9 ”SU(3) 群 直 乘 表 示 (1,0) x (0,1) 分 解 的 主权 图 


-312- 第 七 章 “” 李 群 和 李 代数 


表示 (1,1) 的 最 高 权 态 展开 式 为 
(0, ,0,1D)) = (2,0), (2,0))1(0, 1), (0, 1)) 
可 由 方块 权 图 ( 见 图 7.3) 计算 其 他 状态 的 展开 式 


中, ,2)) = P, 111,1), (1, 1) = 1(1,0), (T, 1))1(0, 1), (0, 1)), 
10, D; (2D) = F II, 1), (1 3) = 11,0), (1, 0))10, 1), 1, D), 
I, 1), (0,0)) = VT72F; 1101,1), (2, D) 
= v12 {|(1,0), (1, 0))1(0, 1), (T,0)) + (1,0), (T, 1))1(0, 1), (1, D)}, 
14,9, (0,02) = /2/3 Í ylü,1),G,2) = VTZA, 1), (0,0)1)} 
= V273 {1(1,0), (T, 1))1(0, GD) + (1, 0), (0, T))1(0, 1), (0, 1))} 
— 1⁄6 {1(1,0), (1, 0))1(0, 1), (T, 0)) + I(1, 0), (T, 1))1(0, 1), (1, D))} 
= „T76 {—\(1,0), (1, 0))1(0, 1), (T, 0)) + I(1,0), (T, 1))1(0, 1), (1, D) 
+2 |(1,0), (0, T))1(0, 1), (0, 1))}, 
I, 9, (2 D) = /1/2F, II, 1), (0,0)) = |(1,0), (7, 1))1(0, 1), (T,0)), 
IlG, 1), 0,3) = VŽ P> IIC, 1), (0,0)1) = |(1,0), (0, 1))1(0, 1), (1, D), 
I6, D, £D) = F 111,1), 1,9) =10,0), (0, 5)1(0, 1), (T, 0)) 


表示 (0,0) 是 一 维 表 示 , 状态 展开 式 可 根据 条 件 (7.123) 计算 


11(0,0), (0,0)) = clG0) (1, 0))1(0, 1), (T, 0)) + c2|(1, 0), (,1))1(0,1),,1)) 
+cs|(1,0), (0, D))|(0, 1), (0, 1)) 


要 求 在 升 算 符 作用 下 得 零 , 有 


Ei ||(0, 0), (0,0)) = cil(1,0), (1,0))|(0, 1), (1, D) + c2l(1,0), (1,0))1(0, 1), (1, D) = 0, 
E2l|(0, 0), (0,0)) = c2l(1,0), (T, 1))1(0, 1), (0, 1)) + cl(1,0), (1,1))1(0,1), (0, 1)) = 0 


解 得 cl = -ca = cs = V173. 注意 , 三 个 权 为 (0,0) 的 状态 基 都 互相 正 交 . 

再 算 两 个 伴随 表示 (1,1) 的 直 乘 分 解 . 这 是 物理 学 中 常用 的 一 个 公式 按照 
图 7.3, 在 直 乘 表示 空间 出 现 的 主权 有 (2,2), (3,0), (0,3), (1,1) 和 (0,0), 它们 的 重 
数 分 别 是 1, 2, 2, 6 和 10, 外 尔 轨 道 长 度 分 别 是 6, 3, 3, 6 和 1. 因为 参加 直 乘 的 两 个 
表示 是 相同 的 , 下 面 列举 主权 对 应 的 独立 状态 基 时 , 省 略 因 m) 和 m) 交换 得 
到 的 状态 基 . 

在 这 些 主权 中 , 除了 (2,2) 外 , 以 其 他 主权 作为 最 高 权 的 不 可 约 表示 , 它们 的 方 
块 权 图 都 已 列 出 在 图 7.3, 它们 分 别 包含 哪些 主权 及 其 重 数 都 已 经 清楚 . 表示 (2,2) 
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的 方块 权 图 的 计算 见 附录 31, 由 计算 结果 知 表 示 (2,2) 包含 各 主权 (2,2), (3,0), 
(0,3), (1,1) 和 (0,0) 的 重 数 分 别 是 1, 1, 1, 2 和 3. 由 图 7.3 SI, 表示 (3,0) 包含 各 3 
权 (3,0), (1,1) 和 (0,0) 的 重 数 都 是 1, 表示 (0,3) 包含 各 主权 (0,3), (1,1) 和 (0,0) 
的 重 数 都 是 1, 表示 (1,1) 包含 主权 (1,1) 和 (0,0) 的 重 数 是 1 和 2, 表示 (0,0) 只 包 
含 一 个 单 主权 (0,0). 这 样 , 计算 得 SU(3) 群 两 个 伴随 表示 直 乘 分 解 的 主权 图 如 图 
7.10. 最 下 面 一 行 是 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - RERA, 下 标 S 和 A 描写 该 表示 
的 状态 展开 式 关 于 乘积 状态 交换 的 对 称 性 . 


主权 | 重 数 独立 状态 基 
l0,1))10,1)), 
2 10, 1))1(2, D), 
(0,3) | 2 10, D), 2)), 
6 | IC, 1)10,0)1), 1, 1))1(0,0)2), 1T, 2))1(2, D)), 
(0,0) | 10 | 10,1)1(,1), 2DE D) 1(0,2)10,2), 
l(0,0).)1(0,0)), a,b = 1,2. 


O.S. x 重 数 
6x1 2,2 
3x2 3,0 3,0 
3x2 0,3 0,3 
š HET EX 2 
6x6 tt 1,1 1,1 Li 
3 L2 
1x10 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 
64 = 22 + 10 + 10 + 2x8 + 1 


(1,1) x (1,1) = (2,2)s + (3,0)a + (03)A + (1,1)s+(1,1)a + (0,0)s 


7.10 SU(3) 群 直 乘 表示 (1,1) x (1,1) 分 解 的 主权 图 
下 面 计算 各 表示 的 最 高 权 态 展开 式 . 由 式 (7.204) 得 表示 (2,2) 最 高 权 态 为 
11(2,2), (2,2)) = 11, DG, D)) 
表示 (2,2) 的 状态 展开 式 对 两 乘积 状态 交换 是 对 称 的 . 其 他 表示 最 高 权 态 的 展开 式 
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可 用 条 件 式 (7.123) 来 计算 . 设 表示 (3, 0) 和 (0, 3) 的 状态 展开 式 为 
上 (3,0), (3,0)) = a1 |1,1) |2, T) + az |2. 了 |1,1), 
ll(0,3),(0,3)) = b1 |1, 1) |T, 2) + b IT, 2) 11,1) 
用 升 算 符 作用 得 
E> ||(3,0),(3,0)) =a) |1, 1)|1,1) + az |1,1) |1, 1) = 0, 
E ||(0,3), (0,3)) = bı |1,1) |1,1) +bi |1,1) |1,1) = 0 
解 得 a) = -oz = bi = ~b = /1/2. 表示 (3, 0) 和 表示 (0, 3) 的 状态 展开 式 都 对 两 
乘积 状态 交换 是 反对 称 的 . 


表示 (1,1) 在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 出 现 两 次 . 在 乘积 表示 空间 权 为 (1,1) 的 
态 出 现 四 次 . 在 E) 作用 下 为 零 的 乘积 状态 组 合 有 四 组 


|1,1) |(0,0)2) , |1,1) I(0,0)1) — vZ |1,2) 12, T), 
1(0,0)2) |1,1) , |(0,0))) 11,1) — VZ |2, T) 1T, 2) 
进一步 要 求 在 E, 作用 下 为 零 , 这 样 的 组 合 有 两 组 
—l1,1)|(0,0)ə) + V311, 1)1(0,0)1) — V6I 2)12, T) 十 21(0,0)2)11, 1), 
21, 1)|(0, 0)2) — v62, DI, 2) + V31(0,0)1)11, 1) — |(0, 0)2)11, 1) 
把 它们 组 合成 对 称 和 反对 称 的 形式 , 归 一 化 后 作为 两 个 表示 (1, 1) 的 最 高 权 态 展开 
R, 并 分 别 标 以 下 标 5 和 A 
I, 1), (1, 1))s = /1/20 {v3 |1, 1) |(0,0)) + |1, 1) |(0,0)2) — v6 |T, 2) |2,1) 
— 6 |2, T)IT, 2) + |(0,0)2) |1, 1) + V3 |(0,0)1) |1,1)}, 
II, 1), (1, 1))a = /1/32 { |1, 1) |(0,0)i) — v3 11,1) 1(0,0)2) — V3 IT, 2) |2, T) 
+v2 |2, T) |T, 2) + V3 |(0,0)2) |1, 1) — |(0,0)1) 11,1)} 
恒 等 表 示 (0, 0) 是 对 称 表 示 , 它 的 状态 展开 式 经 计算 为 
11(0,0), (0,0)) = V178 { 11,1) 17,1) — |T, 2) 11,2) — 12, T) Z, 1) + |(0,0):) 1(0,0)1) 
+I|(0,0)2) |(0,0)2) — |2, 1) 12, T) — 11,2) |T, 2) + |T, T) |1,1)} 
E. G, 李 代数 表示 的 直 乘 分 解 


讨论 G; 李 代数 直 乘 表示 (0, 1) x (0, 1) 的 分 解 . 根据 表示 (0, 1) 的 方块 权 图 (W, 
图 7.5), 在 直 乘 表 示 空 间 里 出 现 的 主权 有 (0,2), (1,0), (0,1) 和 (0,0), 它们 的 重 数 分 
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别 是 1, 2, 4 和 7, 外 尔 轨道 长 度 分 别 是 6, 6, 6 和 1. 因为 参加 直 乘 的 两 个 表示 是 相 
同 的 , 下 面 列 举 主权 对 应 的 独立 状态 基 时 , 省 略 因 m) 和 |m)) 交换 得 到 的 状态 
基 . 


主权 | 重 数 | 独立 状态 基 

(0,2) 1 1(0, 1))1(0, 1)), 

(1,0) 2 10% DIG, D), 

(0,1) 4 10, 10,0), 10, DIC, 2), 
(0,0) 7 1a, DIG, D), 10, DIA, D), 


1,2), 2), 10, 0))1(0,0)) 
乘积 表示 空间 最 高 权 等 于 参加 乘积 的 两 表示 最 高 权 相 加 
II(0,2),(0,2)) = (0, 1), (0, 1))|(0, 1), (0, 1)) = |(0, 1))1(0, 1)) 
图 7.8 给 出 了 表示 (0,2) 的 平面 权 图 . 从 图 中 知道 , 表示 (0,2) 包含 四 个 主权 , (0, 2) 


和 (1,0) 是 单 权 , (0,1) 是 二 重 权 , (0,0) 是 三 重 权 . 由 此 可 画 出 直 乘 表示 分 解 的 主权 
图 ( 见 图 7.11). 


O.S. x 重 数 
e= 
6x1 0,2 
6x2 1,0 1,0 
S I 
6x4 0,1 0,1 0,1 
3 I 2 

1x7 0,0 0,0 0,0 0,0 

49 m 27 $ 14 Ẹ 7 * £ 


(0,1) x (0,1) = (0,2)s + (1,0)a + (0,1)a + (0,0)s 


图 7.11 G2 李 代数 直 乘 表示 (0,1) x (0,1) 分 解 的 主权 图 


根据 升 算 符 作用 得 零 的 条 件 , 可 算出 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 出 现 的 各 不 可 约 表 
示 的 最 高 权 态 展 开 式 . 主权 (1, 0) 有 两 个 独立 态 , 要 求 E> 作用 为 零 , 得 最 高 权 态 的 
展开 式 为 


18,0), (1,0) = /1⁄2 {1(0, D)G, D) — 10,D)0,1)) 
表示 (1,0) 对 乘积 状态 交换 是 反对 称 的 . 主权 (0,1) 有 四 个 独立 态 . 在 E 作用 下 为 
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零 的 组 合 有 两 组 
1(0, 1))1(0,0)) — V2 |0,D)G,2), V2 10, 210, D) — 10, 0)) |(0,1)) 
进一步 要 求 E, 作用 为 零 , 归 一 化 后 得 


11(0, 1), (0, 1)) = /1/6 {1(0, 1))1(0,0)) — /2 |ü,1))1G,2)) 
+V3 |(T, 211, T)) — I(0,0))1(0, 1))} 


表示 (0,1) 对 乘积 状态 交换 也 是 反对 称 的 . 最 后 , 恒 等 表 示 (0, 0) 的 状态 基 展 开 式 
对 乘积 状态 交换 是 对 称 的 


ll(0,0),(0,0)) = V177 {1(0, 1))1(0, D) — I, DIG, D) +1(,2))10,2)) 
—1(0, 0))1(0, 0)) + (1, 2), 2)) = I(T, 2), D) + 10, ))1(0, 1)) } 


其 他 状态 基 的 展开 式 可 用 降 算 符 作用 得 到 . 
3 题 


1. 由 根 a 和 8 组 成 的 根 链 a + n8, —q < n < p, REKEN p+ q + 1. 证 明 单纯 李 代数 
的 根 链 长 度 不 大 于 4. 

2. 画 出 C2 李 代数 的 两 个 基本 表示 (1,0), (0,1) 和 伴随 表示 (2, 0) 的 方块 权 图 和 平面 权 图 . 

3. 计算 C; 李 代数 直 乘 表示 (1,0) x (1,0) 分 解 的 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 和 克 莱 布施 - KE 
系数 . 

4. 计算 C2 李 代 数 直 乘 表示 (0, 1) x (0,1) 分 解 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 和 克 莱 布 施 - LE 
系数 . 

5. O, 李 代数 的 素 根 还 可 以 用 式 (7.85) 给 出 的 《十 1 个 基 V; 表 出 


y=Vi-Vin, 1<ijg(-1), re= Ve- $ (VIFT -1) Vena 


试 计算 Ce 代数 的 基本 主权 wy 和 全 部 根 矢量 [可 利用 式 (7.116) 的 结果 ] 
à 
6. 利用 起 (7.145) 分 别 计算 SO(N) 群 如 下 各 最 高 权 表示 M = Y Mawn 的 二 阶 卡 西 米 
1 
尔 不 变量 Ch (M): 


(DDN=20+1 和 RM=》 (X, - Auti) wu +2Aewe , 
prr 
(2) N=2+1 A M = Mw +w, 
n 
(G) N=22 ü M =Y Or Auti) Wwa + Nest Au, 
= 


(N=2 和 M = Xun + we. 
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7. 计算 G> 李 代数 直 乘 表示 (1,0) x (1,0) 和 (1,0) x (0, 1) 分 解 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 和 
级 数 中 出 现 的 各 表示 最 高 权 态 的 展开 式 , 其 中 各 有 关 表 示 维 数 , 外 尔 轨 道 长 度 (O.5.) 和 包含 各 
主权 重 数列 于 下 表 - 


表示 | 维 数 | os. | (00) (OD (0 (2 (LD) (03) (2,0) 


8. 计算 Fa 李 代数 直 乘 表 示 (0,0,0, 1) x (0,0,0, 1) 分 解 的 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 和 级 数 中 出 
现 的 各 表示 最 高 权 态 的 展开 式 , 其 中 各 有 关 表 示 维 数 ， 外 尔 轨道 长 度 (O.S.) 和 包含 各 主权 重 数 
列 于 下 表 . 
表示 
(0,0,0,0) 
(0,0,0,1) 
(1,0,0,0) 
(0,0,1,0) 
(0,0,0,2) 
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SU(N) 群 是 紧 致 的 单纯 李 群 , 它 的 李 代数 是 An 方块 权 图 方法 可 以 计算 单 
纯 李 群 不 可 约 表示 状态 基 的 权 和 生成 元 在 这 组 状态 基 里 的 表示 和 矩阵, 但 对 状态 基 的 
波 函 数 形式 没有 提供 具体 信息 . 本 章 研究 SU(N) 群 张 基 空 间 的 约 化 , 用 杨 算 符 方法 
确定 它 的 不 可 约 张 量子 空间 , 计算 这 些 张 量 子 空间 中 的 独立 和 完备 的 张 量 基 , 并 与 
方块 权 图 方法 结合 起 来 , 把 这 些 不 可 约 张 量 基 正 交 归 一 化 , 具体 给 出 不 可 约 表示 状 
态 基 的 波 函 数 , 此 外 , 本 章 还 讨论 SUN) 群 不 可 约 表示 的 性 质 及 其 应 用 . 


8.1 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 


附录 15 已 经 一 般 地 讨论 过 张 其 的 概念 , 现在 研究 SUN) 群 的 张 量 , SUN) RE 
元 素 是 N x N EE, 它 的 变换 空间 是 N 维 复 空间 , 这 空间 的 矢 遇 有 N AA, 
在 ueSU(N) 变换 中 按 下 式 变换 


N 
Va = V! = (O,V), = 3 uoVs (8.1) 
b=1 


SU(N) BÉ) n MIKI Ton 有 个 指标 , N" 个 分 基 , 在 SU(N) 变换 u 中 , 每 个 
指标 都 像 矢 基 指 标 一 样 变换 


Taran = (OuT)a,.an = 3 tab Uanba Thi.bn (8.2) 
bib, 


也 就 是 说 , SU(N) RH n MKATA RAE 个 自身 表示 的 直 乘 表 示 . 直 乘 
表示 一 般 是 可 约 表示 . 在 第 四 章 我 们 已 经 知道 , SU(2) 群 的 任意 表示 DilSU(2)] 者 
可 以 在 自身 表示 的 多 次 直 乘 的 表示 分 解 中 得 到 , 例如 


Di/2 x DY/2 x D1⁄2 ~ D3/2 @2 DY/2 

DY/? x D1/2 x D!/? x DV?2~ D2@3 Dl! @2 D° 
因此 , 我 们 希望 在 SU(N) 群 的 张 基 空 间 约 化 中 研究 SUN) 群 的 不 可 约 表示 , 并 计 
算 不 可 约 的 张 基 基 . 
—. SU(N) 群 张 量 空间 的 分 解 


n% 阶 张 基 的 集合 构成 N” 维 张 基 空间 , 它 是 一 个 线性 空间 , 满足 线性 空间 矢 基 相 
加 和 矢量 与 数 相 乘 的 一 般 规则 . 张 基 空间 关于 SUN) 群 的 变换 是 不 变 的 , 就 是 说 ， 


8.1 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 .319 . 


张 基 空 间 的 任 一 张 基 经 任何 SU(N) 变换 u 的 作用 , 仍 属于 此 张 量 空间 . 在 SU(N) 
变换 式 (8.2) 中 , 张 基 的 每 一 个 指标 都 平等 地 按 u 抢 阵 元 素来 组 合 . 这 些 u 矩阵 是 
以 矩阵 元 素 的 形式 出 现在 式 (8.2) 中 的 , 它们 的 乘积 次 序 可 以 交换 , 从 而 使 张 量 指 标 
间 的 对 称 性 质 在 SU(N) 变换 中 保持 不 变 . 指标 有 一 定 对 称 性 质 的 张 基 构 成 的 张 基 
子 空间 也 在 SUN) 变换 中 保持 不 变 . 但 是 , 除了 全 对 称 张 基 和 全 反对 称 张 量 的 意义 
已 十 分 明确 外 , 具有 混合 对 称 性 的 张 量 的 意义 就 不 很 明确 . 例如 , 对 三 阶 张 量 , 让 前 
两 个 指标 对 称 , 再 让 后 两 个 指标 反对 称 , 此 时 前 两 个 指标 的 对 称 性 质 已 被 破坏 了 . 

张 基 指 标 之 间 的 对 称 性 质 反映 张 量 在 指标 间 的 置换 变换 已 作用 下 的 变换 性 质 . 
我 们 首先 要 明确 地 定义 置换 对 张 基 的 作用 规则 . 这 是 一 个 容易 混 清 的 问题 , 而 且 不 
同 的 文献 可 能 有 不 同 的 规定 . Sht T 经 置换 R 的 作用 变 成 新 张 量 RT = Ta, 它 的 
分 基 与 原 张 基 的 分 基 存 在 一 定 的 联系 , 这 联系 必须 满足 群 的 性 质 , 就 是 说 定义 的 变 
换 规则 对 群 元 素 乘 积 保持 不 变 . 由 于 任何 置换 可 表 为 若干 对 换 的 乘积 , 而 对 换 是 自 
逆 的 , 对 换 对 张 量 的 作用 规则 比较 容易 定义 . 对 换 (7 k) 对 张 量 T 作用 后 得 到 的 新 
IKE T 做 如 下 定义 : 它 分 基 的 第 j 个 指标 和 第 k 个 指标 交换 后 等 于 原 张 基 T 的 
相应 分 基 


[G RYT|L,,..a aaa = Tarajan an = 下 oa away an (8.3) 
举 个 简单 的 例子 , 设 
2 3 1 2 
a-( 1 a Jeli à ? )=429=0 a 
e DT larise = Tinoos =T aaia e9 
(RT),.... | = [(1 2)T'] nazas = Tararas = Tasasa) # Tasaraz 
一 般 说 来 , 设 
a= ( 2 ... ")-(" Fa °. | (85) 
Ti T2 © Tn 1 2 … n 
(RT),,..., = (Tn)... = Tan, arn 天 Tar arn (8.6) 


请 注意 , R 对 T 作用 后 , 并 不 是 把 第 j 个 指标 a; 移 到 第 r; 位 置 , 而 是 把 第 7; 个 指 
标 ar, 移 到 第 j 位 置 . n 阶 张 其 指标 之 间 的 任意 置换 RR 的 集合 构成 n 个 客体 置换 群 
Sn. n 阶 张 基 经 过 置换 的 作用 , 仍 是 一 个 n Ersk ht, 因而 n 阶 张 基 空 间 对 置换 群 
Sn 也 是 保持 不 变 的 . 

一 个 二 阶 张 其 分 解 为 对 称 张 量 和 反对 称 张 基 之 和 的 方法 是 大 家 热 知 的 


1 1 
To = z {Tas + Toa} + 5 {Tas — Toa} 
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现在 我 们 要 用 置换 算 符 的 作用 , 重新 理解 这 一 分 解 过 程 


Ta = {B+0 0) Tet de- GTw i 
2 . 
= 3 (9P +YP} = Ero 


人 恒 元 分 解 为 杨 算 符 的 组 合 . 杨 算 符 是 投影 算 符 , 它们 把 任意 二 阶 张 量 分 别 投影 成 
对 称 张 量 和 反对 称 张 量 . 这 样 的 方法 是 很 容易 推广 到 任意 阶 张 量 的 . 利用 置换 群 恒 
元 按 杨 算 符 的 展开 式 , 可 把 n 阶 张 基 分 解 为 用 杨 算 符 投影 得 到 的 有 确定 对 称 性 的 张 
HA 


1 
Taan = ET'.,..... = IL diy YO VAT a,-an (8.8) 
N K 


例如 , 一 个 三 阶 张 量 可 做 如 下 分 解 


1 1 1 x 
Tave = FVT ate + ZVP Tae + VP Taret GY Tase — (89) 


三 阶 张 基 Taue 分 解 为 四 个 张 基 之 和 , 第 一 项 是 完全 对 称 张 其 , 第 四 项 是 完全 反对 称 
张 量 , 中 间 两 项 的 张 基 具有 新 的 对 称 性 质 , 称 为 混合 对 称 张 基 ， 把 杨 算 符 作 用 到 n 
阶 张 基 空 间 T 上 , 就 把 张 量 空间 分 解 为 若干 个 张 量 子 空 间 的 直 和 


T-T- 5O 如 四 hr 四 四 加 em 
b A 


A 上 
这 里 有 几 点 需要 强调 一 下 . 第 一 , 由 于 杨 算 符 的 正 交 性 , eTA AA 

共 矢 基 , 因而 它们 作为 张 量 空间 7 的 子 空间 是 直 和 的 关系 . 第 二 , 作为 子 空间 , 前 面 
的 常 系数 dia /n! 显然 是 不 重要 的 , 而 且 容 易 证 明 , yA 也 可 略 去 

T = Sa YAT = YINYAT = YAT (8.11) 
要 证 明 两 个 空间 相等 , 就 是 要 证 明 它们 互 为 子 空间 . 因为 yT c T, 有 

ym {uT} c DT 

同 理 , YAT c 7, 

NT] 区 [yar ) cC yT 
式 (8.11) 得 证 . 同样 方法 可 证 


RT=T, ResS,. (8.12) 
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第 三 , 要 证 明 这 些 张 量子 空间 对 SUN) 变换 保持 不 变 . 

定理 一 (外 尔 互 反 性 Weyl reciprocity) ” 张 量 分 量 指标 闻 的 置换 变换 R 和 
张 量 的 SU(N) 变换 Ou 作用 次 序 可 以 交换 . 

证 明 ”证 明 的 关键 在 于 , 作为 矩阵 元 素 , ER (8.2) 中 ua 的 乘积 次 序 是 可 以 
交换 的 , 即 


(O,RT).,.... = (O,T a)... = ÈL tarbi ua, (Rose 
brbn 


= 》 tanon Uarda Tondra = (OuT)a,, ar, = (ROT),,..., Gas 
bi: b, 
证 完 . 
既然 张 基 分 基 指 标 间 的 置换 变换 可 以 和 张 基 的 SUN) 变换 交换 次 序 , 杨 算 符 
的 投影 也 可 以 和 张 量 的 SUN) 变换 交换 次 序 , 因而 属于 张 量子 空间 TiN 的 张 基 经 
SU(N) 变换 后 仍 属 此 子 空间 


o, {YNT} = VN {04T} c YNT = TH 


这 就 证 明了 这 些 张 基 子 空间 TI 对 SU(N) 变换 保持 不 变 . 

对 张 量子 空间 VET, 由 于 式 (8.12), 在 杨 算 符 右面 乘 置换 R, 不 改变 张 量 子 空 
间 . 在 杨 算 符 左面 乘 置换 , 一 般 会 使 张 基 子 空间 做 整体 的 变换 , 但 由 于 外 尔 互 反 性 ， 
它 不 会 改变 张 量子 空间 内 各 张 量 在 SU(N) 变换 中 的 相对 变换 规律 


VART =P), RYT = yPin,,T = TP (8.14) 
其 中 , R,, 是 把 正则 杨 表 VN 变 成 正则 杨 表 VA 的 置换 . 
二 、 张 量子 空间 的 张 量 基 


研究 张 量子 空间 的 完备 的 张 基 基 , 是 研究 SU(N) 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 需要 ， 
也 是 物理 上 计算 属 不 可 约 表示 的 状态 波 函 数 的 需要 .我 们 先 来 复习 一 下 矢量 基 的 
概念 , 然后 再 推广 到 张 量 基 , 并 确定 在 一 个 张 量子 空间 Ti 中 哪些 张 量 基 是 线性 无 
关 的 和 完备 的 . 

矢量 基 是 一 类 特殊 的 矢量 , 它 只 有 一 个 分 基 不 为 0, 而 等 于 1. 任何 矢量 可 按 矢 
HERF 


N N 
(Oa)a =ó, V=} Vaa,  (V)a =) Va(Oa)a=Va — (845) 
d=1 d=1 


以 实 三 维 空间 来 理解 这 些 公 式 ( 见 第 四 章 ), Ba 可 以 理解 为 固定 在 系统 上 的 动 坐标 
系 轴 向 单位 矢 其 Z, 转动 前 与 定 坐标 系 单位 矢量 重合 , 转动 中 随 系统 而 转动 。 矢 


> * 第 八 章 SU(N) # 


基 Y 和 单位 矢 基 €, 都 固定 在 动 坐标 系 中 , 它们 之 间 的 关系 不 随 转动 而 变化 , 也 就 是 
说 Va 不 随 转 动 而 变化 . (Y)。 和 Va 在 数值 上 虽然 相同 , 但 意义 是 不 同 的 . 可 以 理解 
3 (V), 是 矢量 V 沿 定 坐标 系 轴 向 的 分 量 , 它们 随 矢量 的 转动 而 变化 . V, 是 矢量 
V 沿 动 坐标 系 轴 向 的 分 量 , 它们 在 转动 中 不 变化 . 转动 前 动 坐标 系 和 定 坐 标 系 重合 ， 
因而 (V)。 和 Va 数 值 上 相等 . 

现在 推广 到 张 基 基 . 张 基 基 也 是 只 有 一 个 分 基 不 为 0( 等 于 1) HIKE, 任何 张 
基 可 按 张 基 基 展开 


(adn oa = bdiar Ôdzaz *** bdnan = (Bas )a, (Bda)az  (@4,.)., (8.16) 
Pasas = 32 Ticas (Od) Teras (8.17) 
didn 


同样 请 注意 Taran M Taran 在 意义 和 变化 规律 上 的 不 同 . 
作为 一 个 张 址 , 在 SUN) 变换 中 张 基 基 服从 张 基 的 变换 规律 式 (8.2) 


(O,Ə2a,..a aaa = 》 ua Uanbn (Bud 
提 


= tadi tands = JO (ein)a -an Ubidi `" Ubndn 
biba 


Oueu am = 37 Ohba ddd Ubndn (8.18) 
Ebe 
这 就 是 我 们 常 说 的 , 张 基 分 基 变 换 按 列 指标 求 和 , 张 最 基 变 换 按 行 指标 求 和 . 对 置换 
变换 式 (8.5), 由 式 (8.6), 张 基 基 做 如 下 变换 


(Reu do)a on = (Odi--dn)an, 


= diar bdaor ` `` Ödnar, = jariatbdraa `" Öden an = (Odry dnn) a, an 

RO, -dn = eu dr, # Oa dee (8.19) 
经 置换 R, 张 基 基 Oad, 变 成 了 另 一 个 张 基 基 Bur, drn 其 中 第 j 个 指标 dj 移 到 
了 第 r; 位 置 , 而 第 r; 个 指标 dr, 移 到 了 第 j 位 置 . 这 样 的 变换 才 满 足 群 的 性 质 . 再 
举 式 (8.4) 的 简单 例子 . 取 R= (1 2 3) = (1 2)( 3), 


(2 3)Oaiazas = Barasa Reuozos = (1 2)8ooao = Oasaas # Oasaso 


应 该 强调 , 虽然 表现 形式 有 所 不 同 , 式 (8.18) 和 (8.2) 是 统一 的 , 式 (8.19) 和 (8.6) 是 
统一 的 . 


8.1 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 .323 . 


Oaia, 是 张 量 空间 T 的 张 量 基 , 用 杨 算 符 投影 后 , VOo -a 是 张 量子 空间 
TO 的 张 量 基 . 当然 , 由 于 子 空间 Ti 的 维 数 比 T 小 , 张 量 基 YVE Oaa, P, 有 些 
会 等 于 零 , 有 些 会 线性 相关 , 对 给 定 的 张 量子 空间 T, 我 们 要 找 出 哪些 张 量 基 是 线 
性 无 关 的 , 构成 张 量子 空间 TI 的 完备 基 

首先 , 讨论 杨 算 符 对 张 量 基 的 投影 如 何 计算 和 描写 . 杨 算 符 可 表 为 模 算 符 和 纵 
算 符 的 乘积 . 横 算 符 P 是 杨 表 各 行 数字 (客体 ) 的 全 对 称 算 符 的 乘积 , 纵 算 符 Q 是 杨 
表 各 列 数字 (客体 ) 的 全 反对 称 算 符 的 乘积 . 在 计算 杨 算 符 对 张 量 基 的 作用 时 , 不 要 
把 杨 算 符 完全 展开 , 而 是 把 各 个 全 对 称 算 符 和 全 反对 称 算 符 逐个 作用 到 张 量 基 上 ， 
把 张 基 基 的 有 关 指标 全 对 称 化 或 全 反对 称 化 . 例如 ， 对 应 杨 表 刘 二 的 杨 算 


# y 作用 在 SU(3) 群 五 阶 张 量 的 张 量 基 B11233 上 , 得 


Deiss = [E+(1 2) + (1 4) + (2 4) + (1 2 4) + (2 1 4)) [E + (3 5)) 
x [E - (1 3)] [E — (2 5)] ©11233 
= [E+ (35) [E + (1 2) + (1 4) + (2 4)+ (1 24) + (214) 
x [@11233 — O13231 — O21133 + O23131] 
= 2[@11233 + O31213 + O13213] + 2 [O11332 + O31312 + O13312] 
—2 [@13231 + O31231 + O3321] — 2 [O13132 + O31132 + O33112] 
— [O21133 + O12133 + O13123 + O31123 + O23113 + O32113] 
— [O21331 + O12331 + O13321 + O31321 + O23311 + O32311] 
+H [B2131 + O32131 + O33121] 
(8.20) 
第 二 , 这 样 的 展开 式 一 般 都 很 长 , 为 了 简化 符号 , 也 为 了 便于 分 析 此 展开 式 的 性 
质 , 我 们 采用 图 解 方法 来 描写 类 似 式 (8.20) 的 张 量 基 展 开 式 . HIK YE Oasan 
把 数 a) `: a, 按照 杨 表 > 内 的 填 数 次 序 填 入 杨 图 y 中 , 就 是 说 , 在 杨 表 VA 中 填 
j 的 格子 中 填 上 aj. 用 这 样 得 到 的 杨 表 来 描写 张 攻 2 ea vans T R 例 
如 , 3X (8.20) oanez ita 二话 


1 
HRA = | 3 ri 


IKE VN Oaa, 用 如 下 张 量 杨 表 描写 


m | az | a 
ImNe。o = | oa | as | aç 
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张 量 杨 表 描 写 在 给 定 张 量子 空间 中 的 一 个 张 量 , 它 是 若干 张 量 基 Oua, 的 线 
性 组 合 . 对 于 给 定 的 杨 图 , 在 不 同 的 张 量子 空间 TI = VAT 中 , 同一 个 张 量 杨 表 描 
BERNER. 例如 , SU(3) 群 的 三 阶 张 量子 空间 YPT 和 YPT 中 , 同一 张 量 杨 
2 | 描写 不 同 的 张 量 


3 


2 


- ; 
RP HHH, ypes = = @,s ~ Ən + Ons — Orm € YPT 


113 
aya = PN "e132 = 


= O132 — O312 + O231 — B213 € yPIT 


wjf |j 
~ ~ 


它们 可 以 通过 置换 (2 3) 联系 起 来 
(2 DYPT O2 = yP'l(2 3)elz = yP'lle,ss (8.21) 


注意 , A3ETE5K Nt 1377 32 F ft k kEWRB. 
第 三 , 研究 张 量 杨 表 的 对 称 性 质 . 根据 杨 算 符 的 对 称 性 质 式 (6.66) 和 福 克 条 件 
式 (6.69) 


NQ =AQYN, yA Ë: - > (cn a} =0 (8.22) 


如 果 Qo 是 杨 表 V 的 纵向 对 换 , 描写 填 在 杨 图 y 同一 列 两 个 格子 中 数字 的 对 
换 , 那么 Qo ERAR VA 上 产生 负 号 , 而 左 乘 到 张 基 基 上 使 张 基 杨 表 中 填 信 
那 两 个 格子 的 数字 对 换 ， 因 此 , 张 基 杨 表 对 填 在 同一 列 的 数字 交换 是 反对 称 的 , 同 
一 列 有 重复 数字 的 张 基 杨 表 必 为 零 , 张 基 杨 表 的 行 数 不 能 大 于 N. 福 克 条 件 也 给 出 
张 量 杨 表 间 一 定 的 关系 式 . 例如 


yle,, = -YPI 3e,,., VPI Oase = VP (2 1) + (2 3)] Oave 


a |b c |b a |b bla alc 
=- ç = + 
€ a c c b 
(8.23) 


类 似 的 关系 在 各 种 张 其 杨 表 中 都 存在 . 在 利用 杨 算 符 对 称 性 质 建立 张 量 杨 表 的 关系 
式 时 , 我 们 只 能 在 杨 算 符 右面 乘 置换 元 素 , 因为 只 有 这 样 的 关系 才 给 出 同一 张 量子 
空间 中 张 量 间 的 联系 . 在 杨 算 符 左面 乘 置换 元 素 一 般 会 超出 此 张 量子 空间 . HER 
的 是 杨 算 符 的 横向 置换 , 则 张 量 杨 表 保持 不 变 ， 例 如 , 张 量 杨 表 VPO ER 
(1 2) 保持 不 变 , 就 是 说 它 的 展开 式 对 前 两 个 指标 的 对 换 保持 不 变 , 但 不 是 对 a fü b 
对 换 保持 不 变 
(1 2)yPle,,, = (12) {Oase — Ocha + Otac — Orca} 
= — Orca + Babe — Oca = yle, 
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最 后 , 我 们 来 研究 在 一 个 张 量子 空间 TN H, 哪些 张 基 杨 表 是 线性 无 关 的 , H 
构成 张 量 子 空间 的 一 组 完备 基 . 先 举 一 个 简单 的 例子 . 讨论 SU(3) 群 的 张 量子 空间 
TPU, 张 量 杨 表 一 般 形式 为 


a jb 


ë 


= YPI Oase = (E— (1 3) + (1 2) — (2 1)(1 3)} Oo 


(8.24) 


ubc — Ocha + Obac — Ovca 


张 量 杨 表 满 足 式 (8.23), 特别 是 a A 交换 反对 称 , 因而 同一 列 填 数 不 能 相同 . 当 a, 
b #l 都 相等 时 , 张 量 杨 表 显 然 为 零 . 一 对 数 相等 时 , 有 


VIAn = 


yl 9, 13 
yle, 
yp B133 
yP less 
ye; 


三 个 指标 取 值 都 不 同时 , 有 


ll 


" 


ESE = 20112 - O21 - O121, 


= 20113 — B311 — 9lal， 


= O122 + O212 ~ 20221, 


= @133 + O313 — 20331, 


= @233 + O323 — 20332, 


ma 2 1 
2 

ifi 3[1 
3 1 
i112 2[2 
2 1 
113 3[3 
3 1 
213 JE 
3 2 
2[2 3[2 
3 2 


= 20223 — O322 — O232 


B12 — O321 + B213 — O231 


B132 — O231 + O312 — O321 


1|2 3 
yle, = 3 EAF = 
1|3 2 
yle, = Sa e 
1 O132 5 i 
u aa] ofi 1[3 
2 3 2 


= 923 - 0312 + O123 - O132 


因此 , 张 基 子 空间 TO! 是 八 维 的 , 有 八 个 线性 无 关 的 张 量 杨 表 . 这 些 线性 无 关 的 张 
基 杨 表 有 一 个 共同 的 特点 , 就 是 在 张 量 杨 表 的 每 一 行 中 , 填 在 左面 的 数 不 大 于 填 在 
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右面 的 数 , 每 一 列 中 填 在 上 面 的 数 小 于 填 在 下 面 的 数 , 这 样 的 张 量 杨 表 称 为 正则 张 
量 杨 表 . 下 面 做 一 般 证 明 . 

定理 二 ”正则 张 量 杨 表 构 成 张 量 子 空间 TA 中 的 一 组 完备 基 

证 明 ”对 于 任意 给 出 的 张 量 基 Ə,...,., 总 可 以 通过 某 置换 S, 使 分 量 指标 按 自 
小 至 大 顺序 排列 


YN, = VMS , m <a <: <a, 


而 在 置换 群 中 , 所 有 VAS 都 属于 由 正则 杨 算 符 YVA 生成 的 右 理想 , 可 表 为 此 右 理 
想 的 基 VN Ru 的 线性 组 合 , 因此 , KFAR Ti 的 任何 张 量 杨 表 都 可 表 为 下 面 
张 节 杨 表 的 线性 组 合 


PIRO... a, a Saz S- San (8.25) 


张 其 杨 表 之 间 满 足 的 关系 式 (8.23) 都 是 由 杨 算 符 的 性 质 得 来 的 . 由 式 (8.23), 同一 
列 有 相同 填 数 的 张 基 杨 表 必定 为 零 . 只 要 n 个 a; 中 有 一 个 取 值 不 同 , 这 些 不 为 零 
的 张 量 杨 表 显然 是 线性 无 关 的 . 当 a; 的 取 值 都 相同 时 , 由 于 VAR 是 线性 无 关 的 ， 
式 (8.25) 给 出 的 不 为 零 的 张 量 杨 表 也 是 线性 无 关 的 . 因此 , 这 些 不 为 零 的 张 基 杨 表 
构成 张 基 子 空间 TH 的 完备 基 , 现在 要 证 明 它 们 是 正则 张 基 杨 表 . 

Rw 是 把 正则 杨 表 yË) 变 成 正则 杨 表 yË) 的 置换 


YN Ra = Rw [Doa PR (8.26) 


注意 , 花 括号 中 的 张 量 不 属于 张 量子 空间 TN, 而 属于 另 一 个 张 量 子 空间 T. 左 乘 
置换 Rw 把 不 同 张 贡 子 空 间 的 张 量 联系 起 来 了 . 既然 a1 < a < … < an, 而 且 y! 
是 正则 杨 表 , 根据 写 张 基 杨 表 的 规则 , 花 括号 中 的 张 量 在 张 量子 空间 T 中 的 张 量 
杨 表 , 在 每 一 行 左面 的 数 不 大 于 右面 的 数 , 在 每 一 列 上 面 的 数 不 大 于 下 面 的 数 . 既然 
它 不 为 零 , 同一 列 的 填 数 不 相同 , 因而 它 是 正则 张 基 杨 表 . 下 面 只 要 证 明 , 式 (8.26) 
中 用 Ru 联系 起 来 的 两 个 张 量 , 在 不 同 的 张 量子 空间 中 , 对 应 的 张 量 杨 表 刚好 相同 . 
设 


8 82 an 
s= [ 人 ) ' PovBo as = Oho ， bj = as; 


对 于 杨 图 中 的 任意 一 格 , 设 在 杨 表 YE 中 填 j, 则 在 杨 表 YA 中 填 s;. 对 这 同一 个 
格子 , 在 张 量 杨 表 yle... 中 填 as, 在 张 基 杨 表 V Ruveu os 中 填 bj = as. 
两 个 张 量 杨 表 填 数 相同 . 证 完 . 
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=. SU(N) 群生 成 元 的 谢 瓦 莱 基 


式 (7.149) 给 出 了 单纯 李 代数 (或 单纯 李 群 ) 谢 瓦 莱 基 的 定义 , 现在 具体 应 用 到 
SU(N) 群 , 计算 在 自身 表示 中 谢 瓦 莱 基 的 矩阵 形式 ， 应 用 式 (7.85) 给 出 的 矢量 基 
Va, SU(N) 群 的 素 根 表 为 [ 见 式 (7.87)] 


_ (3) (3) 
(n), = V2[V, -Vul = V2 (a), y ra) 
uFi -i1 
= | Fr iun- = Vr iw- 


由 于 素 根 长 度 之 半 d, = 1, 在 自身 表示 中 的 谢 瓦 莱 基 为 [ 见 式 (7.83)] 


e 
(r); Hj = He Rut Dra _ He = 2u- Dra = TH) - TU b 
B 人 burn 


= E= Eoun = Tian) + ITA 


E, P 机 


(8.27) 
就 是 说 , Hu E, 和 Fy 在 自身 表示 中 的 矩阵 形式 , 只 有 在 上 和 上 + 1 行列 的 一 个 二 
维 子 矩阵 不 为 零 , 这 子 矩 阵 正 是 SU(2) 群 自身 表示 的 相应 生成 元 矩阵 (7.152), 因而 
Hp, Ep 和 Fy 满足 SU(2) 群生 成 元 的 对 易 关 系 式 (7.153). 它们 对 矢 基 基 的 作用 , 不 
为 零 的 有 
H,O, = 9, , Hsuti = 一 eu+l， Et1 = Op， Fin = ent 
(8.28) 
H SU(N) 变换 中 , 张 基 的 每 一 个 指标 就 像 矢量 指标 一 样 按 SUN) 群 自身 表示 矩阵 
4 变换. 生成 元 对 张 基 基 的 作用 , 是 对 每 个 指标 作用 后 相 加 . 因此 , 正则 张 基 杨 表 正 
是 HH 的 共同 本 征 状态 , 本 征 值 等 于 正则 张 基 杨 表 中 填 上 的 格子 数 减 去 填 +1 的 
格子 数 . 这 数值 就 是 权 分 其 mw. 两 个 填 数 相同 但 排列 次 序 不 同 的 正则 张 基 杨 表 对 
应 相同 的 权 , 因而 是 重 权 . E, 对 正则 张 基 杨 表 的 作用 得 到 一 系列 张 量 杨 表 之 和 , 其 
中 每 一 个 张 基 杨 表 都 是 分 别 把 原来 的 正则 张 量 杨 表 中 一 个 填 /+ 1 的 格子 换 成 填 
h. Fu 的 作用 则 是 把 填 u 的 格子 换 成 填 上 + 1. 新 得 到 的 张 基 杨 表 可 能 不 是 正则 的 ， 
需 用 对 称 关系 (8.23) 化 为 正则 张 基 杨 表 的 组 合 . 例如 , 对 SU(3) 群 的 张 基 杨 表 , 有 


ES [Ta 1[1| fi 
mH = 2 mE =-=] 
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wje 
- 
N 一 
= 
wi- 
= 
=. 
= 


211 ra pafs 1|2| |1|3 
3] 3 1 3 2 


(8.29) 


、 张 量子 空间 的 不 等 价 不 可 约 性 


对 SU(N) 变换 不 变 的 张 量子 空间 , 它 的 张 量 基 按 SUN) 群 的 一 个 表示 变换 . 
这 表示 称 为 此 张 量子 空间 对 应 的 表示 ， 对 应 不 可 约 表示 的 张 量子 空间 称 为 不 可 约 
张 量子 空间 . 对 应 表示 等 价 的 两 个 张 量子 空间 称 为 等 价 的 张 量 子 空间 . 
定理 三 ”用 正则 杨 算 符 VP! 投影 得 到 的 SUN) 群 张 量子 空间 TM = YNT 
对 应 SU(N) 群 的 不 可 约 表 示 . 表示 可 用 杨 图 A) 标记 , 表示 的 最 高 权 M 为 
N-1 


M= X Mu, M,=X- Ma (8.30) 


v=1 


其 中 , X 是 杨 图 [A] 第 v 行 的 格 数 , uv 是 基本 主权 . 有 不 同 杨 图 [A] 的 张 晤 子 空间 
TA 不 等 价 . 有 相同 杨 图 [| 而 不 同 的 张 最 子 空间 TN 等 价 , 而 且 这 些 张 量子 空 
间 TN 的 对 应 基 又 构成 置换 群 5 不 可 约 表示 [A] 的 完备 基 . 杨 图 行 数 大 于 N 的 张 
量子 空间 TH 是 空 集 . 

证 明 ”在 张 基 子 空间 TN 中 存在 这 样 一 个 正则 张 基 杨 表 , 它 的 每 一 格 的 填 数 
等 于 格子 所 在 的 行 数 . 升 算 符 E, 对 它 的 作用 , 得 到 的 每 一 项 分 别 把 一 个 填 w+1 的 
格子 变 成 填 v, 由 于 A < ÀM 这 格子 上 面 必 另 有 填 v 的 格子 , 故 得 到 的 张 量 杨 表 
为 零 . 因此 , 这 正则 张 基 杨 表 对 应 最 高 权 态 , 对 应 的 最 高 权 M 由 式 (8.30) 给 出 . 

容易 证 明 , 对 其 他 正则 张 量 杨 表 , 至 少 能 找到 一 个 升 算 符 作 用 不 为 零 . 不 失 普 
遍 性 , 设 此 正则 张 量 杨 表 的 前 v — 1 行 的 格子 都 填 以 行 数 , 第 行 至 少 有 一 格 填 数 
不 为 w 例如 为 r > v. 这 格 所 在 列 其 他 格子 的 填 数 都 不 等 于 r — 1, 因为 处 在 它 上 
面 的 格子 填 数 小 于 v < 7 — 1, 处 在 它 下 面 的 格子 填 数 大 于 7. 因此 这 正则 张 基 杨 表 
在 E 作用 下 不 为 零 

既然 在 张 基于 空间 TN 中 只 有 一 个 正则 张 基 杨 表 措 写 最 高 权 态 , 这 不 变 子 空 
间 对 应 以 最 高 权 M 标记 的 不 可 约 表示 . 有 不 同 杨 图 [ 的 张 量子 空间 Ti 对 应 的 
表示 最 高 权 不 同 , 因而 不 等 价 . 有 相同 杨 图 [A] 而 不 同 /的 张 量子 空间 TiN 对 应 的 
表示 最 高 权 相 同 , 因而 等 价 . 这 些 等 价 的 张 量子 空间 TN 中 的 相同 正则 张 量 杨 表 ， 
由 于 式 (8.26), 构成 置换 群 Sa 不 可 约 表示 A 的 完备 基 . 杨 图 行 数 大 于 N 的 张 量子 
空间 TD 包含 的 所 有 正则 张 量 杨 表 都 是 零 , 因而 是 零 空 间 . 证 完 . 
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五 、 张 量子 空间 对 应 表示 的 维 数 


用 杨 图 [ 标记 的 SU(N) 群 不 可 约 表 示 的 维 数 等 于 张 量子 空间 TN 中 包含 的 
正则 张 量 杨 表 个 数 . 但 这 不 便于 计算 . 这 里 提供 一 个 计算 SUN) 群 不 可 约 表示 A 
维 数 的 钧 形 (hook) 规则 . 希望 读者 在 阅读 本 小 节 前 , 先 复习 一 下 第 六 章 介绍 的 计算 
置换 群 Sn 不 可 约 表示 [X] 维 数 的 钧 形 规则 . 

对 杨 图 的 每 一 格 , 定义 钧 形 数 hiy 和 容 度 mij. 第 i 行 第 j 列 格子 的 钩 形 数 hi 
等 于 在 第 i 行 该 格 右面 的 格子 数 加 上 在 第 j 列 该 格 下 面 的 格子 数 再 加 1. 第 i 行 第 
j 列 格子 的 容 度 mii 等 于 该 格 所 在 列 数 减 去 所 在 行 数 , mi = j 一 i 按照 多 形 规则 ， 
用 杨 图 [À] 标记 的 SU(N) 群 不 可 约 表示 维 数 表 成 一 个 分 数 


N +m _ YM 
dn(SU(N)) = H S "Sa = y (8.31) 
分 母 的 表 YM 是 在 杨 图 [] 各 格 填 以 该 格 的 构 形 数 hij, 分 母 是 表 中 所 填 数 的 乘积 . 
分 子 的 表 Y 是 在 杨 图 [| 各 格 填 以 N 和 该 格 容 度 mii 之 和 , 分 子 是 表 中 所 填 数 
的 乘积 . 
下 面 举 几 个 例子 . 一 行 的 杨 图 描写 完全 对 称 张 基 , 维 数 为 


(8.32) 


duGu(w) = [T N+j-1 -aan ( rtn) 
j=1 


n-j+1 n(N-1)! n 
这 结果 可 作 如 下 理解 . 对 一 行 的 杨 图 , EKAR AEE E 
位 置 决定 . 共有 N — 1 个 分 界 点 , 加 上 N 个 格子 , 共 N + 一 1 个 位 置 , 则 正则 张 量 
杨 表 数目 就 是 在 N +n 一 1 个 位 置 中 任 选 N — 1 个 分 界 点 位 置 的 组 合 数 . 

一 列 的 杨 图 描写 完全 反对 称 张 基 , 它 的 正则 张 量 杨 表 , 可 由 在 N 个 数 中 任 取 n 
个 数 , 自 小 至 大 顺序 填 入 杨 表 得 到 , 因此 正则 张 量 杨 表 数目 等 于 N 个 数 中 取 nn 个 数 
的 组 合 数 


dan(SUN) = I HH S= ( 出 J: n<N (833) 
j=1 


n-j+1 ` n(N m! 5 


如 果 一 列 的 杨 图 有 N 行 , 对 应 的 正则 张 量 杨 表 只 有 一 个 , 记 作 E = VO.. 我 
们 用 两 种 方法 证 明 张 量 E 是 关于 SU(N) 变换 的 不 变 张 基 . 因为 1 是 完全 反对 
称 算 符 , 2 = 》 ó(R)R,# 
ReSy 
(we...) ... sakar Wlar ia (ye.n) 
(8.34) 
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按 张 量 基 的 变换 规律 式 (8.18), 由 于 外 尔 互 反 性 
OE =O= Y (yu'le,... tan tann 
= (De wj) DO eantan tann (8.35) 
= (eaw) “etu = yilon- E 
这 里 用 到 杨 算 符 是 线性 算 符 , 对 系数 uo,; 不 作用 . 按 张 量 分 量 的 变换 
(O,B).... = (OYO) = 并 toi uaas (De 


ia bE, bibu 
= Ü uan Wanbyebby = faray P, Wb :UNby ebby 
BAN iv 
全 (we...) a = Es,...aw 
(8.36) 
因此 , N 行 一 列 的 杨 图 [1 F| 描写 恒 等 表示 , E 是 SU(N) 群 的 不 变 张 量 . 
如 果 杨 表 有 N 行 , 则 在 那些 包含 N 行 的 列 中 , 正则 张 基 杨 表 的 填 数 只 有 一 种 
填 法 , 就 是 自 上 而 下 顺序 填 入 1~ 这 N 个 数 . 因此 N 行 杨 图 描写 的 张 基 子 空间 
中 , 不 同 的 正则 张 基 杨 表 数 目 完全 由 余下 的 格子 填 数 方法 决定 , 即 下 面 两 杨 图 对 应 
的 表示 维 数 相同 


[A1, XN2, 7 AN-1, An] 
和 [à An), (A2 — An), (Ani — An), 0) 


以 后 会 证 明 这 两 个 表示 是 等 价 的 . 通过 下 面 例子 就 能 了 解 , 从 钩 形 规则 来 看 , 为 什么 
这 两 表示 维 数 相 同 


(8.37) 


4[5[6[7 
3|4|5 
2|3| 415 
[| 2 3 
daa 2(SU4)) = ——— = de (SU(4)) = 

7[6[3[1 311 
5|4|1 1 
3|2 
2|1 

AR (8.32), SU(2) 群 一 行 的 杨 图 [n] 对 应 表示 的 维 数 为 n + 1. 与 第 四 章 给 


出 的 不 可 约 表示 Dš 相 比 , n = 2j 


8.1 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 ae 


Dj=e Di, dm (SU(2))=n+1 
SU(3) PEPITA [u, v] 对 应 表示 的 维 数 为 


sal... Tv+2 
2|3|…|>+i 


p+iT z |o Jevr [xn-v TT1i1] (8.38) 
v | v-1|… 1 


v+3| … | ua+2 


di, (SU(3)) 


" 


和 


B+ D+ Dv+t) 


例如 
dy(SU(3)) = dn,y(SU(3)) = 3 ， diz,y(SU(3)) = 8, 
dlal(SU(3)) = dta,al(SU(3)) = 10 , dal(SU(3)) = 27 


R. SU(N) 群 不 可 约 表 示 按 子 群 链 分 解 


SU(N) 群 的 元 素 u 是 N 维 复 空间 的 一 个 么 正 变换 .如果 限制 在 前 M 维 子 空 
间 做 勾 正 变换 , 就 得 到 子 群 SU(M). 把 SU(N) 群 的 张 基 中 取 值 大 于 M 的 分 最 指标 
固定 , 就 变 成 SU(M) 群 的 张 基 . 把 N 的 取 值 逐步 限制 , 就 得 到 SUN) 群 的 一 个 子 
i SU(N) > SU(N- 1) > … 5 SU(3) 2 SU(2) (8.39) 
我 们 特别 关心 群 链 中 相 邻 群 的 关系 . 张 量 基 用 杨 算 符 VN 投影 后 , 得 到 属 SUN) 
群 不 可 约 表示 [Ü] 的 正则 张 量 杨 表 . ENKAR H, 数 N 只 能 填 在 表 中 各 列 的 
最 下 格 , 将 填 N 的 格子 移 去 , 就 得 到 SU(N - 1) 群 不 可 约 表示 [u) 的 正则 张 基 杨 表 . 
例如 


内 = [5,2,2,1] 


la) = [3,2,1} 


由 不 同 的 正则 张 基 杨 表 移 去 填 N 的 格子 后 得 到 的 杨 图 [u] 可 能 不 同 . 把 属于 
SU(N) 群 同一 个 不 可 约 表 示 的 所 有 正则 张 基 杨 表 , 分 别 移 去 填 N 的 格子 , 可 能 得 到 
若干 种 杨 图 , 其 中 属于 杨 图 [u] 的 所 有 正则 张 量 杨 表 , 正好 构成 SU(N — 1) 群 不 可 
约 表示 [u] 的 完备 基 . 这 正 是 SU(N) 群 不 可 约 表示 [A] 按 SUN — 1) 群 不 可 约 表示 
[a] 分 解 的 方法 , 其 中 [N 和 [u] 的 分 基 满 足 如 下 关系 
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A — BN,  d(SU(N) =) dn(sUN -1), 
四 (8.40) 
AN S uN-1i S IN-i S uN—-2 S ++ S p S A2 S pa Sài 
这 方法 可 以 继续 进行 下 去 , 把 SU(N) 群 不 可 约 表示 [A], 分 解 为 群 链 式 (8.39) 
中 每 一 个 子 群 SU(M) 的 不 可 约 表示 的 直 和 , 而 正则 张 量 杨 表 中 移 去 填 数 大 于 M 
的 格子 后 , 正 是 子 群 SU(M) 某 一 不 可 约 表示 的 基 . 这 方法 原则 上 提供 了 一 个 计算 
SU(N) 群 不 可 约 表示 维 数 的 方法 , 但 仅 就 计算 表示 维 数 而 言 , 这 方法 并 不 实用 . 在 
需要 SUN) 群 表示 按 子 群 链表 示 分 解 的 问题 中 , 才 用 到 这 方法 . 


8.2 正 交 归 一 的 不 可 约 张 量 基 


SU(N) 群 的 张 量 表示 是 自身 表示 的 直 乘 , 因而 是 么 正 的 . 可 定义 内 积 , 使 原来 的 
张 量 基 Oa, .av 是 正 交 归 一 的 . 正则 张 量 杨 表 是 张 量 基 Oaar 的 线性 组 合 , 它们 构 
成 张 基 子 空间 TH 的 一 组 完备 基 , 但 这 组 基 一 般 既 不 正 交 也 不 归 一 . 以 SU(3) 群 张 
量子 空间 Ti 为 例 , 式 (8.24) 给 出 此 子 空 间 正 则 张 基 杨 表 的 一 般 形式 . yle, 
归 一 化 到 6, 而 yle, 归 一 化 到 4. VPO 和 yle, REX. 在 这 样 的 张 
最 基 中 计算 得 的 表示 不 会 是 么 正 表 示 . 我 们 希望 把 它们 做 适当 的 组 合 , 也 就 是 做 相 
似 变换 , 使 新 的 基 与 第 七 章 用 方块 权 图 方法 计算 的 基 一 一 对 应 起 来 , 从 而 使 表示 变 
成 么 正 的 . 

从 表示 的 么 正 化 来 说 , 重要 的 是 表示 空间 的 基 正 交 和 归 一 到 相同 的 常数 , 而 不 
在 乎 是 否 归 一 到 数 1. 由 于 最 高 权 一 定 是 单 权 , 最 高 权 态 一 定 与 其 他 状态 正 交 , 通常 
就 让 正则 张 量 杨 表 组 合 后 , 都 归 一 化 到 与 最 高 权 态 一 样 ， 从 最 高 权 态 出 发 , 按照 方 
块 权 图 , 用 降 算 符 作用 , 就 可 以 得 到 正 交 归 一 的 其 他 权 态 . 下 面 通过 SU(3) 群 的 例 
子 来 说 明正 交 归 一 张 量 基 的 计算 方法 . 

盖 尔 范 德 (Gelfand) 提出 一 种 统一 的 方法 , 标记 SU(N) 群 不 可 约 表示 [X] 的 正 
交 归 一 的 状态 基 , 称 为 盖 尔 范 德 基 ， 他 规定 在 出 现 重 权时 先 按 A 子 代数 的 多 重 态 
来 区 分 , 如 再 有 重 权 , 按 A 子 代数 的 多 重 态 来 区 分 , 依 此 类 推 . 在 此 条 件 下 , 他 解析 
地 推导 出 生成 元 ( 谢 瓦 莱 基 ) 在 这 组 基 里 的 表示 矩阵 元 . 详细 请 参看 附录 32. 

一 、SU(3) 群 基本 表示 

图 7.3 (a) 和 (b) 给 出 SU(3) 群 两 个 基本 表示 (1,0) 和 (0,1) 的 方块 权 图 . 由 式 
(8.30), 这 两 个 表示 对 应 的 杨 图 分 别 为 [1,0] 和 [1 ,1], 最 高 权 态 的 正则 张 量 杨 表 分 别 
3 . 按 式 (8.28), 用 降 算 符 作用 后 就 可 以 得 到 两 表示 各 状态 所 对 应 的 正则 


张 量 杨 表 . 因为 这 两 个 表示 互 为 复 共 示 表示 , 它们 的 状态 基 可 由 式 (7.160) WER. 
这 些 都 列 于 图 8.1. 


加 加 
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1,0 1 0,1 K Ea 

L1 p LI H-A 

0,1 3 本 alara 
| = 


0) (1,0) (2) (0,1) 
图 8.1 SU(3) 群 基 本 表示 的 方块 权 图 和 张 量 基 


二 、SU(3) 群 三 阶 对 称 张 量 表示 


SU(3) 群 三 阶 对 称 张 基 表示 的 杨 图 是 [A = [3,0], 最 高 权 是 M = (3,0). 有 三 种 
典型 的 正则 张 基 杨 表 , 它们 分 别 归 一 到 36, 12 和 6 


a | a |a |=6{@aaa}, 


a | b | b |= 2v3 {371/2 (a + Obad + Oba) }, (8.41) 
a | b | c |= v6 (6-1⁄2 (Gabe + Oach + Obac + Obca + Ocab + Octa) } 


其 中 , a, b 和 c 互 不 相同 . 每 一 组 填 数 都 只 有 一 个 正则 张 基 杨 表 , 因而 对 称 张 基 表示 
不 存在 重 权 . 最 高 权 态 为 


18,0), (3,0) =[1 afa 


在 降 算 符 Fu 作用 时 , 应 计算 所 有 产生 的 张 量 杨 表 , 并 用 类 似 式 (8.23) 的 关系 把 它 
们 化 为 正则 张 量 杨 表 , 例如 


五 [Li=[Li2+Lalzlr+lzlla=slala 


下 [Lis|=[l?13j+[L211ls|=2[|l213 


(8.42) 
方块 权 图 和 各 状态 基 所 对 应 的 正 交 归 一 的 张 量 基 画 在 图 8.2 rh. 
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3,0 YTA Ti 
Va 
1,1 vs ili[2] 
2 
1,2 2,1 v3[11212 EIEE 
v3 
V3 2 
3,3 0,0 HERE] vs[i[2 [Í 3 
va I 
wl T 
5,1 i vs[2 1213 VEGE 
1 
2 
GI v2 Js [3 
sL 
0,3 3|3|3 


图 8.2 SU(3) 群 对称 张 量 表示 [3,0] 的 方块 权 图 和 张 量 基 
我 们 只 举 几 个 例子 来 说 明 计算 过 程 


oa- y5 B 180,80) = y} n íiili]= alii [2], 
PAIS = YI nT va 


表示 (3,0) 的 复 共 思 表 示 是 (0,3), 对 应 杨 图 [3,3]. 取 杨 算 符 VE, 它 的 杨 表 和 
展开 式 为 


Da = [E+(12)+(13)+(23)+(123)+(132)) 
x [已 +(45)+(46)+(56)+(456)+(465)] 
x [E - (1 4)] [E — (2 5)] [E — (3 6)] 


有 三 种 典型 的 正则 张 基 杨 表 , 分 别 归 一 到 2880 = 864 x 6, 1728 = 864 x 2 和 864 


= yO111222 =368111222 -369222111 — 12 [O112221 + O121221 + O211221 
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+112212 + O121212 + O211212 + O112122 + O121122 + O211122] + 12 [O221112 


+u + O221211 + O212112+ O212121+ @212211 + O122112 + O122121 + ©122211] , 


和 
2|2|3 
+322111] — 4[@11i3221 + O131221 + O311221 + O113212 + O131212 + O311212 


= YO11122 =12 [O111223+ O111232+O111322]—12 [O223111+ O232111 


+113122 + B131122 + O311122] + 4 [O221113 + B221131 + O221311 + O212113 
+212131 + O212311 + O12213 + O122131 + O122311] — 4 [9121213 + O121231 
+121123 + O121132 + O121312 + O121321 + O112213 + O112231 + O112123 
+0112132 + O112312 + O112321 + O211213 + O211231 + O211123 + O211132 
+211312 + O211321] + 4 [O123211 + O132211 + O231211 + O213211 
+B312211 + O321211 + O123121 + O132121 + O231121 + O213121 + O312121 
+0321121 + O12312 + O132112 + O231112 + O213112 + O312112 + O321112]， 
11112] 
213|3 
十 Bl21332 + O211233 + O211323 + O211332] — 4 [O233112 + O323112 + O332112 


= yO112233 = 4 [O112233 + O112323 + O112332 + O121233 + O121323 


十 9233121 + O323121 + O332121 + O233211 + O323211 + O332211] — 4 [O113232 
+8131232 + O311232+ O113322+ O131322 + ©311322 + ©113223 + O131223 + O311223] 
+4[@232113 + O232131 + O232311 + O322113 + O322131 + O322311 + 日 223113 
+223131 + O223311] — 4 [O212133 + O122133 + O221133 + O212313 + O122313 
+0221313 + O212331 + O122331 + 日 221331] + 4 {O133212 + O133122 + O133221 


+0313212 + O313122 + O313221 + O331212 + O331122 + ©331221] 


其 中 , 第 一 式 是 最 高 权 态 . 降 算 符 Fu 作用 时 应 计算 所 有 产生 的 张 基 杨 表 , 例如 有 

TEN DEEN 1|1|1 1|1|1 1|1|1 
FP; = 本 + = $ 

2|2|2 2|2|3 213| 3 3|2|2 ELE 
MAESE 2j Eel, ee -Uie 

23/219 213|3 AOE 23 


方块 权 图 和 各 状态 基 所 对 应 的 正 交 归 一 的 张 基 基 画 在 图 8.3 中 . 当 用 式 (7.160) 化 
HAIAK, 略 去 了 由 于 归 一 化 而 产生 的 常数 因子 12. 
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V3 TH 
1,1 sk tht -vs[s [s [2 ] 
2 
12] ali] sata “ett “GIT s[s [2 [> 
v3 V3 n 
rT: T = 。 
00 | .5L35 | “P=; — 1 F] -ve FSESEWGMWUESESE] 
V2 V3 
12 s + 5 EEE vs[3] ili] [21211 
2 š z 
LI -BB 和 -vi 
V3 
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图 8.3 SU(3) 群 对 称 张 量 表示 [3, 3] 的 方块 权 图 和 张 量 基 。 
三 ,SU(3) 群 三 阶 混合 对 称 张 量 表示 


SU(3) 群 三 阶 混合 对 称 张 量 表示 的 杨 图 是 [| = [21], 最 高 权 是 M = (1,1), 
它 也 是 SU(3) 群 的 伴随 表示 . 表示 [2,1] 是 八 维 表示 , 张 基 杨 表 的 一 般 展 开 式 由 式 
(8.24) 给 出 , 在 那里 也 计算 了 全 部 八 个 正则 张 基 杨 表 的 展开 式 . 式 (8.20) 又 给 出 了 
降 算 符 对 这 些 正则 张 量 杨 表 的 计算 公式 . 在 把 正则 张 量 杨 表 正 交 和 归 一 化 时 , 先 计 
算 两 种 典型 的 正则 张 基 杨 表 . 若 取 杨 算 符 yË, 有 


1 


= 2012 — O21 -ell , 


gaya. e, 
3 


(8.43) 


2 
— = O123 — O321 + O213 — B231 


CHEE 


它们 分 别 归 一 到 6 和 4. 其 次 , 注意 重 权 态 的 计算 


Doo = f} n ade = Jš nH 


1 1|2 n 
-Flee e P fA 3j 
3 3 3 2|2 


10, 1), (0, 0)2) = Vi{s (1,1),(1,2)) — 4 1,1), oo (8.44) 


-fla HE 12] 11113J _ BUS 
31 [2 3 212 2[2 


~ 
- 
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伴随 表示 的 方块 权 图 和 各 状态 基 所 对 应 的 正 交 归 一 的 张 量 基 画 在 图 8.4 H. 


工 2 Ti *t Fa H 
A : i 
oo] Je] GEF “EFP GE 
A|. 
r | Vr [ai — =-= 
Ei 了 


图 8.4 SU(3) 群 伴随 表示 的 方块 权 图 和 张 量 基 


8.3 张 量 表示 的 直 乘 分 解 


本 节 用 张 基 外 积 的 概念 讨论 SUN) 群 两 个 不 可 约 表示 的 直 乘 分 解 问题 , 也 就 
是 计算 SU(N) 群 的 克 莱 布施 - KERR, 并 由 此 深入 研究 协 变 张 量 和 逆 变 张 基 的 
两 类 不 可 约 张 基 基 之 间 的 联系 . 


一 、 张 量 的 外 积 


设 TD.。, m T, 分 别 是 SU(N) BJ n 阶 和 m 阶 张 基 , 把 它们 并 在 一 起 
就 构成 SU(N) 群 的 一 个 n + m 阶 张 量 , 称 为 两 张 基 的 外 积 . 两 张 基 取 外 积 后 , 3k 
的 阶 数 相 加 . 由 张 量 外 积 TO T. 构成 的 张 量 空间 记 作 T. 

设 参与 外 积 的 两 张 量 分 别 用 杨 算 符 投影 , 得 到 的 张 量子 空间 分 别 对 应 SU(N) 
群 的 不 可 约 表示 [和 和 由, 两 张 基 子 空间 的 直 积 记 作 TA 


YATO YAPO = yD] yATOTÐ ç DT = TNA (8.45) 


其 中 , 杨 图 [N 和 [u] 分别 是 nn 和 m 格 的 , 行 数 都 不 大 于 N. 这 里 为 符号 简洁 起 见 
略 去 正则 杨 算 符 的 序 指标 . 

投影 后 的 张 量子 空间 TAH, 维 数 是 dj(SU(N))dj(SU(N)), 它 仍 对 SUN) 
变换 保持 不 变 , 对 应 的 表示 是 SUN) 群 两 不 可 约 表示 的 直 乘 [和 x [u], 它 一 般 是 
SU(N) 群 的 可 约 表示 . 另 一 方面 , KE TOTO 外 积 的 集合 构成 n 十 m 阶 张 量 空间 
T. 取 格 数 为 n +m 和 行 数 不 大 于 N 的 杨 图 |o), 用 杨 算 符 VH 对 T 投影, 得 到 对 
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应 SU(N) 群 不 可 约 表示 [oo] 的 张 量 子 空间 
DTOTO € yT 一 TO (8.46) 


# 
yyy #0 (8.47) 


其 中 , ta 是 置换 群 Snin 群 代数 中 的 矢量 , 则 在 张 量 子 空间 TAH 中 , 包含 有 对 应 
表示 [w] 的 张 量子 空间 


Ayl fi yləlpa)yp) 3) 四 友 = TA 
YNY {tay e yblylilq (8.48) 


最 左面 的 杨 算 符 决定 了 投影 后 的 张 量 属 张 量子 空间 T ll, [q 39 418 S H h ht š 8 
于 整个 张 基 空 间 T. 另 一 方面 , 虽然 在 杨 算 符 V 的 左面 乘 了 置换 的 线性 组 合 , 使 
这 子 空间 ?IT = TI 发 生 了 变动 , 但 由 于 外 尔 互 反 性 , 这 种 变动 是 由 置换 变换 造 
成 的 空间 整体 的 变动 , 它 并 不 影响 属 此 空间 的 张 基 在 SU(N) 变换 中 的 变换 性 质 . 只 
要 这 空间 不 是 零 空 间 , 最 右面 的 杨 算 符 决 定 了 这 个 更 小 的 张 量 子 空间 在 SU(N) 变 
换 中 的 变换 性 质 , 即 对 应 SU(N) 群 的 表示 [o]. 最 右面 的 杨 算 符 决定 子 空间 张 基 的 
变换 性 质 , 最 左面 杨 算 符 决定 子 空间 的 所 属 . 

式 (8.48) 表明 , RER (8.47) 不 为 零 , 在 SU(N) 群 不 可 约 表示 直 乘 [A] x [u] 
的 约 化 中 , 就 包含 表示 [e], 因而 在 直 乘 表示 约 化 中 出 现 的 表示 及 其 重 数 可 由 立 特 武 
德 - 理 查 森 规则 计算 


D] x [al = (Das,tel (8.49) 
lol 


与 第 六 章 中 介绍 的 计算 置换 群 表示 外 积 约 化 的 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 比较 , 有 
重要 的 不 同 , 主要 是 这 里 牵涉 的 表示 是 SU(N) 群 的 表示 , 不 是 置换 群 的 表示 . 正 因 
为 它们 是 SUN) 群 的 表示 , 引导 出 计算 公式 有 两 点 不 同 . 一 是 表示 约 化 的 维 数 公式 
[请 与 式 (6.145) 比较 ] 为 


dN(SU(N))diw(SU(N)) = D a$ „diw (SU(N)) (8.50) 
四 


二 是 按 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 出 的 杨 图 [], 若 它 的 行 数 大 于 N 对 应 零 空间 ， 
应 把 它 从 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 删 去 . 例如 , SU(3) 群 两 表示 [2,1] 的 直 乘 分 解 , 与 
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6.6 节 的 例 1 相 比 , 删 去 了 两 个 零 维 表示 


1 t 
i h] 
@ 8 1 e d e 1 
112 
2 $ 112 


它们 的 维 数 公式 是 


8x8=27+10+10"+2x8+1 (8.51) 


这 里 , 加 星 号 的 数 10", 说 明 表示 [3,3] 等 价 于 表示 [3,0 WARRE. 

一 个 重要 的 特例 是 N 阶 完全 反对 称 张 量 表示 N] 与 任意 表示 [A] 的 直 乘 . 当 
按 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 克 莱 布施 - KERA, 只 有 一 个 表示 的 杨 图 行 数 不 
大 于 N, 它 就 是 把 两 个 杨 图 简单 地 粘 起 来 


a~ xA SA], 站 =AX+1 (8.52) 


即 杨 图 [V] 比 起 原 杨 图 [A] 来 , 左面 多 了 一 列 N 行 的 格子 . 我 们 已 经 证 明 , N 阶 完全 
反对 称 张 基 表示 [15] 等 价 于 恒 等 表 示 , 因此 表示 [N] 和 表示 [A| 等 价 , 即 N 行 的 杨 
图 和 去 掉 左 边 填 满 N 行 的 那些 列 后 的 杨 图 , 对 应 的 表示 是 等 价 的 . 从 正则 张 基 杨 表 
的 角度 看 , 这 些 列 中 数字 只 有 唯一 的 一 种 填 法 , 就 是 从 上 而 下 顺序 由 1 填 到 N. 去 
掉 或 不 去 掉 那 些 列 , 不 影响 独立 的 正则 张 基 杨 表 个 数 , 从 而 两 表示 的 维 数 是 一 样 的 . 
这 样 , SUN) 群 的 不 可 约 表示 可 用 行 数 小 于 N 的 杨 图 来 描写 . 

立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 给 出 了 SUN) 群 两 个 用 杨 图 标记 的 不 可 约 表示 直 乘 分 
解 的 克 莱 布 施 - 艾 登 级 数 , 而 级 数 中 出 现 的 每 一 个 不 可 约 表示 的 最 高 权 态 展开 式 ， 
则 需要 用 升 算 符 作用 为 零 的 条 件 (7.123) 来 计算 . 用 正则 张 基 杨 表 表达 时 , 各 展开 
项 的 相对 系数 比较 容易 计算 , 但 归 一 化 系数 算 起 来 有 些 麻烦 , 好 在 最 高 权 态 的 归 一 
化 不 重要 . 下面 以 SU(3) 群 两 表示 [2, 1] 的 直 乘 分 解 为 例 , 列 出 用 正则 张 基 杨 表 表 
达 的 各 表示 最 高 权 态 展开 式 , 并 与 第 七 章 用 主权 图 方法 的 计算 结果 做 对 比 . 
iii ll 
>| 2 2 
1(2,2), (2,2)) = |1, 1) |1,1) 


四 四 四 四 | 

14] [z] 1[i| [Ti 

2 ~ x _ x 
2 3 3 2 

3 
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1(3,0),(3,0)) = /1⁄2 { 11,1) 12,1) - 12,1) 11,1) ) 
afifa e ee eL 
2|2]2 2 2 2 [P 
1(0, 3), (0,3)) = /1/2( 1.1) (1,2) — |T, 2) 11,1) } 


ijala 
1[1| [i112] [112] [ai 

2|2 A x = x 
KEEA 2 3 2 3 

3] 8 

1ij i[2] i]2] [Ti 
= x + x 

3 2 3 2 


11,1), (1, 1))s = /1/20 {V3 |1,1) |(0,0)) + |1, 1) |(0,0)2) ~ v6 |T, 2) |2,1) 
—v6 |2, T) |T, 2) + |(0,0)2) |1, 1) + V3 |(0,0)) 11,1)} 


1] 


HEH amaa oa a 
Em 2 3 2| 2 2 3 


REEDE 2] UBEL DLL 
3] 2 2 | 2 L] 2 
I, 1), (1, 1))4 = /1/12 {11,1} |(0,0)1) — v3 |1, 1) |(0,0)2) — v2 |T, 2) |2, T) 

+V3 |2, T) |T, 2) + v3 |(0,0)2) |1, 1) — (0,0)) |1,1)} 


HA Em, 3j_|1 1| [e 2|_112] 3 
3]3] 2 3 3 3 2 3 
1 


HEIN 3 [3 [2 JENE 
3 2 3 3 2 
2[2?] C] Ler] [DT 

= x 中 x 

3 3 3 2 
pehee eee] 

3 3 2 2 


110,0), (0,0)) = /1/8 {11,1) 1T, D) — |2, T) (2, 1) — IT, 2) 11,2) + |(0,0)1} (0,0)1) 
+I(0,0)2) |(0,0)2) = 11,2) 17,2) - 2,1) 12,1) + |T, T) 11,1)} 
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二 、 协 变 张 量 和 道 变 张 量 

设 D(G) 是 群 G 的 表示 , W| D(G)* 和 (D(G)-1)7 也 是 群 G 的 表示 . 若 D(G) 
是 么 正 表示 , 则 后 两 个 表示 相同 . SU(N) 群 的 自身 表示 就 是 这 种 情况 , u* = (u-!)”. 
但 SU(N) 群 自身 表示 与 其 复 共 鲍 表示 不 等 价 . 按 自身 表示 的 复 共 孝 表示 变换 的 矢 
基 称 为 逆 变 矢量 , 按 复 共 思 表 示 的 直 乘 表示 变换 的 张 量 称 为 逆 变 张 其 . OW ask itat: 
记 作 eds 有 


(OuT)™ em = > Tb bm CE Co = > ul be Tm 


heta ee 
oote > Wan (u) e "= > maa 
biba Do 
(8.53) 


以 前 定义 的 矢量 和 张 基 分 别称 为 协 变 撩 量 和 协 变 张 量 , 逆 变 张 量 空间 记 作 7*, 用 
杨 算 符 V 投影 , 得 不 可 约 张 量子 空间 2mT* = Ti， 对 应 表示 用 带 星 号 的 杨 图 
加" 标记 , 子 空间 的 张 量 基 用 带 星 号 的 正则 张 量 杨 表 标记 . 
进一步 , 有 n 个 协 变 指标 和 m 个 逆 变 指标 , 在 SU(N) 变换 中 按 下 面 规律 变换 
的 量 称 为 (n, m) 阶 混合 张 量 
(OD = Y tarag tanap TH U ia eT), 
(a(b) 
= S E E A E A 
(a')(b') 
对 混合 张 其 , 可 用 两 个 杨 算 符 分 别 对 协 变 指 标 和 逆 变 指标 进行 组 合 , 把 混合 张 量 空 
间 分 解 为 不 可 约 协 变 张 量子 空间 和 不 可 约 道 变 张 基 子 空间 的 直 积 ， 这 样 的 张 量子 
空间 是 否 还 存在 对 SU(N) 变换 不 变 的 更 小 的 子 空间 呢 ? 
混合 张 基 的 一 对 协 变 和 逆 变 指标 取 相 同 值 并 求 和 , 这 对 指标 在 SU(N) 变换 中 
保持 不 变 


D DA = Y wauw D waaka Ta 
c=1 Ë 
= > ia ukan 7 (= aae) 
d 


(a(b) 


(8.54) 


(8.55) 


这 样 的 张 节 称 为 原来 张 量 的 迹 张 量 ， 一 对 协 变 和 逆 变 指标 取 迹 的 运算 称 为 张 量 指 
标的 收缩 , (n, m) 阶 张 量 的 一 对 指标 收缩 后 , 它 的 变换 性 质 等 同 于 (n — 1, m — 1) 
MIKE. 无 迹 张 量 的 集合 构成 无 迹 张 量 子 空间 , 它 是 原来 混合 张 量 空间 的 一 个 关于 
SU(N) 变换 不 变 的 张 量子 空间 , 迹 张 量子 空间 也 是 一 个 关于 SU(N) 变换 不 变 的 张 
其 子 空间 . 
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有 一 个 典型 的 关于 SUN) 变换 不 变 的 (1, 1) 阶 混合 张 量 D, 它 的 分 量 等 于 克 
罗 内 克 (Kronecker)ó 函数 


1 =b 
Dt =8 = N 
y aZb 


(O, D); = Y vooruiy DY =Y uaaruty ó, = ó = Db 
a'b a'b 


° 


(8.56) 


(1, 1) 阶 混合 张 基 D 构成 一 维 张 量 空间 , 对 应 恒 等 表 示 . 在 混合 张 量 空间 分 解 为 无 
迹 张 基 空 间 和 迹 张 基 空 间 的 直 和 问题 中 , 不 变 张 量 D 起 着 重要 作用 , 例如 


T= [r -D GE r.) ) +Db GE r:) (8.57) 

第 一 项 是 (1, 1) 阶 无 迹 混合 张 量 , 而 第 二 项 括号 里 的 量 是 迹 张 基 , 它 是 零 阶 张 基 ( 标 
Ht), 原来 的 张 基 性 质 由 D 承担 . 

把 混合 张 量 空间 分 解 为 无 迹 张 基 空间 和 迹 张 基 空 间 的 直 和 问题 , 原则 上 是 一 个 


简单 的 代数 问题 , 但 实际 计算 起 来 可 能 相当 繁琐 . 例如 , (2, 1) 阶 混合 张 其 TŠ, 的 分 
解 , 就 要 比 上 面 的 例子 复杂 得 多 . 设 其 中 的 无 迹 张 量 为 Di 


N N 
Eh, = Th + DIY {aTh + Tp, + DIY (et, + cT) 
p=1 p=1 


则 根据 无 迹 条 件 JO Sh = 0 和 S Sh = 0, 得 
a b 


1+Nez+ca = 0, No.) + cs = 0, 
l+ei+Ncs=0, c2 + Nca = 0 
解 得 
c2=cs = -N/(N2-1), ci = ca = 1/(N2 - 1), 
+ N N 
A [2:5 (zz, - Nn) + DE ez 
p=1 p=1 


尽管 计算 比较 繁琐 , 但 原则 上 混合 张 量 空间 可 以 分 解 为 无 迹 张 量 空间 和 迹 张 量 空间 
的 直 和 . 如 果 得 到 的 迹 张 基 仍 同时 含 协 变 和 逆 变 张 基 指 标 , 则 可 继续 分 解 为 无 迹 张 
其 空间 和 迹 张 量 空 间 的 直 和 . 总 之 , 在 混合 张 量 空间 中 , 为 了 找 出 最 小 的 不 变 子 空 
间 , 首先 要 把 混合 张 晤 空间 分 解 为 一 系列 无 迹 张 量子 空间 的 直 和 , 这 些 无 迹 张 基 的 
指标 成 对 地 减少 , 然后 , 对 每 一 个 无 迹 张 其 子 空间 , 用 两 个 杨 算 符 分 别 投影 . 
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三 、 无 迹 混合 张 量 

用 两 个 杨 算 符 对 无 迹 混合 张 量 空间 分 别 投影 后 , 得 到 一 个 对 SU(N) 变换 不 变 
的 无 迹 混合 张 量子 空间 . 子 空间 用 一 对 杨 图 标记 , 记 作 AN, 其 中 [A] 和 四 "分别 
代表 协 变 和 逆 变 张 量 子 空间 对 应 的 杨 图 . 子 空间 的 基 用 一 对 正则 张 量 杨 表 标记 . IN 
为 加 了 无 迹 条 件 , 这 无 迹 混合 张 量子 空间 不 等 于 一 个 协 变 张 量子 空间 TI 和 一 个 
逆 变 张 量子 空间 TT HER, 表示 AN 不 等 价 于 表示 [ 和 表示 ["]* 的 直 乘 

首先 , 我 们 要 证 明 , 用 杨 图 A 标记 的 无 迹 混合 张 量 空间 为 非 零 空间 的 充 
要 条 件 是 杨 图 A) 和 [7]* 的 第 一 列 格 数 之 和 不 大 于 N. 证 明 的 方法 是 确定 在 什么 条 
件 下 , 不 同 的 正则 张 量 杨 表 数目 会 大 于 无 迹 条 件 的 数目 , 从 而 使 张 量 子 空间 不 是 零 
空间 . 

设 杨 图 [AM 和 杨 图 [7]* 的 第 一 列 格 数 分 别 为 n 和 m. 在 此 张 量 子 空间 中 任 取 
一 对 正则 张 基 杨 表 , 设 它们 的 第 一 列 格子 中 有 4 对 填 数 相 重 . 变动 这 4 对 填 数 相 同 
的 格子 的 填 数 值 , 固定 所 有 其 他 格子 的 填 数 , 得 到 互 不 相同 的 张 量 杨 表 的 对 数 为 


N — (n+ m — 24) 
£ 


由 于 张 基 是 无 迹 的 , 这 些 张 量 杨 表 间 存在 着 无 迹 条 件 . 固定 # — 1 对 相 重 的 填 数 , 余 
下 的 一 对 数 取 迹 , 得 到 一 个 无 迹 条 件 . 无 迹 条 件数 目 等 于 这 4 — 1 对 相 重 数 所 有 可 
能 的 不 同 取 值 数目 , 即 无 迹 条 件数 为 


N-—(n+m- 24) 
£—1 
张 直 子 空间 为 非 零 空间 的 充 要 条 件 是 无 迹 条 件 的 数目 小 于 不 相同 的 正则 张 基 杨 表 
对 数 , 即 
f< 3{N (n+m- 20) 
解 得 
n+m<N (8.58) 

其 次 , EHE ht ft13% EKR EKAR RR. 先 讨 论 m 阶 完全 
反对 称道 变 张 其 Te Pe 构成 的 张 基 子 空间 , 它 对 应 杨 图 [im]", 张 基 基 为 正则 张 基 
杨 表 YTO Pm. 张 量子 空间 维 数 是 N 个 数 中 取 m 个 数 的 组 合 数 . 将 此 张 量 与 
N 阶 完全 反对 称 协 变 张 量 相 乘 , 并 将 m 对 指标 收缩 , 得 


1 
m! 


DG (8.59) 
bib, 


再 oav_m = 
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可 以 用 两 种 观点 来 理解 式 (8.59). 从 张 量 基 组 合 的 观点 看 , 式 (8.59) 给 出 同一 个 张 
基 子 空间 中 两 组 基 之 间 的 组 合 关系 . 这 两 组 基 分 别 都 是 线性 无 关 的 , 而 且 基 的 数目 


~ CE 


实际 上 , =Ç (8.59) 中 的 求 和 式 , 把 因 反对 称 指标 求 和 产生 的 重复 项 与 m! 消去 后 , 不 
为 零 的 只 有 一 项 , 得 到 的 反对 称 张 量 基 Baarn 和 原来 的 张 量 基 YPO e 只 
是 排列 次 序 上 的 差别 , 由 它们 得 到 的 表示 是 等 价 的 . 但 从 张 量 基 的 变换 规律 来 看 


1 > bib, 
(Oudaan = 于 caran-mtbn (yo, e) * 
biba 


1 . 
= 而 Dd nb (uba ticia) 
br di du m iN -m 


* sba ttm ` 
x 人 > De 人 
tit 


$ m d 
== > X Ye mu ucw-oaw-m 


CCN 一 mm titm 


* . * * 
-{ 220 D ce 


dv 
1 


m! 


> 1M] titm. 
= Dae mbt OA in on E 
CCN 一 mm titm 


= J, Boow_nlaa auew_naw-m 


GlieN_m 区 而 
其 中 , 用 到 阶 完全 反对 称 张 基 eax 的 性 质 式 (1.12) 


> Uardı ** “Uandw Edi-dy = €av--as 5. Uld, uNdu Edi -dN 
dy dd (8.61) 
= (det u)ea.an = eatanw 


式 (8.60) RIKMA Barav m 的 变换 规律 和 N — m 阶 完全 反对 称 协 变 张 量 基 
VO On av_w 的 变换 规律 完全 相同 ， 因 此, m 阶 完全 反对 称 逆 变 张 量子 空 间 
VOIT 和 NN 一 m 阶 完全 反对 称 协 变 张 量子 空间 VU TIT 的 基 之 间 , 通过 式 (8.59) 
建立 起 一 一 对 应 关系 , 这 种 对 应 关系 在 SUN) 变换 中 保持 不 变 .两 张 基 子 空间 等 
价 , 对 应 的 表示 也 等 价 

patapa (8.62) 


这 种 逆 变 张 量 基 和 协 变 张 基 基 互相 转化 的 方法 可 以 推广 到 更 一 般 的 情况 ( 见 附 
录 33). 设 无 迹 混合 张 量 子 空间 用 一 对 杨 图 AN 描写 , 其 中 杨 图 [中 ”的 行 数 为 
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m, 杨 图 [X] 的 行 数 不 大 于 N - m, [7]* 去 掉 第 一 列 后 得 杨 图 [7]*, [和 A] 从 右面 补 上 
有 N -m 行 的 一 列 后 得 杨 图 A), 则 用 一 对 杨 图 [NM]\[r'* 描写 的 无 迹 混合 张 量子 
空间 和 用 一 对 杨 图 AN 描写 的 无 迹 混合 张 量子 空间 , 它们 的 张 量 基 可 以 互相 转 
化 , 这 两 个 张 量子 空间 是 等 价 的 


=5-l 1<j<m, 


PANT SANAT yont 1<k<N-m 


(8.63) 
反复 运用 式 (8.63), 可 以 把 用 杨 图 [中 * 标记 的 逆 变 张 量化 为 用 杨 图 [X| 标记 的 
协 变 张 量 , 其 中 


四 "= 上 内， N=n-m-in, 1<j<N (8.64) 


把 杨 图 A 倒置 , 并 从 下 面 与 杨 图 [r]* 拼 起 来 , 刚好 构成 一 个 N x n 的 长 方形 . 因 
此 , SU(N) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 都 可 用 一 个 行 数 小 于 N 的 杨 图 [A] 标记 , 对 应 的 
表示 空间 等 价 于 用 杨 算 符 YO 投影 的 协 变 张 最 子 空间 . 

图 8.1 和 8.3 给 出 了 道 变 张 其 表示 的 张 基 基 与 等 价 的 协 变 张 节 表 示 的 对 应 张 基 
基 之 间 的 联系 . 当初 我 们 是 按照 互 为 复 共 罗 表 示 的 对 应 基 的 关系 式 (7.160) 来 计算 
的 . 实际 上 , 对 SU(N) 群 来 说 , 这 关系 正 是 反复 应 用 式 (8.59) 和 (8.63) 的 结果 . 


W, SU(N) 群 的 伴随 表示 


以 李 代数 ( 李 群 ) 最 大 根 作为 最 高 权 的 表示 是 李 代数 的 伴随 表示 . 式 (7.90) 和 
(A29.1) 已 经 指出 , SU(N) 群 伴随 表示 的 最 高 权 为 (1,0,…,0, 1), 由 式 (8.30) 算得 伴 
随 表示 的 杨 图 为 2, 1-2]. 由 上 一 小 节 知 伴随 表示 等 价 于 (1,1) 阶 无 迹 混合 张 量 表 
示 [NI SU(N) 群 的 伴随 表示 是 不 可 约 表示 , 因而 SUN) 群 是 单纯 李 群 , 它 不 存 
在 不 变 子 李 群 . 

因为 在 李 群 中 , 伴随 表示 起 着 十 分 重要 的 作用 , 所 以 本 节 再 用 更 直接 的 方法 来 
研究 伴随 表示 , 而 且 把 按 伴随 表示 变换 的 张 量 分 量 和 (1,1) 阶 无 迹 混合 张 量 分 量 直 
接 联系 起 来. 根据 伴随 表示 的 定义 (7.8), SUN) 群 的 伴随 表示 满足 


uTau 1 = > Ta DE (u) (8.65) 


其 中 , TA 是 SU(N) 群 自身 表示 的 生成 元 , 它 是 N x N 无 迹 厄 米 矩 阵 . (1, 1) 阶 无 
迹 混合 张 量 Ts 在 SU(N) 变换 中 也 有 类 似 的 关系 


(O.T); = > taa TÜ, (U!) yy (8.66) 


. 346 - * 第 八 章 SU(N) Ë 


把 T 看 成 一 个 N x N 无 迹 矩阵 的 a fF b 列 元 素 , 则 它 可 按 SU(N) 群 自身 表示 生 
成 元 TA 展开 , V2F4 是 矩阵 展开 式 的 系数 


N?2—1 

Tü =. S (Ta) Fa, Fa= 2 (Taha TŠ (8.67) 
A=1 ab 

R (8.67) 也 可 看 作 张 分量 的 重新 组 合 , 把 (1, 1) Ë Guira Et T: 组 合成 新 的 

张 基 Fa, 而 V2(T4)s。 是 张 量 的 组 合 系数 ,因为 是 同一 张 量 空间 中 张 量 分 量 的 组 

£, 所 以 两 个 张 基 对 应 的 表示 是 等 价 的 . 计算 新 张 量 Fa 对 应 的 SU(N) 群 表示 


N2-1 N2-1 N?-1 
OT =uTu-1= /2 X rau Fa =V3 } Tp (> piara) 
A=1 B=1 A=1 
N2-1 


OT = 2 X Tp (O.F) 
B=1 


即 


N2-1 


(OuF)p= >Ü DËA(u)FA (8.68) 
A=1 


Fp 按 SU(N) 群 伴随 表示 变换 . 这 说 明 , SUN) 群 伴随 表示 等 价 于 D\[]" 表示 , 即 
[2,1X-?] 表示 . Ta 和 Fa 都 描写 按 伴随 表示 变换 的 张 基 , 但 用 N x N EREE Te 
形式 更 简单 . 这 是 粒子 物理 中 常用 的 方法 


8.4 SU(3) 对 称 性 和 强 子 波 函 数 


作为 物理 应 用 的 例子 , 讨论 SU(3) 对 称 性 在 粒子 物理 理论 中 的 应 用 , 介绍 广泛 
应 用 在 粒子 物理 理论 中 的 平面 权 图 方法 ”对 SU(3) 群 这 样 的 2 秩 李 群 , 用 平面 权 
图 方法 研究 不 可 约 表示 的 状态 基 , 比 用 方块 权 图 方法 更 直观 . 本 节 最 后 部 分 介绍 的 
强 子 波 函 数 的 计算 方法 , 充分 体现 了 置换 群 和 SUN) 群 的 密切 联系 , 这 方法 有 典型 


一 、 夺 克 的 量子 数 


现代 粒子 物理 理论 把 “基本 ”粒子 分 为 四 类 . 参与 强 相互 作用 的 粒子 称 为 强 子 ， 
不 参与 强 相 互 作用 的 粒子 称 为 轻 子 , 传递 相互 作用 的 粒子 称 为 规范 粒子 , 还 有 一 类 
在 理论 中 专 为 提供 粒子 静止 质量 才 引 入 的 粒子 , 称 为 黑 格 斯 (Higgs) 粒子 . 黑 格 斯 粒 
子 目 前 虽 尚 未 发 现 , 但 它们 已 成 为 现代 粒子 物理 理论 不 可 缺少 的 组 成 部 分 . 也 有 人 
认为 它们 可 能 是 一 种 过 渡 的 概念 . 其 他 还 有 如 超 对 称 理论 引入 的 粒子 , 传递 引力 的 
所 谓 引 力 子 等 , 目前 都 还 没有 观测 到 . 


8.4 SU(3) 对 称 性 和 强 子 波 函 数 EMT: 


规范 粒子 包括 传递 电磁 作用 的 光子 , 传递 弱 作 用 的 中 性 玻 色 子 Z 和 带电 玻 色 
+ W+, 还 有 传递 强 相互 作用 的 胶 子 G. 按照 现代 理论 , 轻 子 分 三 代 , 电子 e 和 电子 
中 微 子 ve, u 轻 子 和 b 中 微 子 vu + 轻 子 和 < 中 微 子 ve 此 外 还 有 它们 的 反 粒子 

本 节 重 点 讨论 强 子 . 强 子 中 的 费 米子 称 为 重子 , 玻 色 子 称 为 介子 , 它们 都 由 称 为 
专 克 的 更 基本 的 粒子 组 成 . 目前 了 解 的 夸克 有 18 种 , 它们 由 “颜色 ”和 “味道 ” 量 
子 数 来 区 分 . 这 里 所 谓 的 颜色 和 味道 只 是 一 种 形象 的 说 法 , 与 我 们 日 常生 活 中 的 颜 
色 和 味道 的 概念 毫 无 关系 . 夸克 有 三 种 颜色 , 常 称 为 红 、 绿 、 蓝 , 它们 是 颜色 SU(3)。 
群 自身 表示 的 基 , 通过 SU(3)。 规范 场 , 即 胶 子 场 发 生 强 相互 作用 . 理论 和 实验 研究 
表明 , SU(3)。 规范 作用 会 产生 颜色 禁闭 的 效应 , 在 目前 实验 的 能 量 条 件 下 , 无 法 观 
测 到 有 颜色 的 状态 , 也 就 是 说 , 目前 实验 中 只 能 观测 到 对 SU(3)。 变换 的 不 变态 , 称 
为 无 色 态 或 颜色 单 态 . 由 夸克 组 成 的 低能 无 色 态 主要 有 两 种 , 一 种 是 三 个 夸克 构成 
的 完全 反对 称 态 , 由 杨 图 [13] 描写 , 另 一 种 是 夸克 和 反 夸 克 构 成 的 收缩 态 , 也 就 是 
(1, 1) 阶 混合 张 基 的 迹 张 基态 . 用 数学 式 子 表达 为 

3 


ee qapa, 和 > Th (8.69) 
abc a=1 
当然 还 可 能 存在 由 这 些 态 组 成 的 复合 态 , 但 这 两 种 组 态 是 能 基 较 低 的 强 子 的 基本 组 
态 , 前 者 是 重子 态 , 后 者 是 介子 态 , 因而 夸克 带 有 1/3 个 重子 数 . 颜色 莽 子 数 不 是 本 
节 讨 论 的 重点 . 当 我 们 写 出 三 个 夸克 组 成 的 重子 态 , 或 一 对 夸克 反 夸 克 组 成 的 介子 
态 时 , 认为 它们 的 颜色 部 分 已 经 组 成 无 色 态 . 

夸克 有 六 种 味道 , 分 成 三 代 , ARLE u 和 下 夸克 d 是 第 一 代 , RE c 和 
奇 夸克 s 是 第 二 代 , MEH t 和 底 夸克 b 是 第 三 代 ， 列 在 每 代 前 面 的 夸克 带 2/3 
个 单位 的 正 电荷 , 后 面 的 夸克 带 1/3 个 单位 的 负电 荷 . 在 描写 电磁 作用 和 弱 作 用 的 
SU(2)@U(1) 规范 理论 ( 常 称 为 标准 模型 ) 中 , 每 一 代 夺 克 的 左手 态 构成 二 重 态 , 右 
手 态 为 单 态 , 其 构造 与 轻 子 三 代 相对 应 

上 夸克 u 和 下 夸克 d 质量 很 小 , 也 比较 接近 , 它们 构成 同位 旋 SU(2) 的 二 重 态 ， 
这 是 在 强 子 实验 中 发 现 的 有 条 件 的 同位 旋 守恒 现象 在 夸克 层次 上 的 反映 . 在 强 相 
互 作用 中 , 同位 旋 是 一 个 较 好 的 守恒 其. 在 实验 中 同位 旋 守 恒 提 供 了 很 多 重要 的 微 
观 信息 . 在 弱 相 互 作用 和 电磁 相互 作用 中 , 同位 旋 守 恒 遭 到 破坏 . 

奇 夺 克 s 质量 虽 比 上 夸克 u 和 下 夸克 d 大 一 些 , 而 且 带 有 称 为 奇异 基 子 数 S 的 
新 基 子 数 , 但 还 是 统称 为 轻 夸 克 , 因为 它们 比 起 其 他 三 种 所 谓 重 夸克 来 轻 很 多 . 在 
一 定 的 条 件 下 , 还 可 以 认为 这 三 种 轻 夺 克 有 近似 的 味道 SU(3) 对 称 性 , 但 在 使 用 这 
种 对 称 性 时 必须 考虑 它 的 破 缺 . 同位 旋 SU(2) 群 是 味道 SU(3) 群 的 子 群 . 历史 上 ， 
味道 SU(3) 对 称 性 曾 在 寻找 未 知 粒子 和 预言 粒子 质量 方面 起 过 重要 作用 . 这 是 本 节 
要 讨论 的 主要 对 象 . 三 种 重 夺 克 的 质量 要 比 轻 夸克 大 得 多 , 它们 与 三 种 轻 压 克 间 的 
对 称 性 破 缺 太 大 , 一 般 很 少 用 了 . 本 书 不 再 讨论 . 
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除了 颜色 和 味道 外 , 夸克 还 有 一 些 其 他 的 内 部 量子 数 , 如 重子 数 B, 电荷 数 Q, 
同位 旋 了 及 其 第 三 分 量 Ts, 奇异 量子 数 S, 超 荷 Y, 它们 都 列 于 表 8.1. 除 同位 旋 平 
方 量子 数 T 外 , 其 他 量子 数 对 反 专 克 都 改 符号 . 超 荷 Y 定义 为 重子 数 B 和 奇异 量 
子 数 S 之 和 , 它 与 电荷 Q 有 密切 联系 


Y=B+S， Q=Ty+Y/2 (8.70) 
当然 , 夸克 还 有 空间 量子 数 , 如 自 旋 和 字 称 等 . 
表 8.1 ， 轻 夸克 的 量子 数 


=. 平面 权 图 


现在 研究 味道 SU(3) 对 称 性 . SU(3) 群 有 八 个 生成 元 , 其 中 Ti, To 和 Ts 属 同位 
旋 SU(2) F$. Ta 和 Ts 可 以 互相 对 易 , 构成 SU(3) 群 的 嘉 当 子 代数 ,夸克 场 是 味道 
SU(3) HERM, 三 个 夸克 态 构成 味道 SU(3) 群 自身 表示 的 基 , 在 这 组 基 中 Ts 和 
Ts 同时 对 角 化 


1 1 0 0 " [102 0 
=s |o -10|, Y= =s 0 1 0 (8.71) 
0 0 0 0 0 — 


这 两 个 生成 元 的 物理 意义 十 分 清楚 : Ty 是 同位 旋 的 第 三 分 量 , Y 是 超 荷 . 这 是 粒子 
物理 中 常 采用 这 组 生成 元 的 原因 . 它们 与 谢 瓦 莱 基 中 的 生成 元 Hi 和 H, 相差 一 个 
线性 组 合 


` 


Hi =21, — Hs'=3Y/2-— Ts = V3Ts — Ts (8.72) 


夸克 态 的 直 乘 构成 味道 SU(3) 群 的 张 量 基 , 用 杨 算 符 投影 后 得 到 的 不 可 约 张 量 

基 或 其 适当 组 合 , 就 是 强 子 波 函 数 的 味道 部 分 . 它们 是 生成 元 H 和 H> 的 共同 本 征 

函数 , 本 征 值 就 是 权 矢量 . 这 些 权 在 以 Ts 和 Ts 作 坐 标 轴 构 成 的 平面 图 形 中 画 出 来 

就 是 平面 权 图 . 在 平面 权 图 中 沿 横 坐 标 和 纵 坐 标的 单位 矢量 分 别 记 作 e> 和 er. 

中 的 点 的 横 坐 标 是 Ts 的 本 征 值 , 纵 坐标 是 Ts 的 本 征 值 . 由 式 (8.72) 算出 基本 主权 
w, 的 分 量 为 

w =e2/2+ e1/(2V3),  w2=ei/V3 (8.73) 


8.4 SU(3) 对 称 性 和 强 子 波 函数 - 349. 


谢 瓦 莱 基 的 非 对 角 生 成 元 , 在 粒子 物理 中 另 给 了 名 称 . E, 和 F, 分 别称 为 Th 
和 人 ,它们 是 同位 旋 (T 旋 ) 的 升降 算 符 , E u 和 d 夸克 态 间 发 生变 换 . E, M F, $F 
别称 为 Q+ 和 U, 它们 是 U 旋 的 升降 算 符 , E d 和 s 夸克 态 间 发 生变 换 
Tid=u, Tru=Tis=0, Tu=d, T-d=T-s=0, 


(8.74) 
U,s=d, Uu =U4d=0, U-`d=s, U-u=U-s=0 


今后 在 面 味道 SU(3) 群 的 正则 张 量 杨 表 时 , 填充 数 由 1, 2 和 3 分 别 改 为 u d 和 s. 
反 亏 克 态 是 味道 SU(3) 的 一 阶 逆 变 张 量 基 , 是 自身 表示 的 复 共 思 表 示 的 基 . G 
克 态 的 正则 张 量 杨 表 时 , 填充 数 由 3, 2 和 1 分 别 改 为 到 d flu. 由 式 (7.160) 和 
(7.161) 知 


Ta=-d， Td=T}5=0, T-d=-u, Tū=T8=0, Si 
Ud=-5, U,ū=U;,5=0, U-s=-4, Uū=U-d=0 G7 
T, 算 符 只 改变 Ts 的 本 征 值 , 使 权 矢 基 在 平面 权 图 的 水 平方 向 移动 +1. 这 些 权 属 
同一 个 同位 旋 多 重 态 , 电荷 逐个 相差 1. Us 算 符 同时 改变 Ts A Y 的 本 征 值 , 但 保 
持 电 荷 不 变 . Uz 算 符 使 权 矢 量 沿 与 水 平方 向 成 2x/3 的 角度 方向 移动 , U, 使 减 
少 1/2, E Y 增加 1, U- 则 相反 . 这 些 态 属 同一 个 U 旋 多 重 态 , 它们 有 相同 的 电荷 . 

强 子 由 夸克 和 (或 ) 反 夸 克 构 成 , 强 子 波 函数 是 夸克 和 (或 ) 反 夸 克 波 函数 的 直 
R, 并 用 适当 的 杨 算 符 投影 , 也 就 是 正则 张 基 杨 表 . 由 于 外 尔 互 反 性 和 直 乘 表示 生 
成 元 的 作用 规则 , 生成 元 对 正则 张 量 杨 表 的 作用 , 可 按 式 (8.74) 和 (8.75) 作用 在 每 
个 夸克 和 (R) 反 夸 克 指标 上 , 然后 相 加 . 因为 目前 实验 中 能 观测 到 的 粒子 都 是 无 色 
态 , 所 以 强 子 一 定 是 由 三 的 倍数 个 夸克 和 (或 ) 成 对 的 夸克 反 夸 克 构 成 . 用 数学 的 话 
来 说 , 它们 是 SU(3)/23 群 的 单 值 表示 , 其 中 Zs 群 是 SU(3) 群 的 中 心 , 由 三 个 常数 
矩阵 构成 的 三 阶 群 . 

在 画 平面 权 图 时 , 首先 确定 最 高 权 的 位 置 , 然后 用 降 算 符 T_ 和 U- 作用 , 得 到 
其 他 权 的 位 置 . 遇 到 重 权 则 用 A 的 多 重 态 来 区 分 . 用 现在 的 符号 来 说 , 就 是 用 同位 
旋 平方 的 量子 数 了 来 区 分 . 用 生成 元 Ts 和 Y 的 本 征 值 来 描写 权 矢 基 时 , 比较 两 个 
权 的 高 低 , 首先 比较 Y 本 征 值 的 大 小 , 在 Y 本 征 值 相同 的 情况 下 , 比较 Ts 本 征 值 
的 大 小 . 对 夸克 场 来 说 , u 夸克 的 权 最 高 , d 夸克 的 权 其 次 , s 夸克 的 权 最 低 . 对 反 夸 
克 , 权 大 小 的 排列 次 序 正 相反 . SU(3) 群 不 可 约 表示 的 杨 图 只 有 两 行 . 最 高 权 的 正则 
张 基 杨 表 , 第 一 行 填 u 夸克 , 第 二 行 填 d G. 

SU(3) 群 的 平面 权 图 分 为 三 种 类 型 . 

(1) 一 行 的 杨 图 [和 ,0], 权 图 是 倒置 的 正三 角形 , 边 长 为 X. 复 共 堪 表示 的 杨 图 为 
D.A = [X,0]*, 权 图 是 正 置 的 正三 角形 . 权 图 中 所 有 权 都 是 单 权 . 
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在 表示 [和 ,0] 最 高 权 态 的 正则 张 基 杨 表 中 所 有 格子 都 填 u, 因而 
Y=M3, Ts =)àA⁄2 (8.76) 


由 最 高 权 态 出 发 , 用 T- 作用 , 逐个 把 u 改 为 d 它们 构成 一 个 同位 旋 和 +1 重 态 , 形 
成 倒置 正三 角形 的 上 边 . 然后 再 把 U- 作用 在 这 些 态 上 , 逐个 把 d 改 为 s, 构成 U 放 
多 重 态 . 在 权 图 上 表现 为 与 Ts 轴 成 2r/3 角 的 斜 线 . 所 有 权 都 是 单 权 . MRR 
[NA = [X0}' 的 态 , 权 矢量 反 号 , 权 图 是 正 置 的 正三 角形 . 两 权 图 互 为 对 原点 的 反 
演 . 表示 [1,0], [1,1] = [1,0]* 和 [3,0] 的 平面 权 图 见 图 8.5. 请 注意 权 图 [1,0]* 中 态 
前 面 的 符号 (也 见 图 8.1), 它 由 式 (8.59) 的 变换 决定 . 实验 中 发 现 的 字 称 为 正和 自 
旋 为 3/2 的 低能 重子 , 属于 表示 [3,0], 常 称 为 (3/2)* 十 重 态 重子 . 十 重 态 中 包含 四 
个 同位 旋 多 重 态 , 分 别称 为 N*, 2", =* 和 Q, 各 种 粒子 状态 的 波 函数 列举 如 下 


Ni+=[ulu u N+=v5lululdl|，No=vsluldld|， 
N° =|dldld|， 


s+ =v3[u]u[s) °= ¿6 [Úə[a[s], >° = A[a[a[s], 


Z° = /s uls|s|， =*-=Vv3|ld|s|s|, Q-=|s|s|s 


Y 


=e e=- 


$o- 


(2) 表示 [1,0]* 的 权 图 (3) 表示 [3,0] 的 权 图 


图 8.5 SU(3) 群 若干 表示 [和 ,0] 的 平面 权 图 
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(2) 杨 图 [2A, AJ = [和 ,OI\[X,0]”, 权 图 是 正六 边 形 , 边 长 A, 处 于 外 边线 上 的 状态 
对 应 单 权 , 向 中 心 每 走 一 格 , 状态 的 权重 数 增加 1, 到 原点 权 的 重 数 为 十 1. 

最 高 权 对 应 的 正则 张 量 杨 表 , 第 一 行 的 格子 都 填 u 第 二 行 的 格子 都 填 d, 因而 
表示 [2X, 的 最 高 权 为 


Y=), T=M2 (8.78) 


由 最 高 权 出 发 ,用 T- 作用 , 逐个 把 处 于 单行 格子 中 的 u 改 为 4. 处 于 双 行 格子 中 的 
u 不 能 改 , 因为 同一 列 不 能 填 相 同 的 夸克 . 这 样 得 到 一 个 同位 旋 A+ 1 重 态 , 对 应 的 
权 处 在 权 图 正六 边 形 的 上 边 , 这 些 权 都 是 单 权 . 然后 用 U- 作用 在 这 些 态 上 , 逐个 把 
d 改 为 s. 因为 在 这 些 正则 张 基 杨 表 中 , d 分 别 填 在 第 一 行 和 第 二 行 , 所 以 有 几 种 d 
到 s 的 换 法 , 得 到 不 同 的 正则 分 量 杨 表 , 对 应 重 权 . 重 权 对 应 的 状态 基 由 同位 旋 多 重 
态 来 区 分 . 由 正六 边 形 外 边 向 中 心 走 , 权 的 重 数 逐渐 增加 . 经 过 Ó 步 走 到 原点 , 权 减 
为 零 , 重 数 增加 到 入 + 1. 零 权 对 应 的 正则 张 量 杨 表 中 填 有 u, d 和 s 各 入 个, 其 中 
都 填 在 第 一 行 的 左面 , 根据 第 二 行 中 填 d 个 数 的 不 同 来 区 分 A+ 1 个 不 同 的 正则 张 
基 杨 表 . 图 8.6 给 出 表示 [2,1] = [JN] 的 平面 权 图 . 

实验 中 发 现 的 宇 称 为 正和 自 旋 为 1/2 的 低能 重子 , 常 称 (1/2)* 八重 态 重子 [ 见 
图 8.6 (1)], 它们 由 三 个 夸克 组 成 . 20 世纪 60 年 代 实验 上 已 发 现 能 基 较 低 的 介子 有 
字 称 为 负 和 自 旋 为 0 的 所 谓 0- 八重 态 标量 介子 [ 见 图 8.6 (2)] 和 字 称 为 负 自 旋 为 1 
的 所 谓 1- 八重 态 矢 基 介子 , 另外 还 有 一 个 字 称 为 负 自 旋 为 1 的 所 谓 1- 单 态 矢 基 
介子 . 八重 态 重子 和 标 基 ( 矢 基 ) 介子 的 名 称 及 其 波 函 数 (正则 张 基 杨 表 ) 列 于 下 式 


重子 Pt dr T. 
— uu £ 
P= q4d K+ = us 
— ud C — 
=a K? = dš 

r= uu 


z = VI73 Ë u E z = /1/5 [ut — dā} 


y- = dd 


(8.79) 


” x = du 
A= /3⁄2 f -n = - /1/6 (uu + dd — 2ss} 
= —K5=— sd 
S= S K- = sü 


- 352- 


* 第 八 章 SU(N) 群 
标量 介子 与 矢量 介子 的 对 应 如 下 
x— p, K— kK’, =w (8.80) 
1 单 态 矢 量 介子 称 为 ó 粒子 . 
F: r 
P N K? K+ 
. . ° . 
s x° x+ n w -nt 
— — - — 
A Ts -r Ts 
° ° .° 
z0- = K- -R° 


(1) 重子 的 表示 [2,1] 


(2) 轻 子 的 表示 [1]N\[1]* 


图 8.6 SU(3) 群 伴随 表示 [2, 1] 的 平面 权 图 


(8.74) 和 (8.75) 计算 得 到 


介子 波 函数 有 两 种 计算 方法 , 一 种 是 由 最 高 权 出 发 , 利用 降 算 符 作 用 的 公式 


Kt*+=|u Ns 


A K9°= F, Kf =F, 


uNe] = aNs ? 


-rt =F, Kt = Ps 


d] } = d w] 
ep 0 lo\_,/l i 
-fee -A -DG + EQ) 
-FeO -E u) - [a 4]; 
-R = VIP = p [u s] — [a 3 -[s Na]. 


K-=A (-R°)=-7 [s Na] = 


(8.81) 
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另 一 种 方法 是 采用 式 (8.59) 的 变换 来 计算 , 这 里 只 算 =° 和 -的 波 函 数 ， 应 用 式 
(8.23), 有 


rE 
s s s d 
= -2[a Na + 
N 十 | u s X] aS 
aes -L E, d 
d d d ñ 
=? s N6] -CN - [a Na] 
由 此 得 
站- 有 -MG aa). 
-n= BP -Aee s] -ET - ENY 


(3) 杨 图 [A1, Ao], 和 1 > 2X2 > 0, 权 图 是 六 边 形 . 不 相 邻 的 三 条 边 长 度 相同 . 上 边 
长 为 和 1 一 Xz, 底 边 长 为 A2. 处 于 外 边线 上 的 状态 对 应 单 权 , 向 里 每 走 一 格 , 状态 的 
权重 数 增加 1, 直至 六 边 形变 成 倒置 的 正三 角形 , 权 的 重 数 不 再 增加 , 固定 为 2 + 1. 
把 Ao 换 成 和 一 Xa, MERAK. 表示 [A1, 和 2] 的 最 高 权 为 


Y=(i+392)/3, Ts = (M — à2) /2 (8.83) 


对 这 类 表示 物理 上 目前 兴趣 不 大 , 因为 它 包含 的 夸克 数 不 能 被 3 除 尽 , 对 应 有 色 态 ， 
现 有 实验 观测 不 到 . 
=. 质量 公式 

建立 一 个 简单 模型 来 研究 属 同一 味道 SU(3) 多 重 态 强 子 的 质量 关系 ,这 些 强 
子 都 由 夸克 和 反 夸 克 构成 , 假设 u 和 d 夸克 及 其 反 夸 克 质 量 相同 , 为 m, 而 s 夸克 
MARE, 为 m. 设想 属 同一 多 重 态 的 强 子 , 结合 能 -V 相同 . 根据 这 一 简单 模型 ， 
由 图 8.5 得 十 重 态 重子 的 质量 为 


M(N*)=3mi—- V , MI(D*) = 2m + mx — V, 
M(E*) = m +2m -V , M(Q) = 3m — V 
由 此 得 质量 关系 


M(Q) — M(E*) = M(E*) - MD) = M(>°) — M(N*) (8.84) 
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根据 实验 测 基 结果 , 对 同位 旋 多 重 态 取 平均 , 得 


My- = 1232MeV , My- = 1384.6MeV, 
Mz- = 1531.8MeV ， Mao = 1672.5MeV, 
M(Q) — M(E*) = 140.7MeV, 

M(E*) + M(2*) = 147.2MeV, 


M(£*) — M(N*) = 152.6MeV 


虽然 模型 十 分 简单 , 但 理论 和 实验 符合 得 相当 好 . 20 世纪 60 年 代 初 曾 根据 这 质 基 
AR, 预言 质量 在 1680MeV 附近 应 该 有 自 旋 宇 称 为 (3/2)*, 超 荷 为 -2, 电荷 为 -1 
的 同位 旋 单 态 重子 , 后 来 果真 在 实验 中 发 现 了 Q 重 于 . 

把 这 简单 化 的 模型 用 到 八重 态 重子 , 首先 遇 到 一 个 问题 就 是 D 重子 和 A 重子 
都 由 两 个 u 或 d 夸克 , 一 个 s 夸克 构成 , 因此 它们 的 质量 应 该 相等 , 这 与 实验 不 符 . 
可 见 这 模型 过 于 简单 . 仔细 分 析 知道 , s 夸克 质量 与 u 和 d 夸克 质量 不 同 , 相当 存在 
变换 性 质 与 Y 相同 的 破 缺 哈密 顿 基 , 通常 称 为 “33” 破 缺 , 指 的 是 破 缺 哈密 顿 其 正 
比 于 自身 表示 的 第 三 行 第 三 列 矩阵 元 素 . 引入 粒子 的 质量 算 符 M, 它 的 主要 部 分 是 
SU(3) 不 变 的 , 微 扰 项 属 SU(3) 的 伴随 表示 , 只 对 同位 旋 SU(2) 保持 不 变 . 这 样 的 微 
扰 项 能 包含 几 个 参数 ? 设 粒子 的 场 函数 V 属于 SU(3) 表示 [A], 由 于 已 经 把 破 缺 部 
分 放 在 质 基 算 符 里 了 , 整个 质量 项 p M p 仍 是 SU(3) 不 变 的 , 这 就 要 求 


BixA — J 


在 这 克 莱 布施 - 丰登 级 数 中 出 现 表示 [A| 的 重 数 , 就 是 允许 引入 的 质量 微 扰 项 的 参 
数 数目 . 按照 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 , 当 [| 是 一 行 的 杨 图 (或 其 复 共 亏 表示 ) 时 , 只 
允许 一 个 微 扰 参 数 , 4 A 是 两 行 长 度 不 同 的 杨 图 时 , 允许 引入 两 个 微 扰 参数 . 这 就 
是 上 述 简 单 模型 对 十 重 态 重子 很 成 功 , 而 对 八重 态 重子 明显 不 合理 的 原因 . 

盖 尔 曼 (Gell-Mann), PA (Nishijima) 和 大 久保 (Okubo) 把 质量 算 符 表 成 味道 
SU(3) 生成 元 的 乘积 形式 , 要 求 每 一 项 对 同位 旋 SU(2) 变换 保持 不 变 , 且 属于 恒 等 
表示 或 伴随 表示 . 因为 至 多 只 有 两 个 微 扰 参 数 , 所 以 写 到 生成 元 的 二 次 项 已 经 足够 
T. 常数 项 是 SU(3) 不 变 的 , 满足 上 述 要 求 的 一 次 项 只 有 Y. 同位 旋 SU(2) 不 变 的 二 
次 项 可 有 .Y? 和 T 两 个 独立 项 , 它们 属于 两 个 伴随 表示 直 乘 的 对 称 组 合 . 因为 在 两 
个 伴随 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 , 属 对 称 组 合 的 表示 有 [2,2], [1, 1]s 
和 [0,0]( 见 图 7.10 或 8.3 节 第 一 小 节 的 末尾 ), 所 以 这 两 个 独立 的 二 次 项 必须 适当 组 
合 , 以 排除 属 表示 [2, 2] 的 部 分 . 设 我 们 要 找 的 组 合 为 Y? + cT2, 它 属于 便 等 表示 和 
伴随 表示 直 和 的 表示 空间 . 根据 上 述 讨论 , 把 质量 算 符 写成 本 征 值 形式 , 就 是 所 谓 
的 质量 公式 

M = Mo+MiY +M2[Y?+cT(T+1)] 
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EF, T(T + 1) 是 生成 元 T? 的 本 征 值 , c 是 待定 参数 . 这 公式 对 重子 十 重 态 也 应 该 
成 立 , 故 有 

Y? +cT(T+1)=a+bY. 
以 重子 十 重 态 的 基 子 数 代入 , 解 出 参数 cp 和 c. 对 Q EF, Y = -24 T = 0, 得 
4=a—2b. 对 =* EF, Y = -1 M T = 1/2, Ẹ 1+3c/4 =a — b. X} E EF, Y = 0 
AT = 1,89 2c =a. 解 得 


用 重子 N* 来 检验 ,Y = 1A T = 3/2, 4 1 + 150/4 = a + b, 此 式 满足 . 这 样 就 得 到 
著名 的 盖 尔 曼 - 西 岛 - 大 久保 关系 


M(T,Y) = Mo + MY + M2 [Y2 — 4T(T + 1)) (8.85) 
对 八重 态 重子 
M(N) = Mo + Mı -2M2 , M(E) = Mo — 8M2 
M(A)= Mo, M(E) = Mo — Mi -2M2 
M(N)+ M(E) _ M(X) + 3M(A) 
一 (8.86) 
以 实验 数据 代入 
M(N) = 938.9MeV , MI(Z) = 1193.1MeV 
M(A) = 1115.7MeV , M(E) = 1318.1MeV 


式 (8.86) 左面 是 1128.5MeV, 右面 是 1135.1MeV, 符合 得 相当 好 

WARE- 西 岛 - 大 久保 关系 用 到 0- 介子 八重 态 时 , 结果 不 很 理想 . 人 们 很 
快 发 现 把 质量 公式 看 成 质量 平方 的 公式 则 符合 得 相当 好 . 其 中 原因 并 不 十 分 清楚 ， 
可 能 因为 哈密 顿 量 中 的 质量 项 , 费 米子 是 以 质量 一 次 方 出 现 的 , 而 玻 色 子 是 以 质量 
二 次 方 出 现 的 . 具体 实验 数据 如 下 


m(r) = 138.0MeV， m(K)=495.7MeV, m(n) = 547.5MeV 


式 (8.86) 的 M 理解 为 质量 平方 m, 等 式 左面 是 0.2457GeV2, 右面 是 0.2296GeV2, 
符合 得 相当 好 . 当 把 盖 尔 曼 -HA - 大 久保 关系 用 到 1- 介子 八重 态 时 , 结果 又 不 
很 理想 . 有 人 提出 , 由 于 作为 1- 单 态 的 介子 9 与 属于 1- 八重 态 的 介子 o, 除了 属 
SU(3) 群 不 同 表示 外 , 其 他 量子 数 完全 相同 . 注意 到 质量 算 符 属 伴随 表示 , 它 是 可 以 
EARS (伴随 表示 ) MAS (ESRR) 发 生 混合 的 . 这 种 混合 使 介子 质量 偏离 盖 
尔 曼 - 西 岛 - 大 久保 关系 . 
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、 介 子 波 函 数 


低能 介子 由 一 对 专 克 和 反 专 克 组 成 , 轨道 角 动 量 为 零 , 介子 波 函 数 是 三 部 分 的 
乘积 : 颜色 波 函 数 , 味道 波 函数 和 自 旋 波 函数 . 因为 压 克 和 反 专 克 不 是 全 同 粒子 , 不 
必 考 虑 总 波 函 数 的 置换 对 称 性 . (1, 1) 阶 混合 张 量 中 可 分 解 出 无 迹 张 景 和 迹 张 量 两 


个 多 重 态 
回 ]> “= N `e1 


其 中 , 颜色 和 味道 部 分 是 SU(3) 群 , 而 自 旋 部 分 是 SU(2) 群 . 为 了 构成 无 色 态 , 波 函 
数 的 颜色 部 分 只 能 取 为 单 态 的 迹 张 量 , 味道 部 分 可 以 是 八重 态 (无 迹 张 量 ) 和 单 态 
( 迹 张 量 ). 自 旋 部 分 无 迹 张 量 是 矢量 介子 , 迹 张 量 是 标 基 介 子 . 实验 上 较 早 发 现 的 能 
基 较 低 的 介子 字 称 都 为 负 , 它们 是 前 面 介绍 过 的 0 ”八重 态 介 子 , 1” 八重 态 和 单 态 
介子 , 后 来 才 发 现 0- 单 态 介子 N. 

如 果 把 夸克 和 反 夸 克 的 自 旋 波 函数 分 别 记 作 (wy,-) 和 (07, YF), 标量 介子 
的 自 旋 波 函数 是 迹 张 最 , 有 


S=0, S=0: VIP (Pys +0-) (8.87) 


由 式 (7.156), 矢量 介子 自 旋 的 最 高 权 态 波 函数 容易 写 出 , 再 用 降 算 符 作用 得 其 他 状 
态 波 函 数 


S=1, Ss=1: 一 多 O+ 
Ss=0: 1/2 (rw — Ww-) (8.88) 
S3 = -1 PFY- 
AIN THRINE iS OI EEE 


sI uN" J? +[aNa +E} (8.89) 


八重 态 介子 的 味道 波 函 数 由 式 (8.81) 给 出 .在 粒子 物理 中 经 常 把 它们 写成 三 维 无 
迹 矩 阵 的 形式 , 行 指标 是 协 变 张 量 指标 , 列 指标 是 逆 变 张 量 指标 . 作为 张 基 基 , 例如 


0 1 0 Tf1 0 0 Tf10 
=|j0001|, s= f 0 -10|， n=} 0 1 
0 0 0 0 0 0 0 0 = 


如 果 把 八重 态 介子 看 成 同一 个 粒子 的 不 同 状态 , 它 的 味道 波 函数 用 三 维 无 迹 张 量 描 
写 . 无 迹 张 量 按 式 (8.81) 给 出 的 基 展 开 , 展开 系数 是 相应 介子 的 味道 波 函 数 , 用 介 


e° ° 


N 


84 SU(3) 对 称 性 和 强 子 波 函 数 


- 357- 


子 的 名 字 表 出 
m n + K+ 
Z F v6 x 
M= £ a £ i Ko (8.90) 
和 po a 
K 5 i 
在 SU(3) 变换 u 中 它 按 下 式 变换 
M > uMu-! 


(8.91) 


八重 态 介子 的 味道 波 函 数 也 可 以 按照 式 (8.67) 写成 八 维 实 正 交 表示 波 函 数 形式 


(Mi +iM2) /V2 = 77 , 
(Ma +iMs)/ V2 =K- , 
(Me +iM7) /V3 =K", 
M:=7, 


(M: — iM) /V2 = x+ 
(M. — iMs) //2 = Kt 
(Me — iM7) /Vi = K9 
Ms=n 


(8.92) 


它们 的 关系 就 像 SO(3) 群 的 自身 表示 和 D! 表示 的 关系 . 在 实际 计算 中 , SU(3) 群 
伴随 表示 的 这 种 实 正 交 形 式 用 得 较 少 . 
粒子 物理 中 也 常 把 八重 态 重子 的 味道 波 函数 写成 三 维 无 迹 矩 阵 的 形式 ， 由 于 
式 (8.79) 给 出 的 重子 和 介子 的 对 应 关系 , 在 矩阵 形式 中 会 出 现 若干 负 号 
2 A 
Vi Vv 
B= 92 a (8.93) 


五 、 重 子 波 函数 


低能 重子 由 三 个 夸克 组 成 , 三 个 夸克 是 全 同 的 费 米 子 , 按照 费 米 统计 的 要 求 , E 
们 的 波 函 数 必须 对 夸克 置换 反对 称 . 假定 低能 重子 轨道 角 动量 为 零 , 总 波 函 数 是 颜 
色 , 味道 和 自 旋 三 部 分 波 函 数 的 乘积 .三 个 夸克 组 成 三 阶 张 基 , 按照 杨 图 外 积 的 规 
则 得 


x x = e° e e 


| (8.94) 


{1] x [1] x [1] = [3] ®.{2, 1] @ [2,1] @ [1°] 
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这 些 波 函数 在 置换 变换 中 的 变换 性 质 , 也 由 这 些 杨 图 标记 . 为 了 构成 无 色 态 , 颜色 波 
函数 必须 处 于 色 单 态 , 对 应 杨 图 [13], 在 置换 变换 中 是 完全 反对 称 态 . 这 就 决定 了 味 
道 和 自 旋 波 函数 的 乘积 在 置换 变换 中 必须 是 完全 对 称 态 . 

味道 波 函数 有 三 种 可 能 的 选择 , 味道 SU(3) 的 [3] 表示 是 十 重 态 , 在 置换 变换 中 
是 完全 对 称 态 , [2, 1] 表示 是 八重 态 , 两 个 八重 态 在 置换 变换 中 构成 二 维 表示 , 称 为 
混合 对 称 态 , [13] 表示 是 单 态 , 在 置换 变换 中 是 完全 反对 称 态 . 自 旋 对 应 的 是 SU(2) 
群 , 杨 图 [13] 对 应 零 空间 , 因此 自 施 波 函数 只 有 两 种 可 能 的 选择 , [3] 表示 是 四 重 态 ， 
自 施 为 3/2, 在 置换 变换 中 是 完全 对 称 态 , [2, 1] 表示 是 二 重 态 , 自 旋 为 1/2, 两 个 二 
重 态 在 置换 变换 中 构成 混合 对 称 态 . 

因为 味道 和 自 旋 波 函数 的 乘积 在 置换 变换 中 必须 是 完全 对 称 态 , 所 以 味道 十 重 
态 必须 配 上 自 施 四 重 态 (S = 3/2), 味道 八重 态 必须 配 上 自 旋 二 重 态 (S = 1/2), 味 
道 单 态 则 无 法 构成 满足 费 米 统计 的 重子 态 ， 这 就 解释 了 最 先 发 现 的 低能 重子 只 有 
(3/2)+ 十 重 态 重子 和 (1/2)+ 八重 态 重子 . 具体 写 出 重子 波 函 数 时 必须 真正 把 它们 
组 合成 对 置换 变换 的 完全 反对 称 态 , 以 满足 费 米 统计 . 颜色 波 函 数 已 按 式 (8.69) 明 
确 写 出 , 这 里 只 写 味道 和 自 旋 波 函数 的 乘积 , 它们 对 置换 变换 是 完全 对 称 态 ， 在 下 
面 展 开 式 的 每 一 项 , 都 应 该 理解 为 已 对 三 种 颜色 态 做 完全 反对 称 组 合 . 

(1) 十 重 态 (3/2)+ RF. 写 两 个 有 代表 性 的 重子 态 作为 例子 . 

Nit, T = 3/2, T3 = 1/2, Y = 1, 和 53 = 1/2. 下 标 表 Ss, 上 标 表 电荷 . 波 函 数 
表 为 两 部 分 的 乘积 

| u | u | dl:|+ | +=] 


1 
NIJ s {urutd + udu- +dpupu— +u+u-d} +uyd_u, 


+ dyu-u, +u-u,di +u_ diu, + d_uyu,] 


Ejo T = 1, Ts = 0, Y = 0, #l Ss = 一 1/2. 波 函数 表 为 两 部 分 的 乘积 


uļaļs š +]-]-) 


1 
E = — {u+d-8- + usd- +d}u-s- +dys-u- 
£ 1/2 3⁄2 {u+ + + + 
+ s4u-d- + s+d-u- +u-d+s- +u-s+d- +d_u+s- 
+ d-s4u- +s-u4d- +s-d}u- +u-d-s4 +u-s-d+ 
+ d_u-sy +d-s-u+ +s-u-d, +s-d-u4} 


(2) 八重 态 (1/2)* EF. 在 这 种 情况 下 , 对 置换 群 来 说 , 味道 波 函 数 和 自 旋 波 


函数 都 属 二 维 表示 , 乘 起 来 后 构成 四 维 表示 , 包含 置换 群 的 对 称 表示 , 反对 称 表示 和 
混合 对 称 表示 . 费 米 统计 要 求 把 波 函 数组 合成 全 对 称 态 , 即 属于 置换 群 的 恒 等 表 示 . 
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例如 , 写 质子 自 旋 53 = -1/2 态 的 波 函 数 , T = Ts = 1/2, Y = 1. 假定 杨 算 符 对 应 


的 正则 杨 表 为 
[| 2 


3 
则 味道 波 函 数 的 标准 基 有 两 个 态 
Y |- 2uud—- duu —udu, — (23) =- 2udu — duu — uud 
自 旋 波 函数 的 标准 基 也 有 两 个 态 
+) ++) (+) 


OE tH -+ 


在 这 组 标准 基 中 , 置换 群生 成 元 的 表示 矩阵 已 在 表 6.4 中 算出 [ 见 式 (6.114)] 


DBI [(1 2)] = | F ) F D [(1 2 3)] = ( x I ) 


各 自 直 乘 后 , 找 本 征 值 为 1 的 共同 本 征 矢 基 


P = at 1 
21] x Dal _|o -101 
D2 [1 2)] x D [(1 2) | 
0 0 1 
1 -1 — 1 
21) J |10 -0 
Denas pela 23)=| oo 
1 0 0 0 
每 个 矩阵 有 两 个 本 征 值 为 1 的 本 征 矢 基 , 它们 分 别 是 
1 0 1 ï 
0 1 1 0 
ol 1 f 0 | ” 1 
0 2 1 1 
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本 征 值 为 1 的 共同 本 征 矢 基 取 转 置 后 为 (2, 1, 1, 2). 因此 质子 波 函数 为 


uju + |= k. q a 


ra -H pt [ea] 


d 


} 
à lesh a | [ Hha [es 上 (8.95) 


= {2uud— duu — udu} + 3{(+ — —)— (— — +)) 
+ {2udu ~ duu — uud} + 3{(+ — —) — (— + —)) 
= 3(u,u-d_ —2d}u-u- + udu- — 2u_u-d, + d_u-u+ 


+u-d-u+ +u-uyd- +d_uru- — 2u-dyu-) 


为 了 归 一 化 , 可 把 前 面 的 常数 换 成 /1/18. 容易 检验 , R (8.95) 对 任意 两 夸克 交换 
是 对 称 的 , 交换 反对 称 的 性 质 由 颜色 波 函数 提供 . 


=> 题 


1. 计算 SU(3) 群 和 SU(6) 群 用 下 列 杨 图 标记 的 不 可 约 表 示 的 维 数 : [3], [2, 1], [3,3], [4, 2), 
[5,1]. 

2. 对 SU(3) 群 和 SU(6) 群 , 分 别 计算 下 列表 示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - REAN, 并 用 维 数 
公式 检验 : (1) [2,1] x [3,0], (2) [3,0] x [3,0]， (3) [3,0] x [3,3], (4) {4, 2] x [2, 1]. 

3. 把 下 面 SU(6) 群 的 无 迹 混合 张 量 表示 变换 成 协 变 张 量 或 逆 变 张 量 表示 , 并 计算 这 些 表示 
的 维 数 : (1) [3,2,1]*， (2) [3,2,1]\[3,3j"， (3) [4, 3, 1]\[3, 2]*. 

4. 画 出 SU(3) 群 的 不 可 约 表示 [4] 的 方块 权 图 , 对 每 一 个 权 , 标 上 相应 的 正 交 归 一 的 正则 张 
量 杨 表 . 

5. 画 出 SU(3) 群 的 不 可 约 表示 [3, 1] 的 方块 权 图 , 对 每 一 个 权 , 标 上 相应 的 正 交 归 一 的 正则 
张 量 杨 表 . 

6. IH SU(3) 群 的 不 可 约 表示 [2, 1, 1] 的 平面 权 图 , 对 每 一 个 权 , 标 上 相应 的 正 交 归 一 的 正 
则 张 量 杨 表 . 

7. 计算 SU(3) MERER [2] x [1] 的 克 莱 布 施 - 成 登 级 数 和 克 莱 布 施 - LERN. 

8. 中 子 由 一 个 u 夸克 和 两 个 d GAAR, 试 写 出 Ss = 一 1/2 的 中 子 满足 费 米 统计 的 波 函 
数 形式 ( 设 轨道 角 动 量 为 零 , 颜色 部 分 不 必 明 显 写 出 ). 

9. 按 下 列 步骤 证 明 


N21 1 1 
> = 2866 — — ¿ë 
2 (Ta)ac (TA)aa = 5588 一 gjy 9098 


其 中 , (Ta), 是 SU(N) 群 自身 表示 的 生成 元 . 
(1) SU(N) 群 不 变 的 (2 2) 阶 混合 张 量 TS 只 能 是 SCOE 和 644; 的 线性 组 合 . 


3 m .361. 


(2) 定义 SU(N) 群 (2 2) 阶 混合 张 量 
N21 


Të = J (TA). (Taha 
短 


证 明 它 在 SU(N) 变换 中 保持 不 变 . 
(3) 把 TA 按 5 函数 展开 , 确定 组 合 系数 , 最 后 证 明 上 式 . 


“第 九 章 SO(N) 群 
本 章 主要 研究 SO(N) 群 的 张 量 表示 , 旋 量 表示 和 洛 伦 效 群 的 不 可 约 表示 . 


9.1 SO(N) 群 的 张 量 表示 

本 节 讨论 SON) 群 张 量 空间 的 约 化 , 并 计算 SON) 群 的 不 可 约 张 量 基 . 张 基 
表示 是 SO(N) 群 的 单 值 表示 
—. SO(N) 群 的 张 量 

与 SU(N) 群 的 张 量 和 张 基 基 的 概念 相 类 似 , SO(N) 群 的 n 阶 张 车 Taran 有 
nn 个 指标 , N” Arit, 在 SO(N) 变换 R 中 按 下 式 变换 

Taran => (OnRT),,. a. = PO Rari “> Ranbn Thr.bn (9.1) 
biba 

同样 可 以 引入 张 基 基 的 概念 . 张 基 基 是 只 有 一 个 分 量 不 为 0 (等 于 1) 3k hk, 任何 
张 基 可 按 张 直 基 展开 


(Budw)o as = bia ddsaa °° bdnan = (Bai )a, (@z.)., (eu)。 (9.2) 
Taran = 2 Ta-a, (@a,-—a,)ai—a, = Taran (9.3) 

在 SO(N) 变换 中 张 基 基 做 如 下 变换 
OnR@u.. a. = 3 bb, Rosai + Randn (9.4) 


L 


在 置换 变换 中 , 张 量 和 张 量 基 也 按 式 (8.6) 和 (8.19) 变换 . SON) 群 的 n MIKEY 
集合 构成 N". HES ht =E |a], 它 是 一 个 线性 空间 , 并 对 SON) 变换 和 张 基 指 标 间 的 置 
换 变换 保持 不 变 . 对 SON) PEKE, 外 尔 互 反 性 也 同样 成 立 , 即 和 置换 变换 和 SO(N) 
变换 的 次 序 可 以 交换 , 因而 张 量 空间 也 可 以 用 杨 算 符 投影 的 方法 , 分 解 为 对 SO(N) 
变换 不 变 的 张 基 子 空间 的 直 和 |. 

与 SU(N) 情况 不 同 之 处 在 于 变换 矩阵 变 成 了 实 正 交 矩阵 R e SO(N), 这 使 
SO(N) 群 张 基 产生 若干 新 的 性 质 . 首先 , 在 SO(N) 变换 中 , 张 量 分 时 的 实 部 和 虚 部 
都 独立 地 按照 式 (9.1) 做 变换 , 分 别 构成 SO(N) 群 的 张 基 , 因而 对 SO(N) 群 可 以 只 
研究 实 张 其 第 二 , 由 于 REKER, SON) 群 的 协 变 张 量 和 北 变 张 量 完全 相同 . 
以 前 在 两 类 张 量 指标 之 间 的 取 迹 运算 (收缩 ), 现在 在 同类 张 量 指标 间 进 行 , 迹 张 基 
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子 空间 和 无 迹 张 基 子 空间 分 别 对 SO(N) 变换 保持 不 变 . 在 用 杨 算 符 投影 的 方法 分 
解 张 基 空 间 之 前 , 先 要 把 张 量 空 间 分 解 为 一 系列 无 迹 张 量子 空间 的 直 和 . 第 三 , 设 
T J SO(N) 群 的 ” 阶 无 迹 张 量 集合 构成 的 张 量 空间 , 用 杨 算 符 投影 后 得 到 指标 具 
有 确定 对 称 性 的 无 迹 张 量子 空间 VAT = TY, 如 果 杨 图 [A] 前 两 列 格 数 之 和 大 于 
N, 由 于 无 迹 条 件数 目 大 于 独立 张 量 分 基数 目 , 无 迹 张 量子 空间 TI 是 空 集 参看 
式 (8.58) 的 证 明 ]. 第 四 , 当 杨 图 第 一 列 格 数 + 大 于 N/2 时 , 张 基 基 可 通过 N 阶 完 
全 反对 称 张 量 co,…aw 组 合 , 化 为 对 偶 张 量 基 , 对 应 表示 的 杨 图 第 一 列 格 数 由 + 改 为 
N — r, B} 


Àj j<N-r, 


D] = IN, sÍ; TONE 


N/2<r <N (9.5) 
这 样 两 个 杨 图 称 为 对 偶 杨 图 , 它们 对 应 的 表示 等 价 . 

为 了 说 清楚 对 偶 张 基 基 的 概念 , 我 们 以 反对 称 张 基 作为 例子 做 进一步 解释 . 当 
IN = [17] 是 一 列 的 杨 图 时 , 张 基 基 yl18。,.…。, 的 对 偶 张 基 基 定 义 为 
pme] ,= Do mon omen (08) 
逆 变 换 有 


HGN izi 


1 r 
= AN > er (9.7) 


asas 


= (DMN-D/2yl "le, 


RH, 两 个 N 阶 完全 反对 称 张 基 相 乘 时 , 先 把 第 二 个 完全 反对 称 张 量 的 指标 逆序 排 
列 , 产生 因子 (一 1)N(N-D/2, 然后 指标 求 和 , 消去 前 面 的 分 母 , 并 产生 N -rA ó ËB 
数 的 乘积 之 和 , 得 到 最 后 结果 . 实际 上 , 把 因 反 对 称 指标 求 和 产生 的 重复 项 与 7! 消 
去 后 , A (9.6) 的 求 和 中 只 包含 一 项 不 为 零 . 除了 符号 外 , 两 组 张 量 基 只 是 排列 次 序 
上 的 不 同 . 这 是 同一 线性 空间 中 基 的 组 合 , 即 相 似 变换 , 因而 对 应 的 表示 是 等 价 的 . 
另 一 方面 , 由 式 (9.6) 可 以 证 明 , 新 的 基 是 按照 反对 称 表 示 [1N-"] 变换 的 , 证 明 过 程 
同 式 (8.60). 因此 [17] = [177]. 参考 附录 33 的 证 明 , 由 于 无 迹 条 件 , 这 等 价 关系 可 
以 推广 到 任意 行 杨 图 [A] 的 情况 , 即 式 (9.5). 

第 五 , 当 N 是 偶数 时 , 若 杨 图 A 的 行 数 等 于 4 = N/2, 则 杨 图 [A] 与 其 对 偶 杨 
图 完全 相同 , 称 为 自 对 偶 杨 图 . 为 了 使 张 量 基 在 取 两 次 对 侦 后 恢复 原状 , 在 对 偶 关 
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系 式 (9.6) 中 引入 因子 (—i)*, 以 消去 式 (9.7) 中 的 因子 (1) = (1) 


i 
-i 
pae] R Mg cx 3 Eal aeae+l Ba ` 


_iyt (9.8) 
DPIe。 op = = t >. ENE ERN DASI mieis 
式 中 张 基 杨 表 , 指标 a; 填 在 第 一 列 . 把 两 组 基 相 加 或 相 减 
可 [non ast [Dee] a J (9.9) 


Piao 在 对 偶 运 算 中 保持 不 变 , 称 为 自 对 偶 张 量 基 , Vao.. 在 对 偶 运算 中 只 
改变 符号 , 称 为 反 自 对 偶 张 最 基 . 例如 


ki y 
w =; [yu e, .,+(—MytUleso an) (9.10) 


为 了 给 读者 一 个 直观 的 概念 , 我 们 取 N = 4 (£ = 2), 把 对 偶 和 反对 偶 张 基 基 具体 写 
Mk ER, De] , = - DENE], W yt-1e,, = -ytue,,. 


“ [ye] 12 = When, * [yaue] B= yele, ` [pie]; = ytt:'l@,, 
* [ye], = ytie,, *[ymue], =yüJje,, `[yüu3e],=yuü3Je 


1 

vhs 9k = 5 Donya}, 
L 

wh= +W = (yes +ytles), (9.11) 
1 

vh = +Y} = 3 {ye + yhe} 


张 基 的 自 对 偶 性 质 在 SO(N) 变换 中 保持 不 变 . 因此 , 当 N = 2e 和 杨 图 A 行 
数 为 4 时, 即 [ 是 自 对 偶 杨 图 , 无 迹 张 量 空间 VAT 分解 为 两 个 维 数 相 同 的 不 变 
张 量子 空间 的 直 和 , 分 别 对 应 SON) 群 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 , WE (S) 和 
LAA. 两 个 张 基 子 空间 分 别称 为 自 对 偶 和 反 自 对 偶 张 量子 空间 . 注意 , 杨 算 符 对 张 
基 基 的 组 合 , 和 式 (9.6) 的 对 偶 张 量 基 的 组 合 , 都 是 实 组 合 , 式 (9.9) 引入 的 对 偶 张 量 

， 基 的 组 合 , 当 N 能 被 4 除 尽 时 也 是 实 组 合 , 唯 有 当 N = 4m + 2 Bf, 式 (9.9) 引入 的 
对 偶 张 量 基 的 组 合 是 复 组 合 . 

总 之 , 首先 把 SO(N) 群 的 n 阶 张 量 空间 , 分 解 为 一 系列 无 迹 张 量子 空间 的 直 
A, 它们 的 张 量 阶 数 分 别 为 n, n — 2, n — 4 等 . 然后 对 无 迹 张 量 空间 用 杨 算 符 投影 ， 
得 到 张 量 指标 有 确定 对 称 性 的 无 迹 张 量 子 空 间 , 对 应 的 表示 用 杨 图 标记 . 当 杨 图 行 
数 小 于 N/2 时 , 这 表示 是 不 可 约 实 表示 . 当 杨 图 前 两 列 格 数 之 和 大 于 N 时 , 这 子 
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空间 是 零 空间 . 当 杨 图 行 数 大 于 N/2 时 , 这 表示 等 价 于 对 偶 杨 图 标记 的 表示 [ 见 式 
(9.5)]. 对 SO(24) 群 , 当 杨 图 [N] 行 数 等 于 £ 时 , 这 张 量子 空间 又 分 解 为 自 对 偶 和 反 
自 对 偶 两 个 张 量子 空间 的 直 和 , 分 别 对 应 自 对 偶 表示 [(S)X] 和 反 自 对 偶 表 示 [(A)21. 
34 N = 4m + 2 Bf, |(S)2] 和 [(4) 是 互 为 复 共 思 e 的 不 等 价 不 可 约 表示 . 当 N = 4m 
时 , [(S)X 和 [(4) 是 两 个 互 不 等 价 的 不 可 约 实 表示 . 所 有 张 量 表示 都 是 SO(N) 群 
的 单 值 表示 . 关于 表示 的 等 价 性 和 不 可 约 性 的 结论 将 在 下 两 小 节 证 明 . 

计算 SO(N) 群 的 不 可 约 张 量 基 有 几 个 困难 . 一 是 这 样 的 正则 张 量 杨 表 不 是 谢 
瓦 莱 基 H, 的 共同 本 征 张 量 基 . 二 是 张 量 基 的 无 迹 化 虽 不 是 原则 性 的 困难 , 但 是 计 . 
算 很 麻烦 , 而 且 不 好 写成 统一 的 形式 . 三 是 即使 张 量 基 无 迹 化 了 , 用 杨 算 符 投影 后 
得 到 的 正则 张 量 杨 表 不 一 定 线 性 无 关 . 解决 的 方法 是 重新 定义 一 组 正 交 归 一 的 矢量 
基 , 称 为 球 谐 基 . 下 面 将 就 N 为 奇数 和 偶数 两 种 情况 分 别 讨论 . 
二 、SO(24+1) 群 的 谢 瓦 莱 基 和 不 可 约 张 最 表 示 最 高 权 


第 七 章 已 经 讨论 过 SO(N) 群 的 生成 元 及 其 对 易 关 系 , 根 与 素 根 , 和 SO(N) 群 
对 应 的 李 代 数 . 在 自身 表示 中 SON) 群 的 生成 元 取 为 Tas 满足 对 易 关 系 
(Tap)oa = —i{6acbba 一 5od6bc} ， 
[Tav Tea] = —i {bbcTad + badTobe — bodTac — ÔacToa} 
对 SO(24 + 1) P, 嘉 当 子 代数 的 基 Hj 为 
Hj = Toj-  1<j<# (9.13) 


(9.12) 


素 根 为 

Tp = €p — ept, 1<An<L， TL 一 et (9.14) 
r, 是 长 根 , du = 1, re 是 短 根 , de = 1/2. SO(24 + 1) 群 对 应 的 李 代数 是 Be. 按照 谢 
瓦 莱 基 的 定义 式 (7.149), SO(24 + 1) 群 自身 表示 生成 元 的 谢 瓦 莱 基 为 


H, = Top-24) 一 Tan+D(2n+2)， 


Es 
ll 


1 . ; 
3 (Tewani 一 iu-DGn+D — iTou(2u4+2) — Tau-)24+2)} 


= 
" 


3 {Towun + Way D+) + Tn2n+2) — Taa-D@n+9 D+ (9.15) 
H, = 2T(2e-1)(26， 

E, = Tengen) ~ iT(2e-1)(20+1), 

Fe = Tooge) + iTe) 


其 中 , 1 < z < 4 一 1. 矢量 基 Oa 不 是 谢 瓦 莱 基 H, 的 共同 本 征 矢量 . 把 第 四 章 SO(3) 
群 的 球 谐 基 推 广 


®ı = -V12(el+ie)， o=; 更 1=V12(el -iea) 
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引入 SO(24 + 1) 群 的 球 谐 基 Da, 1 <a < 2 +1 


(71) V172 (O2a-1 +iO2a), 1<e <£ 
a= 1 Oxy, a=£+1 (9.16) 
V 1/2 (Ose-2a+3 一 i 昌 4-za+4)， f£+2<e<2(+1 


nn 阶 张 量 的 张 量 基 Bara, 是 它们 的 直 乘 Bai -Ban 在 球 谐 基 Da 中 谢 瓦 莱 基 的 
非 零 矩 阵 元 为 


H,%, = @,, 本 更 ii = -Puy 

Hp®ze-u+1 = Pe-u+1, Hp®t-u+2 = — 时 20_p+2 

H,%, = 2 更 4 Heber = 一 2 更 (+2 

石生 rp+1 = Su, BE,®20-p+2 = Pe-u+1 (9.17) 
Eiði = V2®e, Etera = VIð 

F,%, = Buyi, Fp@zt-u+1 = 22-p+2 

Fe, = Vi®en, Feb, = V2 理 4+2 


其 中 , 1 < p< 4 一 1. 为 了 直观 , 明显 写 出 H, 在 球 谐 基 中 的 矩阵 形式 
H, = diag{0,.…,0,1,—1,0,.…,0,1,—1,0,.…,0} 


=-1 24 一 21 一 1 p-1 
= delo 2k. > 

采用 球 谐 基 后 , SO(2 + 1) 群 的 张 基 杨 表 又 变 成 H,, 的 共同 本 征 状态 . 根据 在 
升 算 符 En 作用 下 得 零 的 要 求 , 表示 D] 最 高 权 态 对 应 的 正则 张 量 杨 表 37 内 更 av， 
所 有 格子 都 填 以 该 格子 所 在 行 数 . 根据 球 谐 基 的 具体 形式 , 这 样 的 正则 张 量 杨 表 不 
包含 o > 4 的 球 谐 基 更 。, 因而 是 无 迹 的 . 例如 , 010, 是 有 迹 的 , 但 更 ; 亚 ; 是 无 迹 的 . 
与 SU(N) 群 的 证 明 一 样 , 可 证 在 用 杨 图 [和 | 标记 的 无 迹 张 量子 空间 中 , 只 有 这 一 个 
正则 张 基 杨 表 在 所 有 升 算 符 作用 下 为 零 , 可 见 这 张 量子 空间 对 应 不 可 约 表示 . 由 式 
(9.17), SO(24 + 1) 群 杨 图 内 和 最 高 权 M 的 关系 为 


Hi 


M, = Ap — Apti; 1 和 < Me = 2X (9.18) 


SO(24 + 1) 群 表示 [A] 中 的 其 他 状态 基 可 按照 方块 权 图 , 由 最 高 权 态 用 降 算 符 作 用 
得 到 . 升 算 符 或 降 算 符 的 作用 只 是 使 状态 基 在 不 可 约 张 量 子 空间 内 变化 . 由 于 最 高 
权 态 是 无 迹 的 , 由 最 高 权 态 降 下 来 的 所 有 状态 基 也 一 定 是 无 迹 的 , 而 且 自动 是 正 交 
归 一 的 . 式 (9.18) 指出 , 对 于 行 数 不 大 于 4 的 杨 图 , 不 同 杨 图 描写 不 等 价 的 不 可 约 表 
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示 . SO(2# + 1) 群 张 量 表示 [ 是 单 值 表示 , 它 的 最 高 权 的 特点 是 最 后 一 个 分 量 Me 
是 偶数 . 以 后 会 看 到 ,Me 为 奇数 的 表示 是 双 值 表示 , 称 为 旋 量 表示 . 

作为 例子 ,计算 SO(7) 群 (Bs 李 代数 ) 的 二 阶 无 迹 对 称 张 量 , 对 应 杨 图 是 [2,0, 0]， 
最 高 权 是 M = (2,0, 0). K r, 和 基本 主权 w, 的 关系 是 


ri= ui -w — Fa = + 22 — 2 — rs = -wa+2wg 
用 球 谐 基 表 出 的 正则 张 量 杨 表 为 

[s [e]= Pab + Bha; [a [a ]= 28a 
EHE ISK REHA E AAEE 


-LT7]+[216]-[3T5 +3 AE 
= —®17 一 更 71 + 更 26 + 更 62 一 Pas 一 里 53 + 更 44 


1 T 
= 3 (@1+i02) (01-102) +} (©1-i8;,) (81 +102) +-+- + 0404 = Ý. eu 


= 919) 
由 最 高 权 态 |(2,0,0), (2,0,0)) = |(2,0,0)) =| 1 | 1 |=28 出 发 , 用 画 方块 权 
图 的 标准 方法 , 可 以 算出 表示 (2,0,0) 的 所 有 状态 基 , 算出 降 算 符 在 这 组 基 中 的 非 零 
矩阵 元 素 . 下 面 只 给 出 部 分 计算 . 全 部 计算 结果 列 于 图 9.1. 
从 最 高 权 态 可 构造 一 个 A 三 重 态 


1(0,1,0) = Vi2r I(2,0,0) = V12F; [i [i |= v2[112 


|@,2,0)) = V12F |(0,1,0) =A | i| 2 ]= [212 


主权 (0,1,0) 与 最 高 权 同 属 一 个 Ar 三 重 态 , 因而 是 单 权 . 表示 (2,0,0) 包含 一 个 三 
重 权 (0,0,0), 与 重 权 有 关 的 计算 如 下 : 经 过 若干 步 计 算 后 , 得 


I(2,1,0)=F|(,1,3))= var|1|5|=vil1i|e 


|G,2,2)) = F |ü,1,2)) = /2F, 


m. 


5|=v2|2|5|， 


100 工 2)) = (1/2)F3 |(0,2,4)) = (23) 玉 | 3 | 3 ]=v5[ 3 | 4 
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11 


22| v2|13 


Vil23| val14 


|a] v5[36| ¿[2 


Vial56| ¿2147 


[s] ¿[5 


[zF 26 
+ [26]+2[35]} 


26]+ [ss|+3[44 


El 


图 9.1 SO(7) 群 表示 [2,0,0] 的 方块 权 图 和 张 量 基 


由 它们 可 以 分 别 构造 一 个 A 三 重 态 , 而 且 三 重 态 中 都 包含 权 为 (0,0,0) 的 态 , 因而 
主权 (0,0,0) 可 能 是 三 重 权 . H |(0,0,0)1) 属于 A 三 重 态 , 其 他 两 个 属 A 单 态 ， 
|(0,0,0)2) 与 |(0,0,0)1) 适当 组 合 后 属于 A 三 重 态 , |(0,0,0)) 属 A: 单 态 


10,0,0)1) = /1/2F/ |@,1,0) = 五 [116j=[117]+[216]， 


Ë. |(0,0,0)2) = E, |(0,0,0)3) = Ez |(0,0,0)s) =0 , 
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F, |G,2,2)) = a) |(0,0,0)1) + az |(0,0,0)2) , 
Fa. |(0,1,2)) = bı |(0,0,0)1) + b2 |(0, 0, 0)2) + bs |(0, 0, 0)3) 


其 中 , af + a3 = 2 #ll b? + bz + bš = 6. 与 式 (9.19) 比较 , |(0,0,0)1) 明显 是 无 迹 张 基 . 
用 E, 作用 在 后 两 式 上 , 得 


E) Px |(1,2,2)) = V2a) |(2,1,0)) = FB |(,2,2)) = P> |(1,1,3)) = |(2,7,0)) , 
Bi Fs |(0,1,2)) = V2bi |(2,1,0)) = FE, |(0,1,2)) = 0 


得 a = V12 fl br = 0. 选择 |(0,0,0)?) 的 位 相 , 使 oa 是 正 实数 , 解 得 oz = 
V2 一 a? = ,/3/2. 再 用 E2F; 作用 在 |(0,1,2)) 上 


EF, |(0,1,2)) = V3/2b2 |(1,2,2)) = FsE |(0,1,2)) = Fs |(T, 1,0)) = vŽ |G,2,2)) 


解 得 ba = v43. 选择 |(0,0,0)s) 的 位 相 , 使 bs 是 正 实数 , 解 得 bs = /6-—b2 = 
V1473. 由 此 算得 后 两 个 零 权 的 状态 基 为 


(0,0,0)2) = V273 Í P, (G,2,2) ~ /1/2 10,0,0)1)} 
=v {rne [s] - ar] - [2 [5 
=VUs{-[T7]+[2Ts]+2[3T5 

1(0,0,0)3) = /3/14 Í Ps |(0,1,2)) ~ V373 1(0,0,0)2)} 
= /2/21 { /972F, 
=v22([i|7]-[2|1e]+[s [5] +3 

与 式 (9.19) 比较 知 , (180882 psk ht. 
三 、SO(24) 群 的 谢 瓦 莱 基 和 不 可 约 张 量 表示 最 高 权 
对 SO(24) Ë, 嘉 当 子 代数 的 基 H, 仍 为 式 (9.13), 素 根 为 
Tu = en 一 ep+1， 1<u <t, Te = eri+e (9.20) 


全 部 素 根 长 度 相同 , dy = 1, SO(24) 群 对 应 的 李 代数 是 De. 按照 谢 瓦 莱 基 的 定义 式 
(7.149), SO(24) 群 自身 表示 生成 元 的 谢 瓦 莱 基 , 当 1 < < 4 时 与 SO(2 + 1) 群 相 
同 , 仍 由 式 (9.15) 给 出 , 但 当 p = 时 为 


He = Ti2e-3)(20-2) + Te2e_1)(20, 


x= 


x 


w 


A+ EI) - CId -2-6 


A 
A 
paner 


1 Š š 
E, = 2 {Tt2e_2)(20_») -iT agoe bn +iTlze ao + Te2e-3)(20}» (9.21) 


1 š š 
F = > {Te-a +iTaze ae-b -iToe ao + Te2e—3)(20)} 
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正则 张 其 杨 表 也 不 是 谢 瓦 莱 基 H, 的 共同 本 征 张 量 基 . 对 SO(24) 群 , 类 似 地 定义 球 
谐 基 更 


更 = 


Í (CDe V1/2 (Oza-1 +ieza)， l1<e <£ EA 


V 1/2 (Oae-2a+1 ~ I@4z—2a+2); £+1<o<2 


n 阶 张 量 的 张 量 基 Bara, 是 它们 的 直 乘 更 Ban 在 球 谐 基 Ba 中 谢 瓦 莱 基 的 
非 零 矩阵 元 为 


H,®, = Pp, Hp p+ = -Puys 

Hy B20-p = e-u, Hp®zt-u+1 = —@2e—u+15 

Hi®e-i = Bel, Hið; = %,, 

He®et = —®e+1, H,%,,o = 一 更 C+2， (9.23) 
E,%,,+i = %,,, Ep®ze-u+1 = B20-p, 

Eee = ®e-1, Ee®e+2 = ®e, 

Fy = Pp Fi $2 = @2e—u+1 

Fi®e-1 = Beyi, Fe, = Peza 


其 中 , 1 < p< 一 1. 为 了 直观 , 明显 写 出 H, 在 球 谐 基 中 的 矩阵 形式 


H, = diag{0,…,0,1,—1,0,.…,0,1,—1,0,.…,0}, 


Da 2t-2u-2 u-i 
H, = diag{0,---,0,1,1,—1,—1,0,---,0} 
p 2 


采用 球 谐 基 后 , 根据 在 升 算 符 E,, 作用 下 得 零 的 要 求 , 表示 [A] 最 高 权 态 对 应 的 正则 
张 基 杨 表 V Daa 仍 是 各 行 格子 填 以 所 在 行 数 , 但 当 杨 图 行 数 等 于 4 时 , 第 4 行 
的 格子 , 对 自 对 偶 表示 [(S)A] 填 以 4, 对 反 自 对 偶 表示 [(A)A] SEA L+ 1. 由 式 (9.23) 
可 以 确认 它们 在 每 一 个 升 算 符 E, 作用 下 都 得 零 . 因为 在 最 高 权 态 中 不 同时 包含 因 
F Da 和 Du-ar 所 以 仍 是 无 迹 张 量 . 可 证 在 用 杨 图 [A] 标记 的 无 迹 张 量子 空间 
P, 只 有 这 一 个 正则 张 基 杨 表 在 所 有 升 算 符 作用 下 为 零 , 可 见 这 张 量子 空间 对 应 不 
可 约 表示 . SO(24) 群 杨 图 [A] 和 最 高 权 M 的 关系 为 


M, = Au — Autis 
Me- = Me = M-11, 


Mi i= ií àe, Me = i+ Ae, 
Me-1 = j-i + Ae, Me=N-1— Ae, 


当 1<p<Ll-1 
当 X=0 

对 [(S)A]| 表示 

对 [(4) 表示 


(9.24) 
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SO(24) 群 表 示 [A] 中 的 其 他 状态 基 可 按照 方块 权 图 , 由 最 高 权 态 用 降 算 符 作用 得 到 ， 
这 样 算得 的 状态 基 一 定 是 无 迹 的 , 而 且 自动 是 正 交 归 一 的 . 式 (9.24) 指出 , 对 于 行 数 
小 于 4 的 杨 图 , 不 同 杨 图 描写 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 行 数 等 于 4 的 杨 图 , 又 分 解 为 两 
个 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 称 为 自 对 偶 表 示 [(S)X 和 反 自 对 偶 表 示 [(4)A]. SO(26) 群 
KERR [和 是 单 值 表示 , 它 的 最 高 权 的 特点 是 最 后 两 个 分 量 之 和 Me-1 + Me 是 偶 
数 . 以 后 会 看 到 ，Me-1 + M, 为 奇数 的 表示 是 双 值 表示 , 称 为 旋 量 表示 . 

这 里 给 出 的 自 对 偶 表 示 [(S)A] 和 反 自 对 偶 表 示 [(4)A] 的 定义 与 式 (9.9) 的 定义 
是 一 致 的 . 为 了 说 明 这 一 致 性 , 我 们 以 N = 4 (4 = 2) 为 例 , 计算 相应 表示 的 张 量 基 ， 
并 与 式 (9.11) 比较 . 自 对 偶 表 示 [(S)X] 和 反 自 对 偶 表 示 |(A)A] 的 最 高 权 态 分 别 为 


HH = yan = 更 12 ~ 更 21 


1 
= 3{- (@1 +10) (Əs + i©4) + (@s +104) (Ə +iƏ;)) 
= 3 (9e = Veas - iye + yaa) 


= + ipt 
= -Ph -itie 


= yild = Bis — Ba 


1 z r 

= 3 {- (1 + i@;)(@s — i©4) + (Əs —i@,.)(Ə, + i@>)) 

= y [yes -ye + iytle,- yea} 

= -Po +i (9.25) 


自 对 偶 表示 [(S)A] 中 的 三 个 状态 构成 A 子 代 数 的 三 重 态 


1 2 


1 1 
L F, =. Jš = = VI75{ 理 4 -Ba — @ 十 更 
"H 2 i( I 引 ) /2 {®14 一 更 41 一 更 23 + B32} 


= Vi/8{- (81 + i@©2) (O; — i@;) + (O; — i@;)(Ə, + i@;) 
— (s + i914) (es — i94) + (@s — i914) (O; + i@.)) 
=i /1/2(yll@,, + yO} = ivt, 


3 
J} + = $s 一 更 43 
LJ 


z 
— 
SI 
一 一 
Aje 

u 
asi 
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= (1/2) ((@s — i@.) (©1 — i@>) — (Ə, — i@>)(@s -ie4)} 
= (1/2) (yle, -inea -inues - yle) 
= -Ths + iBT, 

反 自 对 偶 表 示 [(4)A 中 的 三 个 状态 构成 A 子 代数 的 三 重 态 


1 1 1 £ 2 
al ;( +É ) = VTB- Bu +a- Ba) 


3 2 4 


= Vi/8{- (©1 +i8;) (1 - i@;)+ (91 — i©2) (©1 +i@;) 
+ (Ə; + i94) (O3 — i94) — (O3 — i94) (Ə; +i©4)} 
=i /1/2(yt:l@,,-ylb1l@s) = IV 


T TANI 2 š 
5A 4 + = 一 更 24 — $. 
"H ' Í i( 4 3 )} 4 24 42 


= (1/2) ((@s + i94) (Ə,) — i©2) - (©1 — i©2) (©; + i©4)} 
= (1/2) {Y 1s; + iVa — iyl@; + VO} 


= -is ~ i 


作为 例子 , 计算 SO(8) 群 (B, 李 代 数 ) 的 二 阶 无 迹 对 称 张 基 , 对 应 杨 图 是 [2, 0, 0,0), 
最 高 权 是 M = (2,0,0,0). 素 根 ru 和 基本 主权 w 的 关系 是 


ri = 2uol — w2, ra = 一 1 十 2a0z — w3 — w4, 
r3 = =w + 2003, T4 = -w2 + 2w4 
用 球 谐 基 表 出 的 正则 张 基 杨 表 为 
a | b |= Bas + oo, a | a |= 28aa 
由 正则 张 量 杨 表 构 成 的 迹 张 基 为 
-[1ls]+[217|]-[316]+[4ls 


= —,s 一 sı + $> + 更 72 一 更 36 一 更 6s 十 Bas + 更 54 


1 1 
= (e: +102) (8, — 102) + 5 (©1 — i©2) (1 +102) +-+ (9.26) 


8 8 
=> ` 9.89, = >` Oo 
a=1 a=1 
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最 高 权 态 为 


(2,0,0,0)) =| 1 | 1 |= 2 更 4 


用 画 方块 权 图 的 方法 , 可 以 算出 表示 (2,0,0,0) 的 所 有 状态 基 的 展开 式 , 算出 降 算 符 
在 这 组 基 中 的 非 零 失 阵 元 素 . 表示 (2,0,0,0) 包含 重 权 (0,0,0,0), 下 面 只 计算 与 重 
权 相 关 的 部 分 . 全 部 计算 结果 列 于 图 9.2. 经 过 若干 步 计算 后 , 得 


(0,7,2,0) = Fal(T,1,1,D)) = v2[3 [5], 
IG,2,1,D) = FID,1,1,D)= vi[216], 
10,7,0,2)) = P|, 1,1,D)) = Vi| 3 [4 |, 
(2,7,0,0) = Fal(, ,1,D) = Vi[117], 
FRILL DD) = Fal(T, 1,1,1)) = |, 2,1,1) , 


2,0,0,0 11 
CIP 
0,1,0,0 V3|12| 
a| 
2,2,0,0) [1,7,1,1 22) v2 [i3 
AA I 
ī,0,1,1| [1,0,1,7] [1,0,3,1 val23] vV5[25] /2 [14 
1,1,1,ī| (0,2,2,2) 11,111 [1,1,7,1 V2|25 [s 2 |24| vil16 
VI va 
0,1,2,0) [L2LI 0,1,0,2) [2,1,0,0 valas] v5[26] v5[34] valir 
|| ” Ta 
0,0,2,2] [0000] [oooo [ooo [0,0,32] [s] [c B A 


0,1,0,0 B =[36} [35 Na 


< š 
到 009 Š= vz- Bs ebs esh 88 


图 9.2 SO(8) 群 表示 [2,0,0,0] 的 方块 权 图 和 张 量 基 
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Fal(0,3,2,2)) = Val(0,1,0,2)) , 
Fal(0,3,2,2)) = Val(0,1,2,0)) , 
1(0,0,3,2)) = Vi73Fsl(0,1,0,2)) = [4 [4]; 
|(0,0,2,3)) = /1/2F4(0,1,2,0)) = [5 [5 


由 前 四 个 状态 基 可 以 分 别 构造 一 个 A, 三 重 态 , 而 且 三 重 态 中 都 包含 权 为 (0,0,0, 0) 
的 态 , 因而 主权 (0,0,0,0) 可 能 是 四 重 权 . 设 |(0,0,0,0)1) 属于 A 三 重 态 , 其 他 三 
个 属 A 单 态 , |(0,0,0,0)2) 与 |(0,0,0,0)1) 适当 组 合 后 属于 As 三 重 态 , |(0,0,0,0)3) 
和 |(0,0,0,0)4) 属 As 单 态 , |(0,0,0,0)s) 和 |(0,0,0,0)1), |(0,0,0,0)2) 适当 组 合 后 属 
于 A 三 重 态 , |(0,0,0,0)4) 属 A 单 态 


\(0,0,0,0)1) = VTZA; 1,7,0,0) = A [1 | 7]= CTs] + [217], 
Ei |(0,0, 0,0)2) = E) |(0,0,0,0)3) = E) |(0,0,0,0)4) =0 , 
Es |(0,0,0,0)3) = Es |(0,0,0,0)4) = E> |(0,0,0,0)4) =0 , 
Fs |(0,1,2,0)) = a) |(0,0,0,0)1) + a2 |(0,0,0,0)2) , (9.27) 
F, |(1,2,1,1)) = bı |(0, 0, 0, 0)1) + b2 |(0, 0, 0, 0)2) + bs |(0,0,0,0)3) , 
F. |(0, 1,0, 2)) = cı |(0,0,0,0):) + c2 |(0,0,0,0)2) 

十 ca |(0, 0, 0, 0)3) + ca |(0,0,0,0)4) 


其 中 , a? + a2 = b? + b2 + b = c? + cà + cà + c = 2. 与 式 (9.26) 比较 , |(0,0,0,0):) 
明显 是 无 迹 张 基 . 用 E, 作用 在 后 三 式 上 , 得 
Ei Fs |(0,1,2,0)) = V2a |(2,1,0,0)) = FsE |(0,1,2,0)) =0 , 
EF, |(1,2,1,1)) = V20 |(2,1,0,0)) 
= PB, |(,2,1,1)) = Fx | (,1,1,1)) = |(2,1,0,0)) , 
EF |(0,1,0,2)) = V5c |(2,1,0,0)) = F4Eı |(0,1,0,2)) = 0 
$ b = Vi73 和 ol = o = 0. 选择 |(0,0,0,0)2) 的 位 相 , 使 a2 是 正 实数 , 解 得 
aa = 2 — aš = V2. 再 用 Es 作用 在 (9.27) 后 两 式 上 
EsF; |(1,2,1,1)) = V2b2 |(0,1,2,0)) 
= FE; |(1,2,1,1)) = F> |(,1,1,1)) = |(0,1,2,0)) , 
EsF |(0,1,0,2)) = V2cz |(0,1,2,0)) 
= FaEs |(0,1,0,2)) = /2F, |(0,2,2,2)) = 2 |(0,1,2,0)) 
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解 得 bz = /1/2 和 c = V2. 选择 |(0,0,0,0)s) 的 位 相 , 使 bs 是 正 实数 , 解 得 
bs = ,/2 — b — b? = 1. 因为 cs = V2 cs 和 cs 都 只 能 为 零 . 权 (0,0,0,0) 是 三 重 权 . 
由 此 算得 
1(0,0,0,0)2) = /1/2F5|(0,1,2,0)) = 5j 
1(0,0,0,0)3) = F2|(1,2,1,D) — v1721(0,0,0,0)1) — v/1721(0, 0, 0, 0)2) 
= Via{2m[216|- CIs] - EI) - CIJ- CIE} 
= 12(-D [s| +P 7]+[ [6] - [fs 
与 式 (9.26) 比较 知 , 它们 确 都 是 无 迹 张 量 . 
四 、SO(N) 群 不 可 约 张 量 表示 的 维 数 
这 里 给 出 一 种 利用 杨 图 计算 SON) 群 不 可 约 张 基 表示 [X] 维 数 的 钩 形 规则 , 其 
中 杨 图 A 前 两 列 格 数 之 和 不 大 于 N. 在 这 规则 中 , 表示 维 数 表 为 一 个 分 数 , 分 子 和 
分 母 分 别 是 给 定 杨 图 [N] 的 一 定 表 中 所 有 填 数 的 乘积 . 当 杨 图 [X] 行 数 等 于 N/2 Bf, 
由 于 表示 分 解 为 自 对 偶 和 反 自 对 偶 两 个 表示 的 直 和 , 表示 维 数 还 要 再 除 以 2. 由 于 


张 其 要 取 无 迹 条 件 , 这 钧 形 规则 远 比 SU(N) 群 和 置换 群 的 钧 形 规则 要 复杂 , 主要 是 
作为 分 子 的 表 计 算 比 较 复 杂 . 


w 
© 
$ 
A 


Y 


[A] 
Ho N 的 行 数 不 等 于 N/2 
dal(SO(N)) = yA (9.28) 
Hao 当 内 的 行 数 等 于 N/2 
2y J^ 


为 了 说 清楚 分 子 和 分 母 表 的 填 法 , 先 定义 杨 图 [X] 0989336846 G, j), 它 是 一 条 
钩 形 通道 , 由 杨 图 [A] 第 i 行 最 右面 格子 处 进入 杨 图 , 向 左 走 到 第 i 行 第 j 列 处 向 下 
转弯 , 在 第 j 列 最 下 面 格子 处 离开 杨 图 .而 逆 钧 形 路 径 G, j) 5368846 G, j) 形 
状 相同 , 只 是 走向 相反 . 两 条 钧 形 路 径 在 杨 图 中 经 过 的 格子 数 就 是 第 i 行 第 了 列 格 
子 的 钩 形 数 h. 分 母 的 表 Yi 是 在 杨 图 [N] 各 格 填 以 该 格 的 构 形 数 hij, 分 母 是 表 
中 所 填 数 的 乘积 . 对 杨 图 [A], 按 下 面 规则 相继 定义 一 系列 的 表 YE, 分 子 的 表 yl 
是 在 杨 图 [X| 各 格 填 以 上 述 系列 中 各 表 YE 对 应 格子 填 数 之 和 , 分 子 是 表 YA 中 
所 填 数 的 乘积 . 

RYA 由 下 面 规则 定义 : 

(1) 表 YE 是 在 杨 图 [X| 各 格 填 以 N 和 容 度 mi = 了 一 :之 和 , 即 第 i 行 第 j 列 
格子 填 以 N + 了 了 一半 

(2) 设 MAO)] = [A]. 由 [XG] 开始 , 相继 定义 一 系列 [Me)], 其 中 [XG] 是 由 [A-D] 
移 去 第 一 行 和 第 一 列 得 到 . 这 过 程 一 直 进 行 到 [Me-D] 的 列 数 少 于 2 为 止 . 
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(8) 如 果 [Xe)] 列 数 大 于 1, 按 下 法 定义 表 Y. 在 杨 图 内 前 a 一 1 行 和 前 a 一 1 
列 都 填 以 零 , 余下 部 分 钩 成 杨 图 AO). 设 杨 图 AO] & r 行 , 在 杨 图 A] 中 的 钩 形 
路 径 (1, 1) 前 r 格 , 逐 格 填 以 (AM — 1), AP — 1, (X49 — 1), 在 杨 图 AO] 每 
个 道 钩 形 路 径 G, T), 1 < i < r, W AO — 1) 格 填 以 -1. 如 果 几 个 —1 填 在 同一 格 ， 
则 填 数 相 加 . 其 余 格子 都 填 零 . 在 杨 图 [Mo)] 中 填 数 之 和 为 零 

下 面 举 些 例子 来 说 明 维 数 公式 (9.28) 的 用 法 . 

@ 1 SO(7) 群 的 表示 [3,3,3] 的 维 数 


7[8[9 alaa [ 9 | 10 | 1 
y3 hette] +L + Ta ji]=F e [o 
5|6|7 -3 | -1 | -2 TEJE 
9 | 10 | 11 
4 9 
2 $ 
dlasal(SO(7)) = EN =11 x 9 x 7 x 2 = 1386 
51413 
4 2 
3|2|1 
例 2 SON) 群 一 行 杨 图 [n] 对 应 表示 的 维 数 
NTN+iT… [w+rn-ll+[LT…T-Tn=-1 
di (SO(N)) = 
t reae 
=[N-1[NT ` IN+n-=3 [N+2n 22 1 
[ I + ] /n! (9.29) 
_ (N +n-3)N + 2" — 2) 
E (N — 2)!n! 
_ N+2n-2[ N+n-3 
i NA n 
对 N=3,4 和 5, 有 


dm(So(3)) =2n+1, 
di (SO(4)) = (n +1)? , (9.30) 
dinl(SO(5)) = (n + 1)(n + 2)(2n + 3)/6 
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例 3 SON) 群 两 行 杨 图 [n,m] 对 应 表示 的 维 数 


yem a Ea er aaa EI FM RE SE 
T N+m-3 N+m-2 


= [L-LLm-1[n-1 
m 2 
= E=: = L= Nima = Nin -a| Ninim 3| Nim-3 
yl ml š ztl -ppn |i 
_ (n-m+1)(N+n-4)!(N+m-5)! 
dinm (SO(N)) = (n + D)!ml(N — 2)!(N — 4)! (9.31) 
x (N+n+m-3)(N +2n — 2)(N +2m - 4) 
对 SO(5) 群 和 SO(4) 群 有 


dmj(SO(5)) = (n — m + 1)(n + m + 2)(2n + 3)(2m + 1)/6 ， (9.32) 
dinm (SO(4)) = (n-m +1)(n+m+1) I 
在 计算 SO(4) 群 两 行 杨 图 对 应 表示 的 维 数 时 , 已 考虑 到 式 (9.28) 分 母 中 的 因子 2. 
对 只 有 一 列 的 杨 图 [1"], 不 存在 无 迹 条 件 . 4 n < N/2 时 , 有 


disJ(SO(N)) = (a) = P= n< N/2 (9.33) 


五 、 SO(N) 群 的 伴随 表示 


以 李 代数 (ER) 最 大 根 作为 最 高 权 的 表示 是 李 代数 的 伴随 表示 . 附录 29 已 经 
指出 , SO(N) 群 伴随 表示 的 最 高 权 为 (0, 1,0,…,0), HR (9.18) 和 式 (9.24) 算得 伴 
随 表示 的 杨 图 为 [1,1,0,…,0]. 因为 在 李 群 中 伴随 表示 特别 重要 , 所 以 我 们 再 用 更 
直接 的 方法 来 研究 SO(N) 群 伴随 表示 , 把 按 伴随 表示 变换 的 张 量 分 量 与 二 阶 反对 
称 张 基 分 基 直 接 联系 起 来 . 

SO(N) 群 自身 表示 的 N(N 一 1)/2 个 生成 元 Toy, 构成 N 维 反 对 称 矩 阵 的 完备 
基 , 任何 N 维 反对 称 矩 阵 都 可 按 它 们 展开 . 为 了 表述 方便 , 把 这 N(N - 1)/2 个 生 
成 元 做 适当 编号 , 得 T4, 1 < À < N(N - 1)/2, 它们 满足 归 一 条 件 


立 (TaTB) = 2845 (9.34) 
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设 R ESO(N), 根据 伴随 表示 的 定义 (7.8), 有 
N(N-1)/2 


RTaR = 》 TaD¥(R) (9.35) 
B+1 


SO(N) 群 的 二 阶 反对 称 张 量 Tas 在 SO(N) 变换 中 也 有 类 似 关系 
(ORT) = 2 RacTea (R>) a, = (RTR) a, 
cd 


把 Tas 看 成 N 维 反对 称 和 矩阵 , # (T4)。s 展开 , 展开 系数 是 张 量 Fa 


N(N-1)/2 1 
Ta= Ð G(GaFa FA=3 > (Ta) Tab (9.36) 


A=1 
上 式 也 可 以 理解 为 Tb 按 Fa 展开 , (T4)as 是 展开 系数 . 这 是 同一 张 基 空 间 张 基 分 
其 的 组 合 , 它们 应 该 按 等 价 的 表示 变换 . 我 们 来 讨论 FA 在 SO(N) 变换 中 的 变换 规 
律 
(ORT) = (RTR-1),,= > (RTAR I), FA 
A 


=> maa {5 panra J 
B A 
= Y  (Ta)aOnFs 
B 
(OrF)p = D2A(R)FA (9.37) 
A 


Fp 按 伴随 表示 变换 . 这 说 明 , SON) 群 伴随 表示 等 价 于 二 阶 反对 称 张 量 表示 [1, 1]. 
T. 和 Fa 都 是 按 SON) 群 伴随 表示 变换 的 张 量 SO(3) 群 伴随 表示 等 价 于 自身 
表示 , [11] = [1]. N > 4 时 , SO(N) 群 的 伴随 表示 是 不 可 约 表示 . 因此 当 N = 3 和 
N > 4 Bf, SO(N) 群 是 单纯 李 群 , 它们 不 存在 不 变 子 李 群 . SO(4) 群 的 伴随 表示 是 
可 约 表示 , 以 后 将 直接 证 明 , SO(4) 群 同 态 于 两 个 SU(2) 群 的 直 乘 
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对 SO(N) 群 , 物理 中 更 常用 的 不 是 不 可 约 张 量 基 , 而 是 属 不 可 约 表示 [X] 的 标 
基 函 数 yha) 


PRUNE) = VARI) = X yD DNR) (9.38) 


其 中 , PR 是 标量 函数 变换 算 符 ( 见 第 三 章 ), m 是 权 矢量 . 本 节 研 究 这 样 的 标量 函数 
的 性 质 . 
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— N 维 空间 的 角 动 量 算 符 


SO(N) 群 的 微 基 微分 算 符 ( 见 第 四 章 ), 也 就 是 标量 函数 变换 算 符 Pa 的 生成 元 ， 
称 为 N 维 空间 的 轨道 角 动 量 算 符 Zoo, 简称 角 动 量 算 符 . 单 粒子 系统 的 角 动 量 算 符 
为 


AEE 


Orp Ora 
对 nn 个 粒子 系统 ,有 


n ð ð 
basi {ee S rze} (9.39) 
> Or Orka 


其 中 , rka 是 第 个 粒子 的 坐标 矢量 rk 的 第 a 个 分 基 . 与 第 四 章 一 样 , 我 们 省 略 了 
作为 角 动 基 单 位 的 普 朗 克 (Planck) 常数 h, 即 取 h — 1. 角 动量 算 符 满足 SON) 群 
生成 元 的 共同 对 易 关 系 式 (9.12), 二 阶 林 西 米尔 算 符 就 是 角 动量 平方 算 符 L2 


N 
D = >` B (9.40) 
a<b=2 
利用 式 (9.18) 和 式 (9.24) 的 转换 , 可 算得 [A] 表示 的 最 高 权 M. 在 此 表示 中 L 算 
符 的 本 征 值 , 即 二 阶 卡 西 米尔 不 变 基 Cz(M), 由 公式 (7.145) WA. 经 过 直接 计算 
[ 见 第 七 章 第 6 题 ], 对 SON) 群 ,无论 Y= 2L+1 还 是 N = 24, 都 有 


e 
C(A) = (M) =F Ap (Au + N — 24) (9.41) 
p=1 
对 SO(3) 群 , 杨 图 只 有 一 行 , 最 高 权 只 有 一 个 分 基 , L 的 本 征 值 只 用 一 个 参数 描写 . 
现在 角 动 基 平 方 算 符 L 的 本 征 值 用 最 高 权 M 或 杨 图 [和 | 描写 , 一 般 包含 4 个 参数 
角 动 基 算 符 也 可 以 按照 式 (9.15) 和 式 (9.21) 组 合成 谢 瓦 莱 基 H,,(L), E,,(L) 和 
F,(L), 其 中 只 是 把 Tos 换 成 Lo. T. DR me (Hu) 取 对 角形 式 , 在 SO(N) 变换 
中 按 式 (9.38) 变换 的 标量 函数 yi(z) 是 L? 和 H,,(L) 的 共同 本 征 函 数 , 本 征 值 是 
CaA) 和 权 m 的 分 基 my: 
=. 空间 平移 不 变性 和 转动 不 变性 
孤立 的 量子 n 体系 统 存在 空间 平移 不 变性 和 转动 不 变性 . 由 于 平移 不 变性 , £ 
统 的 质心 运动 可 以 与 系统 内 部 运动 分 离开 来 . 在 质心 坐标 系 中 , 系统 只 有 nn 一 1 个 
独立 坐标 矢 其 , 常 采用 雅 可 比 (Jacobi) 坐标 矢 基 Rj, 0 < j < n — 1 ( 见 附录 38), 其 
中 Ro 描写 质心 的 运动 . 拉 普 拉 斯 算 符 和 角 动 量 平方 算 符 表 达 式 都 只 是 用 R 取代 


Tk 


n n—l 
Y mir, = > Vh, 
k=1 j=0 
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Š 8 8 
Le = id, [ng -mz 元 }- a5 fr aa - Raze} (9.42) 


k=1 


其 中 , Rj 是 雅 可 比 坐标 矢量 R; 的 第 a 个 分 量 . 在 质心 系 Ro = 0, 系统 的 独立 变 
EA N(n — 1) 个 . 由 于 转动 不 变性 , 总 角 动 量 守恒 . 系统 波 函数 可 组 合成 角 动 量 本 
征 函数 VAa), 它 可 以 按 一 组 独立 且 完 备 的 角 动量 本 征 函 数 基 展 开 , 展开 系数 是 内 
部 变量 的 函数 , 称 为 广义 径 向 函数 . 这 里 所 谓 “ 独 立 ” 的 角 动 量 本 征 函 数 基 , 是 指 在 
这 组 用 Rra 作为 变量 构造 出 的 完备 的 角 动 基本 征 函 数 基 中 , 任何 一 个 函数 基 都 不 
能 表 为 其 他 函数 基 的 线性 组 合 , 组 合 系数 是 内 部 变量 的 函数 . 所 谓 内 部 变量 就 是 在 
转动 变换 中 保持 不 变 的 变量 . 

当 N > n 时 , 由 于 只 有 n — 1 个 雅 可 比 坐标 矢量 Rj, 它们 在 N 维 空间 中 
张 开 一 个 n 一 1 维 子 空间 , 系统 对 余下 的 N — n + 1 维 子 空间 的 转动 是 保持 不 变 
的 , 因而 描写 系统 转动 的 变量 数 是 SON) 群 和 SON — n + 1) 群 的 阶 数 之 差 , 即 
N(N -1)/2— (N —n +1)(N - n)/2 = (n - 1)(2N 一 n)/2, 内 部 变量 数目 是 N(n 一 
1) — (n — 1)(2N — n)/2 = n(n — 1)/2. 内 部 变量 常 取 为 


G = Rj: Re, 1<j<k<n-1 (9.43) 


34 N < n 时 , 描写 系统 转动 的 变量 数 就 是 SON) 群 的 阶 数 N(N - 1)/2, 内 部 变量 
数 是 Nm — 1) = N(N —1)/2 = N(N — 1)/2+ N(n — N). 任 取 N-1 个 雅 可 比 坐标 
矢量 , 例如 前 N — 1 个 , 就 完全 确定 了 动 坐 标 系 的 位 置 , 而 式 (9.43) 的 变 基 不 能 唯一 
描写 余下 坐标 矢 基 的 位 置 . 建议 采用 坐标 矢 基 在 一 个 斜 坐标 系 中 的 分 基 作 为 内 部 变 
Mt, 它们 是 Rjo 的 多 项 式 . 这 斜 坐标 系 的 前 N -1 个 坐标 轴 沿 前 N — 1 个 R. 方向 ， 
最 后 一 个 坐标 轴 方 向 由 右手 螺旋 规则 决定 . 


Ek=Ri R. C= 》 sasawa RiN-iav-i Raan» 
aiaa (9.44) 
1<jS<SN-1, j<k<n-1, N<a<n-1 


=. N 维 空间 的 球 谐 函数 


对 量子 二 体系 统 , 只 有 一 个 雅 可 比 坐 标 矢量 , 它 就 是 两 粒子 的 相对 坐标 , z = 
morz 正 因为 只 有 一 个 坐标 矢量 , 由 它 的 分 量 无 法 构成 反对 称 组 合 . 由 = 的 标量 
函数 构成 的 角 动 其 本 征 函 数 称 为 N O TA 记 作 Y (8), 它 对 应 表示 
的 杨 图 只 能 是 一 行 的 杨 图 [A1,0,…,0] = A]. 

定义 N 个 标量 函数 palT) = Ta, i <a < N, H SO(N) 变换 中 做 如 下 变换 


N N 
PRga(z) = $a(R 2) = X (R) ro =) óy(z)Ria (9.45) 
b=1 
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Pa 的 生成 元 是 La. 这 变换 与 矢量 基 O, 的 变换 式 (9.4) 非常 相像 
N 
OROa =) ObRoa 
b=1 


On 在 自身 表示 中 的 生成 元 是 Tab. Lab 和 Tab 可 以 用 相同 方式 组 合成 谢 瓦 莱 基 . 谢 
TRÆ HaT) 的 共同 本 征 矢 基 就 是 球 谐 基 ba, 它们 由 矢量 基 e, 组 合 得 到 . WE 
RÆ H,(L) 的 共同 本 征 函 数 称 为 球 谐 坐 标 pa (z), 它们 可 由 直角 坐标 ó, (a) = zo 
通过 相同 方式 组 合 得 到 . 4 N = 2 + 1 时 , 由 式 (9.16) 得 
(-D 生 "+1VI72(zoa-l + izəa) , 1<o <£ 
Palt) = 人 T+, a=L+1 (9.46) 
V175(zae_aa+s — izag—2o+4) f£+2<e<2⁄+1 


34 N = 24 Bf, 由 式 (9.22) 得 


(De /1/2(z2a—i +izəa), 1<e <£ 
ya(z) = š 
V 1/2(zae—2e+1 — iT4¢-2a+2) , f(+1<a<2 


yu(z) 是 属 自身 表示 [1,0,…,0] 的 函数 . 式 (9.17) 和 式 (9.23) 给 出 了 指标 a 与 权 
m 的 换算 关系 , 其 中 最 高 权 态 是 


(9.47) 


P(r) ~ (z1 + iz2) (9.48) 


我 们 知道 , At 阶 无 迹 对 称 张 量 空间 对 应 不 可 约 表示 [Da]. ERRER wa(z) 自 
ROM 次 , 构成 za 的 Ni 次 齐 次 多 项 式 , 也 属 不 可 约 表示 Al. 为 消去 量 纲 , 把 这 多 
TRR |e, 并 归 一 化 后 , 就 得 到 广义 球 谐 函数 的 最 高 权 态 YIN (e) 

YR (%) = Cua |z]? (zi + iz): 


1⁄2 

=i 

(D2 naran D! ) , N=2+1 
m AA +£ 1)! 

1, 


/2 

ÀM +£-1)! 

(-1)C-D> Qie 1) 2 N=2 
27 M! 


9.49 
CN, = 0%) 


其 中 , lz| 是 坐标 分 量 za 平方 和 的 开 方 , 称 为 矢 径 长 度 . Cra 是 归 一 化 因子 , 计算 可 
参看 文献 ( 见 文献 [39] 和 [65]). 归 一 化 因子 中 的 符号 来 自 v(e) 的 符号 , 见 式 (9.46) 
和 (9.47). 属 同一 不 可 约 表示 的 其 他 权 态 可 以 用 降 算 符 作用 在 最 高 权 态 上 得 到 , 计 
算 方法 已 在 上 一 节 给 出 . 但 在 物理 上 , 由 于 系统 各 向 同性 , 知道 最 高 权 态 常常 已 经 
够 用 了 . 
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、 NN 维 空间 的 量子 三 体系 统 


对 基 子 三 体系 统 , 有 两 个 雅 可 比 坐标 矢量 , = 表 第 一 个 粒子 相对 后 两 个 粒子 质心 
的 坐标 , y 表 后 两 粒子 的 相对 坐标 , 前 面 还 要 加 上 适当 的 质量 权重 . 正 因为 有 两 个 坐 
标 矢 其 , 由 它们 的 分 基 构 成 的 标量 函数 只 能 属 用 两 行 杨 图 [A1, Xaz,0,……,0] = [A1, A2], 
和 > o > 0, 描写 的 不 可 约 表 示 . 按 标准 方法 , 角 动 量 本 征 函 数 可 以 由 关于 sA y 
的 球 谐 函数 乘积 , MARAM - 戈 登 系数 组 合 得 到 . 设 两 个 球 谐 函数 对 应 的 分 角 动 
基 用 一 行 的 杨 图 [w] 和 [r] 描写 , 它们 的 乘积 组 合 属 表示 [A o], 则 Di, A2) 必须 出 
现在 乘积 表示 [o] x [r] 约 化 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 . 

SO(N) 群 两 个 不 可 约 表 示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 所 包含 的 表示 由 两 
部 分 组 成 . 一 部 分 是 按 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 得 到 , 就 像 SU(N) 群 表示 直 乘 分 
解 一 样 . 另 一 部 分 是 先 把 分 属 两 表示 的 张 基 指 标 取 迹 , 然后 再 按 立 特 武 德 - 理 查 森 
规则 计算 得 到 . 用 下 标 LR 表 按 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 的 级 数 . 不 失 普 遍 性 设 
w> r, 对 表示 直 乘 [w] x [r], 有 


(x [rir = o+r,0] @[əo++r-1,1]@:::@[ə,+r] = @u+r- sa 
s=0 
le] xir) ~ (w) x [z]) za @ (o — 1] x ir- rE- @ Clw- r] x (ODLr 
~ DB w+r-s- 2s) 
a=0 t=0 
(9.50) 


对 SO(3) Ë, s 只 能 等 于 0 或 1, 而 且 [和 ,1] = [A,0]. 对 SO(4) 群 , s Z 0 的 表示 还 要 
分 解 为 自 对 偶 表示 和 反 自 对 偶 表 示 的 直 和 . 

因为 作为 独立 的 角 动 基本 征 函 数 基 不 应 该 包含 内 部 变 基 的 函数 作为 因子 , 而 一 
对 指标 取 迹 就 意味 着 出 现 了 内 部 变 基 函数 的 因子 , 所 以 只 有 t = 0 的 表示 才 与 独立 
的 角 动 基本 征 函 数 基 有 关 . 反 过 来 说 , 独立 的 角 动 基 为 [A1,X2] 的 本 征 函 数 基 只 能 在 
如 下 表示 直 乘 分 解 中 得 到 


min{g,( Ai 十 Xz 一 9)} 
(la) x Di +A2- dir = e@ Di + A2- 8,8] = [A1,A2] 8 … (9.51) 
s=0 
其 中 , Az < q < N. 因此 , 独立 的 角 动 基本 征 函 数 基 有 M -A + 1 个 , 分 别 由 两 个 
球 谐 函 数 YHE) A YAG) 的 乘积 , 通过 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 组 合 得 到 . 但 
是 , 如 何 计算 这 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 呢 ? 幸运 的 是 , 物理 上 往往 只 需要 知道 对 应 最 
高 权 态 的 角 动量 本 征 函数 基 , 而 且 归 一 化 因子 也 不 重要 . 即使 要 知道 其 他 权 态 的 角 
动量 本 征 函数 基 , 应 用 上 一 节 介绍 的 方块 权 图 方法 也 可 以 由 最 高 权 态 计算 得 到 . 最 
高 权 态 的 波 函数 很 容易 写 出 来 . 在 上 节 我 们 已 经 知道 , 对 应 最 高 权 态 的 正则 张 量 杨 
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K, 每 格 填 数 是 该 格 所 在 行 数 . 对 标量 波 函 数 , 填 数 a 就 对 应 因子 we(z) 或 valy) 
等 , 还 要 注意 对 应 同一 列 填 数 , 波 函数 要 构成 反对 称 组 合 . 

对 应 表示 [和 1, 和 2] 的 独立 的 最 高 权 态 共 有 Xi - Xa 十 1 个 , 分 别 记 作 YO, y). 
任 选 一 个 Ye, y), 它 包含 g 个 与 > 有 关 的 因子 , Xi + Xa 一 g 个 与 y 有 关 的 因 
+, 可 以 用 另 一 个 对 应 杨 图 [A1, Xa] 的 表 来 标记 . 杨 图 中 第 一 行 左边 q 格 填 以 z, 其 
余 格 子 填 以 y. 例如 , [A1, Xa] = [8,3], q = 5, 这 个 表 是 


z 


y 


这 表 中 包含 两 行 的 列 有 Xz 个 , 在 只 有 一 行 的 列 中 , q — A 个 填 z, 和 1 一 g 个 填 y, 对 
应 的 角 动 量 本 征 函 数 基 正比 于 


= 


zl|zly[y[y 


e 


Yy 


YP Np, yy) ~ (av + isa) (gi + iya) 


x [(z1 + iza)(ys + iya) — (zs + iza)(i + iyo)]™ 9 


对 SO(3) 群 , 取 z+ = y4 = 0. 对 SO(4) 群 , sÇ (9.52) 是 属 自 对 偶 表 示 的 角 动 基本 征 
函数 基 , 属 反 自 对 偶 表 示 的 角 动 基本 征 函数 基 只 需 把 (zs + iza) 和 (ys + iya) 中 间 的 
加 号 改 成 减 号 . 容易 验证 式 (9.52) 在 任何 升 算 符 E,,(L) 作用 下 得 零 , 在 H,(L) 作用 
下 得 表示 [A1, Aa] 的 最 高 权 分 基 Mi. 这 样 的 本 征 函数 基 构 成 角 动 基 为 [Mi, A2] 的 最 
高 权 态 的 独立 且 完 备 的 本 征 函 数 集 ， 这 函数 集中 包含 的 本 征 函 数 基 个 数 就 是 上 述 ° 
表 的 个 数 . 这 表 在 形式 上 正好 是 SU(2) 群 表示 [A Ao] 对 应 的 正则 张 量 杨 表 , 因而 
这 本 征 函 数 集中 包含 的 角 动 基本 征 函 数 基 的 个 数 等 于 SU(2) 群 表示 [和 1, A2) 的 维 数 
dal[SU(2)] = ài — à2 + 1. 
这 方法 可 以 推广 到 N EZRET n ERA. 当 n < N 时 , AWW [Ar An] 

的 最 高 权 态 记 作 YC)"1(Ri,…, Ra), 分 别 用 杨 图 为 An An) 的 表 标 记 , 表 中 
第 大 行 填 R; mist djk j 2 k. 这 样 的 独立 最 高 权 态 个 数 等 于 SU(n — 1) 群 表 

示 [At ……》n] 的 维 数 dyas an [SU(n — 1)|. 当 m > N Bf, 任 取 六 -1 个 雅 可 比 坐标 
REHIA ARATE FUE, 形式 与 n= N 情况 相同 , 只 是 内 部 变量 要 取 式 (9.44). 
由 于 篇 幅 所 限 , 不 再 详细 讨论 . 
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O(N) 群 的 群 空间 分 成 不 相连 接 的 两 片 ,包含 恒 元 的 那 一 连续 片 对 应 SO(N) 群 
SO(N) 群 是 简单 李 群 , 是 O(N) 群 的 不 变 于 群 , 关于 它 的 不 可 约 张 其 表示 我 们 已 研 
究 清楚 . 以 SO(N) 群 的 不 可 约 表示 为 基础, 寻找 O(N) 群 不 可 约 表示 的 关键 , 是 找 
SO(N) 群 陪 集中 一 个 代表 元 素 在 这 表示 中 的 表示 矩阵 
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当 是 奇数 时 , 通常 选取 o = 一 1 作为 代表 元 素 . o 可 与 O(N) 群 中 所 有 元 素 
对 易 , 而 且 平方 等 于 恒 元 , 因而 它 在 不 可 约 表示 中 的 表示 和 矩阵 是 常数 甜 阵 , 且 平 方 为 
单位 矩阵 

D(o) =c, Do =1， c=+l (9.53) 


设 SO(N) 群 的 元 素 记 作 R, 陪 集 元 素 记 作 R' = oR, 则 由 SON) 群 的 每 一 个 不 可 
HRR DA, 可 诱导 出 ON) 群 两 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 .D+ 


DDI*(R) = DN(R)， DN+(gR)=+DN(R) (9.54) 


这 是 式 (4.83) 的 推广 . 

当 N 是 偶数 时 , —1 属于 SO(N) 群 . 另 选 代表 元 素 r, 它 与 单位 矩阵 1 的 差别 
只 是 第 N 个 对 角 元 变 成 -1, 而 7? = 1. 若 张 量 基 有 奇数 个 指标 取 值 N, 则 此 张 基 
基 在 r 变换 中 改变 符号 , 否则 此 张 量 基 不 变 . 杨 算 符 和 置换 变换 引起 的 张 基 基 的 组 
£, 不 改变 张 基 基 指标 的 取 值 , 只 是 改变 指标 的 排列 次 序 , 无 迹 条 件 使 某 些 张 量 基线 
性 相关 , 但 参与 此 线性 关系 的 所 有 张 基 基 , 它们 的 指标 只 能 成 对 地 发 生变 化 . 这 两 
类 组 合 都 不 改变 r 的 本 征 值 . 因此 当 杨 图 [A] 的 行 数 小 于 N/2 Bf, 可 取 独 立 且 无 迹 
的 正则 张 量 杨 表 为 基 , 在 此 基 中 7 的 矩阵 形式 DN(7) 是 对 角 化 的 , 对 角 元 的 取 值 决 
定 于 该 正则 张 基 杨 表 中 所 含 取 值 为 N 的 指标 的 奇偶 性 , 偶数 时 为 1, 奇数 时 为 一 1. 
改变 r 表示 矩阵 的 符号 , 不 影响 群 元 素 表示 和 矩阵 的 乘积 关系 , 但 得 到 另 一 个 不 等 价 
的 不 可 约 表示 . 设 SO(N) 群 的 元 素 记 作 R, 陪 集 元 素 记 作 R = rR, 则 当 杨 图 [和 
的 行 数 小 于 N/2 时 , 由 SO(N) 群 的 每 一 个 不 可 约 表示 DA, 可 诱导 出 O(N) 群 两 
个 不 等 价 的 不 可 约 表示 DAE 


DMN#+(R)= DN(R), DD (+R) = 士 DN(r)DWN(R) (9.55) 


当 杨 图 [A] 的 行 数 等 于 N/2 时 , SO(N) 群 的 张 量子 空间 按照 式 (9.9) 分 解 为 自 
对 偶 和 反 自 对 偶 两 个 不 变 张 量子 空间 ， 式 (9.9) 中 参加 组 合 的 两 个 张 基 基 , 它们 包 
含 的 取 值 为 N 的 指标 , 刚好 一 个 为 偶数 , 一 个 为 奇数 , 而 自 对 偶 和 反 自 对 偶 张 量 的 
区 别 仅 在 于 这 两 项 的 组 合 方式 , 一 个 是 相 加 , 一 个 是 相 减 . 因此 在 变换 中 , 自 对 偶 
张 其 变 成 了 反 自 对 偶 张 量 , 反之 亦 然 . 即 当 N = 2 时 


+ = p+ + es F 
Tia Ü... E TG. u t A... 


取 正 号 还 是 取 负 号 依赖 于 张 量 分 量 中 取 值 为 N 的 指标 个 数 的 偶 奇 性 正 因为 + 把 
自 对 偶 和 反 自 对 偶 两 个 张 量子 空间 的 基 联系 了 起 来 . 自 对 偶 和 反 自 对 偶 两 个 张 量 子 
空间 对 ON) 群 都 不 是 不 变 的 , 只 有 把 它们 直 和 起 来 , 才 保持 不 变 , 从 而 构成 O(N) 
群 的 最 小 的 不 变 张 其 子 空间 . 这 样 , 当 杨 图 A] 的 行 数 等 于 N/2 BF, SON) 群 的 两 
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个 不 等 价 不 可 约 表 示 (S) 和 (4A 诱导 出 ON) 群 一 个 不 可 约 表示 A, 表示 的 
维 数 等 于 两 个 表示 维 数 之 和 . 在 直 和 空间 r 的 表示 矩阵 DAT) 不 包含 对 角 元 . 将 
表示 矩阵 DN(7) 改 号 相当 做 相似 变换 x 


s(a i) 
94 TE ME 


Ak (Dirac) 方程 中 引入 了 四 个 y HRE, 它们 是 泡 利 矩阵 的 推广 , 满足 反对 
易 关 系 . 依靠 y 矩阵 这 一 工具 , 狄 拉克 找到 了 描写 自 旋 为 1/2 的 粒子 的 相对 论 波 函 
数 及 其 运动 方程 . 用 群 论 的 语言 说 , 狄 拉 克 找 到 了 洛 伦 兹 群 的 旋 量 表示 . 现在 把 y 
甜 阵 这 一 工具 推广 , 用 来 研究 SO(N) 群 的 旋 量 表示 . 通过 对 SON) 群 旋 量 表示 的 
研究 , 可 能 会 加 深 对 狄 拉克 旋 量 理论 的 理解 . y 矩阵 乘积 的 集合 构成 矩阵 群 , 它 
的 群 代数 称 为 克利 福 德 (Cliford) 代数 . 用 群 论 方法 研究 了 矩阵 群 , 是 第 三 章 有 限 
群 表 示 理 论 应 用 的 一 个 典型 例子 . 


一 .了 和 矩阵 群 的 一 般 性 质 
定义 N 个 矩阵 a, 它们 满足 反对 易 关 系 
Í Yas Ww } = Ya + WYa = 2621, a, b < N (9.56) 


这 关系 除了 告诉 我 们 , 下 标 不 相同 的 Ya 矩阵 互相 反对 易 外 , 还 告诉 我 们 Ya 矩阵 的 
平方 等 于 单位 矩阵 , 即 ya 矩阵 是 自 道 矩 阵 . 因此 y 矩阵 乘积 的 道 矩 阵 等 于 它们 逆序 
相 乘 . 所 有 y 和 矩阵 乘积 的 集合 Tw, 按照 矩阵 乘积 规则 , 满足 群 的 四 个 条 件 , 因而 构 
成 群 , 称 为 Tw 矩阵 群 . 在 7 矩阵 乘积 中 , 相同 下 标的 y, HRE, 可 以 通过 反对 易 关 系 
(9.56), 移 到 一 起 并 消去 , 因此 Fw 和 矩阵 群 是 有 限 群 , 而 且 群 元 素 以 互 差 负 号 的 方式 
成 对 出 现 . 在 每 一 对 元 素 中 , 取 一 个 元 素 作为 代表 , 这 样 构成 的 集合 记 作 Ty. 由 于 
这 集合 不 满足 元 素 乘积 的 封闭 性 , 它 不 是 群 , 它 包含 元 素数 目 等 于 Ty 群 阶 数 g(™) 
的 一 半 . 

除了 反对 易 关系 (9.56) 外 , 我 们 还 没有 定义 y 矩阵 的 具体 形式 , 既然 7 矩阵 的 
乘积 集合 构成 有 限 群 Tw, 可 以 选取 Fw 群 的 一 个 真实 的 不 可 约 么 正 表 示 作 为 Ya E 
阵 自身 形式 的 定义 . 以 后 会 看 到 , 这 样 的 表示 是 存在 的 . 这 里 强调 真实 表示 就 是 要 
R ya 矩阵 满足 反对 易 关 系 (9.56), 因而 ya 矩阵 既是 么 正 矩 阵 , 又 是 厄 米 矩 阵 


% = = a (9.57) 
N 个 ma 矩阵 顺序 相 乘 , 记 作 ÇO 


2 
Mm 0) = CD (9.58) 
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当 N 是 奇数 时 , ya 可 与 所 有 + 甜 阵 对 易 , 由 舒 尔 定理 , 它 是 常数 矩阵 


(9.59) 


yma Í +L 34 N=4m+1 
x 4il, 4 N=4m-1 


这 样 , 当 N = 4m + 1 时 , YK 不 是 一 个 新 元 素 , 它 等 于 恒 元 1, 或 者 等 于 -1 = 
ninn 这 造成 两 个 后 果 . 第 一 , YW) 等 于 1 和 等 于 -1 的 两 个 矩阵 群 , 只 要 把 其 
中 一 对 元 素 +< 交叉 对 应 , 就 互相 同 构 , 例如 


TN a<N, ym- 


第 二 , 对 于 给 定 的 多 "+ ,矩阵 Yams 可 以 表达 成 其 余 Ya 矩阵 的 乘积 . 因此 , Tama 
群 和 Dam 群 一 样 , 它们 的 所 有 元 素 都 可 表达 成 4m 个 ya 矩阵 的 乘积 , 即 这 两 个 群 
同 构 . 当 N = 4m — 1 Bf, YO 是 一 个 新 元 素 , 在 不 可 约 的 真实 表示 中 , 它 等 于 恒 元 
1 和 常数 i 或 -i 的 乘积 . 与 上 面 一 样 , 正 负 号 的 不 同 选择 产生 的 矩阵 群 是 互相 同 构 
的 . 如 果 我 们 把 i 作为 一 个 群 元 素 引 入 , 则 Dami 群 的 元 素 都 可 表 成 Tsm_2 群 的 元 
K, 及 其 与 元 素 i 的 乘积 , Bl 


TamtiTTam, Tam-i ~ {Tam-2, Tam-2} (9.60) 


下 面 我 们 将 重点 研究 N = 26 是 偶数 的 情况 , 只 在 最 后 一 小 节 专 门 讨论 N 是 奇数 的 
情况 . 
首先 , 计算 Tae 矩阵 群 的 元 素数 目 g0. 设 Sn 是 个 不 同 下 标的 ya 矩阵 的 乘 


积 , 这 样 的 元 素数 目 为 
5 ( 2 ) -2 CO! 
n J “n(2-—n)! 


前 面 的 因子 2 表示 每 一 种 乘积 都 有 正 负 成 对 的 两 个 元 素 . n 的 取 值 范围 由 零 至 24 
零 个 +a 矩阵 乘积 就 是 恒 元 , 22 个 Ya 矩阵 乘积 就 是 WO, 因而 To, 矩阵 群 的 阶 为 


2 2 
20=2》， ( ) = 2(1 + 1)26 = 23611 (9.61) 
n=0 k 


其 中 , 组 合 数 正 是 二 项 式 的 展开 系数 . 

其 次 , 根据 元 素 自身 表示 的 特征 标 来 确定 y. 矩阵 的 维 数 df20. 除了 +1 外 , Tae 
矩阵 群 中 任何 元 素 Sn 都 能 找到 另 一 个 元 素 与 它 反对 易 . 事实 上 , 当 n 是 偶数 时 , 参 
与 S, 乘积 的 每 一 个 Ya EERS Sn 反对 易 , 当 n 是 奇数 时 , 必定 存在 不 参与 Sn R 
积 的 +a ERE, 它 与 Sn 反对 易 . 现 设 Yo 矩阵 与 Sn 矩阵 反对 易 , 则 


Tr Sn = Tr (123p) = -Tr (Sn Ya) = -Tr S, = 0 
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因此 ye 矩阵 群 中 元 素 S 在 自身 表示 中 的 特征 标 为 


由 于 自身 表示 是 不 可 约 表 示 
2(deo) = E P= =, 
Sers 
do. (9.63) 


第 三 , EO 矩阵 可 与 所 有 ya 矩阵 都 反对 易 , 如 果 再 乘 一 个 适当 的 系数 , 可 使 它 
也 变 成 自 逆 的 , 从 而 与 其 他 ya 矩阵 处 于 平等 地 位 . 引入 Y SEE: 


2 
WPO = = me (fP) =1 (9.64) 


实际 上 , 这 ?9 可 以 定义 为 Yae+l HRE, 从 而 确定 Toeri ERER 
第 四 , 集合 Ts 中 的 矩阵 都 是 线性 无 关 的 . 如 若 不 然 , 存在 如 下 线性 关系 


> c(S)S=0 
Sers, 
R R-1/d(29 后 取 迹 , 得 C(R) = 0, 即 所 有 系数 为 零 . 集合 T, 包含 了 22: 个 线性 无 
关 的 d24 = 24 HESE EE, 因而 它们 构成 完备 基 , 任何 dC 维 矩阵 M 都 可 按 S c Te 
展开 
M= > C(S)S, C(S)= n Tr(S-'M) (9.65) 
The 
第 五 , 讨论 Tz EER. 因为 不 同 的 ya 矩阵 互相 反对 易 , 所 以 +S 两 个 矩 
阵 构成 一 类 , 1 和 —1 分别 构成 一 类 , Tz 矩阵 群 有 22 + 1 个 类 . 
很 容易 构造 出 Tu 群 22 个 不 等 价 的 一 维 表示 : 让 nn 个 Ya 对 应 1, 其 余 U- n 
个 % 对 应 -1, 就 得 到 一 个 一 维 表示 , 不 同 取 法 的 表示 不 等 价 . n 的 取 值 范围 是 由 零 


至 U, 共有 
24 2 nsii 
È (a) 


个 . 在 这 些 一 维 表示 中 , 元 素 -1 = nyny BR BEJë 1, 因而 一 维 表 示 都 是 
Tae 群 的 非 真 实 表 示 . 现在 Tae 群 只 剩 下 一 个 不 等 价 不 可 约 表示 , 它 是 a 20) 维 的 真 
实 表示 . 在 此 表示 中 的 ya 矩阵 称 为 不 可 约 Ya 矩阵 , 这 里 给 出 它们 的 具体 形式 . 
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Ya 抢 阵 是 无 迹 厄 米 兼 么 正 矩阵 , 可 以 写成 4 个 二 维和 矩阵 的 直 乘 , 这 些 二 维和 矩阵 
取 泡 利 矩阵 oa 和 单位 矩阵 1. 通常 选取 表象 , 使 ?0 对 角 化 , 称 为 约 化 旋 量 表象 
但 对 角 化 的 PO 还 有 很 多 不 同 的 选择 . 这 里 介绍 一 种 常用 的 表象 


Ton-l = lx...x1xorxcsx...X 3, 
tmt l-n 
Yan = 1x... X 1X02X03X... X03, 
n-l l-n 
1 = 03x... xos, (9.66) 
Ce Bataladi- 
“ 
CUm) = (ø, x oo) x (01 x 02) X ... x (01 X 02) , 
A Eai las ai kodri, a ade ud Sasa 5. 
Cüm+2) = oa x C (am) 


这 表象 形式 对 称 , 但 YO 的 对 角 元 1 和 —1 混杂 排列 , 没有 完全 分 开 . 

定理 一 (等 价 定理 ) N = 24 为 偶数 时 , 满足 反对 易 的 关系 (9.56) 的 aD Ht 
Ya 矩阵 必 等 价 

Ja =X X, 1<as<2L (9.67) 

证 明 ”可 以 用 两 种 方法 证 明 此 定理 . 一 是 用 特征 标 方法 证 明 . 由 这 些 Ya 矩阵 
乘积 构成 的 Tae 矩阵 群 表示 , 特征 标 必 满 足 式 (9.62), 因而 表示 互相 等 价 . 二 是 根据 
Tu 矩阵 群 只 有 一 个 不 等 价 不 可 约 真实 表示 , 因而 dO 维 真实 表示 都 等 价 . 证 完 . 

推论 ”两 组 df29 维 不 可 约 y, 矩阵 间 的 相似 变换 矩阵 , 精确 到 一 个 常 系数 , 是 唯 
一 的 . 如 果 限 制 相似 变换 矩阵 的 行列 式 为 1, 则 此 常 系数 只 能 取 dl29 个 数 exp(--i2n 
/dC20), 0 < n < d@5. 

证 明 ” 设 男 有 相似 变换 Y 


Ta = Y oY 


与 式 (9.67) 比较 知 , Y X -1 可 与 所 有 ya 矩阵 对 易 , 因而 是 常数 矩阵 , Y = cX. 证 完 . 
最 后 指出 , ya 矩阵 是 无 迹 厄 米 兼 么 正 矩 阵 , 故 本 征 值 只 能 取 +1, 且 两 种 本 征 值 
数目 相等 , 于 是 
detya = (1) (9.68) 
当 £ > 1 Bf, ya Nš BFBJ4719|2C28 1. 
=. PARERE 
对 N 个 不 可 约 Ya 矩阵 , 定义 


(9.69) 
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其 中 , 上 标 代 表 和 矩阵 取 转 置 , 显然 7。 也 满足 反对 易 关 系 (9.56), 因而 Ta 和 Ya 等 价 ， 
它们 可 通过 么 模 么 正 相 似 变换 C9 相 联系 


(ceo) ' CD = -0o)7， (ceo) CCD =1, deC@D=1 — (9.70) 
由 此 可 得 

(ceo) ce = (J 0) T 0) (z) 

式 (9.70) 取 转 置 , 有 
(ce) ae [e T [E e a S e T 
即 (Ceo)7 (C0)? = A891, (Ceo)7 = XM20CC0,， 因 而 

cen = MG20 (ceo) w (pæ ce9， AD = +1 
为 了 确定 此 参数 ?9, 取 n 个 不 同 的 Ya 矩阵 的 乘积 Sn, 得 
(sceo) = Xe0C(0 (Sp)? = XN-1)" +t) (s, cen) (9.72) 


5nC(?9 是 对 称 或 反对 称 矩 阵 . 由 于 集合 T, 中 的 矩阵 构成 df2 维 矩阵 的 完备 基 ， 
这 些 元 素 乘 C29 后 仍 是 完备 基 . 我 们 已 经 知道 , 这 样 的 矩阵 SnC(C24 的 个 数 是 24 
个 数 中 取 n 个 数 的 组 合 数 , 它 随 n 增加 , 先 增加 后 减少 . 根据 对 称 和 矩阵 必须 多 于 反 
对 称 矩 阵 的 条 件 , ZE n = # = N/2 时 SnC(29 必须 是 对 称 矩 阵 , 即 


(ceo) = AM20C(20， AD = (一 1)44+012 (9.73) 


在 相对 论 量 子 力 学 中 , COO 扼 阵 和 电荷 共 久 变 换 相 联系 , PA B 4526882 8 kE Bg. 
还 有 一 个 与 时 空 反 演变 换 有 关 的 变换 矩阵 BOO, 满足 


a t 
(B9) 加 BC9 = (x.) °, (B) B9 =1, det B® = 1 (9.74) 
B = F102 (9.75) 

由 此 


(seo) = ADCO (Co = 79 BOD, 729 = (1-2 (9.76) 


# N = 4 Bf 
(co) =-0%, (B9) =-B® (9.77) 
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T> 矩阵 群 的 阶 数 929, 矩阵 维 数 d29, CCO HEREA BOO 短 阵 的 对 称 参数 X29 和 
TCO 列 于 表 9.1. 


表 9.1 Tx 群 若干 参数 


N=2 JEE] 4 6 8 10 12 14 16 
矩阵 维 数 d(2 2 4 8 16 32 64 128 256 
群 阶 数 g(20 8 32 128 512 2048 — 8192 32768 131072 
入 (26) -1 -1 1 1 -1 = 1 1 
72O 1 -1 -1 L 1 -1 -1 1 


df20 = 24， g(20 = 224+1， (C(G20)7 = ADCO, (B(20)7 = 70B, 


=. N 为 奇数 的 情况 


现在 , 我 们 讨论 N = 24+ 1 为 奇数 的 情况 . 首先 , 讨论 y EERE. Dae 矩阵 
群 中 包含 24 个 ya 矩阵 和 一 个 YP 和 矩阵, 它们 满足 式 (9.56), 可 以 作为 Poer 矩阵 
群 的 26 + 1 个 ya 矩阵 的 定义 


Toe+l = W, RHD = yi -er = (i)1 (9.78) 
这 里 已 选 定 了 EI 矩阵 的 符号 . BAR Doei 与 Toe 矩阵 群 的 矩阵 维 数 相同 
d+) = dO = 2 (9.79) 


第 二 , 讨论 等 价 定理 . 4 N 是 奇数 时 , 式 (9.59) 是 元 素 乘 积 规则 的 一 部 分 , 而 且 
1 和 i1 在 不 可 约 表示 中 的 表示 矩阵 是 常数 矩阵 ,由 于 式 (9.60) am- 群 与 Tam-2 
群 相 比 , 元 素 增加 一 倍 , 类 数 增加 一 倍 , 因而 不 等 价 不 可 约 表示 个 数 也 增加 一 倍 . 改 
变 式 (9.59) 的 符号 就 是 改变 元 素 “i” 表示 矩阵 的 符号 , 由 此 得 到 一 组 不 等 价 的 不 可 
约 表示 . Tam+1 群 与 Tam 群 是 同 构 的 , 改变 式 (9.59) 的 符号 就 是 改变 元 素 “ 土 1” R 
示 和 矩阵 的 符号 , 作为 表示 这 是 不 允许 的 . 总 之 , 当 N 是 奇数 时 , 在 等 价 定理 的 条 件 
中 , 除了 条 件 式 (9.56), 还 应 加 上 Ym 和 w° 相等 的 条 件 , 否则 相似 变换 式 
(9.67) 至 少 对 一 个 ya HERRE. 

最 后 , 讨论 电荷 共 儿 变换 矩阵 C. 对 奇数 N = 24 + 1, R (9.69) 引入 Fa 
时 , 为 了 定义 CC 和 矩阵, 必须 检验 Ot 和 7+ 是否 相 等 


过 (24+1 Ya Z NK r 
x PDs Fitt Fus = — {Neri n} 


9.80 
= Cy peny = Cuye gen ai 


可 见 满足 式 (9.70) 的 C4m -0 是 存在 的 , 而 COD 不 存在 , 同 理 , 满足 式 (9.74) 的 
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BCm 1 不 存在 , 而 B(m+1) 是 存在 的 . 由 式 (9.71). (9.73). (9.75) 和 (9.76) 得 


Cdm-D = Cldm-2)， (Cdm-D)7 = (—1)mCüm-1) 


9.81 
Blamty) = pm) = yE glam), (Búm+D)7 = (—1)m Bam+)) (9:31) 


u 


矩阵 Cdtm-0，Btm+0，Ctm -3 和 CUM 的 对 称 性 都 一 样 , 转 置 后 都 产生 因子 
p". 
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在 这 一 节 我 们 将 深入 研究 SON) 群 旋 量 表示 的 性 质 . 
一 、SO(N) 群 旋 量 表示 的 定义 
对 满足 式 (9.56) 的 N 个 不 可 约 么 正 Ya HRE, 定义 


N 
Fa =) Ram, R eSO(N) (9.82) 
b=1 


由 于 RR 是 行列 式 为 1 的 实 正 交 矩 阵 , 7。 满足 
TaTo + ToTa = >  RaRa[qYea+ ay) = 25 RacRocl = 2621 , 
cd e 
mimi = JO Ria RNanYa Yar" Yan 


aran 


= JO Riac RNaw€a--ag N2 YN 
an 


" 


(det R) a `` YN = NVN YN 


由 于 式 (9.56), 第 一 行 求 和 式 中 的 a; 互 不 相等 , 例如 


1 
D Ria RaMa a = 3 2, Ru Raas (Yar Ya — Yaqa) + 15 Riar Roayñaaa 


aiaz ai#az aiaz 


后 项 显然 为 零 . 根据 等 价 定理 , 7。 和 ya 可 通过 么 模 么 正 相似 变换 相 联系 . 这 相似 
变换 依赖 于 R, 记 作 D(R) 


N 
D(R)- IyaD(R) = Ram (9.83) 
b=1 


D(R) 矩阵 还 允许 相差 常 系数 


exp (-inr/daen) , O<n<d™ (9.84) 
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满足 式 (9.83) 的 D(R) 矩阵 的 集合 , 按照 矩阵 乘积 规则 , 显然 满足 群 的 四 个 条 件 , 构 
成 群 Gy. 么 模 么 正 矩 阵 D(R) 通过 相似 变换 关系 (9.83), 与 SON) 群 元 素 RA 
dM) : 1 的 对 应 关系 , 而 且 这 种 对 应 关系 对 元 素 乘积 保持 不 变 , 因而 SON) 群 与 Gy 
同 态 . 既然 SO(N) 群 的 群 空 间 是 双 连 通 的 , 它 与 覆盖 群 的 同 态 关系 应 该 是 1 : 2 的 
对 应 关系 , 可 见 Gy 群 一 定 是 混合 李 群 , 群 空间 是 不 连通 的 . 群 空 间 中 包含 恒 元 的 
那 一 连续 片 构 成 它 的 不 变 子 群 Gy. Gn 群 是 简单 李 群 , 它 才 是 SON) 群 的 覆盖 群 . 
我 们 要 找 出 一 个 不 连续 的 条 件 , 把 Gn 群 从 Gy 群 中 区 分 出 来 . 找 这 条 件 的 最 好 办 
法 就 是 利用 Gu 群 的 连通 性 , 也 就 是 利用 Gr 群 的 无 穷 小 元 素 及 其 生成 元 . 
设 是 无 穷 小 元 素 , R 和 D(R) 矩阵 可 按 无 穷 小 参数 wob 展开 


Rab = bab —i Y oca (Ta), = dab — wab 
c<d 
D(R) =1 i)  @caSca 人 
c<d 
其 中 , 用 到 SON) 群 自身 表示 的 生成 元 Ta 的 形式 (7.97). Sea 是 么 正 表示 D(R) 
的 生成 元 , 因而 是 龙 米 矩阵 . 代入 式 (9.83) 得 
-iJ wed [Yas Sca] = -X WadYd 


c<d 


= — “aaa + > wiad = — 3 wed {6acYa — adc} 


d>a c<d 
即 Sca 满足 
Da, Sea] = 一 i{5ocnd 一 doarye} (9.86) 
按照 式 (9.65) 把 Sca 展开 成 Sn 的 线性 组 合 . Sn J: n 个 不 同 的 Ya 矩阵 的 乘积 , 代入 


式 (9.86) 取 对 易 关 系 后 , 必定 得 到 由 n 士 1 个 ya 矩阵 乘积 的 项 , 为 了 满足 式 (9.86), 
必须 n = 2. 然后 做 简单 运算 , 可 解 得 


Sa = R (n — wa) (9.87) 
Sea 确实 是 厄 米 矩 阵 . 
为 了 书写 的 符号 统一 , 定义 
| pen, 当 N =4m+1 
s: I cu, 当 N#4m+1 (0:39) 


则 C-1S,,C = — (Sa)? = -Si 


C7 D(R)C = {D(R?)}" = D(R)* (9.89) 
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不 连续 的 条 件 式 (9.89) 限制 了 D(R) 矩阵 前 的 可 乘 因 子 [ 见 式 (9.84)], 从 而 使 SO(N) 
群 元 素 R, 通过 式 (9.83) 和 (9.89), 与 +D(R) 两 个 矩阵 , 建立 起 一 二 对 应 的 关系 , H 
这 对 应 关系 对 元 素 乘积 保持 不 变 , 即 Gn 群 是 SO(N) REHBERE 


SO(N) ~ Gw (9.90) 


Gu 群 称 为 SO(N) 群 的 基本 旋 量 表示 , 在 不 会 引起 混淆 时 常 简称 旋 量 表示 ，So 称 
为 自 旋 角 动量 算 符 . 今后 把 基本 旋 基 表示 表 为 Da(SO(N)). 显然 , 4 N = 3 时 , Gs 
群 就 是 SU(2) 群 . SO(N) 群 的 不 可 约 张 量 表示 称 为 SON) 群 的 单 值 表示 , 它们 是 
Gs 群 的 非 真 实 表示 . Gu 群 的 真实 表示 , KY SON) 群 的 双 值 表示 , 或 称 旋 基 表 


ZS. 
二 、 基本 旋 量 表示 的 不 可 约 性 


因为 ya 矩阵 及 其 乘积 Sn 构成 d(N) 维 矩阵 的 完备 基 , 所 以 逐个 检验 Sn, 容易 
证 明 , 除了 常数 矩阵 外 , 只 有 YUS) 矩阵 才能 与 基本 旋 量 表示 所 有 生成 元 Sa 对 易 . 当 
N = 24+1 是 奇数 时 , Ot 是 常数 矩阵 , 因而 奇数 N 的 基本 旋 址 表示 是 不 可 约 表 
Z. 由 式 (9.89) 和 (9.81) 知 , 奇数 N 的 基本 旋 量 表示 是 自 共 辑 表 示 , 当 N = 8k 土 1 
时 基本 旋 量 表示 是 实 表示 . 

当 N = 2 是 偶数 时 , YO 不 是 常数 矩阵 , 偶数 N 的 基本 旋 量 表示 是 可 约 表示 . 
由 于 所 选用 的 表象 式 (9.66), Y) 328 £ 个 oa HERRER, CEN MER, 但 本 征 
值 +1 分 散 分 布 在 不 同行 列 . 可 通过 简单 相似 变换 x 把 y 化 成 os x 1 形式 , 从 
而 把 基本 旋 基 表示 约 化 为 两 个 不 可 约 表示 的 直 和 


DrH(R) 0 ) 


à DENR) (9.91) 


X DI(R)X = ( 


不 难 用 反 证 法 证 明 这 两 个 子 不 可 约 表示 DER) 是 不 等 价 的 . 如 若 不 然 , 取 相似 变 
É Y = 1xZ {E DNR) ÆR DHIR), 于 是 在 新 表象 中 , MAERT (XY) SaXY 
可 与 o) x 1 对 易 , 但 它们 的 乘积 却 不 能 与 之 对 易 . 事实 上 , 它们 的 乘积 在 这 相似 变 
换 中 保持 不 变 


(XY)? (Si25S3a4 .Sat Deo)XY = Y7 En 名 如 Y=osx1 


这 显然 是 矛盾 的 . 这 两 个 旋 量 表示 DE] 常 称 不 可 约 基本 旋 量 表示 . 
引入 投影 算 符 P+ 


=l (20) -ipx-{10° “pu sa f 6: 0 
P =z (itf ), x x=, op XPX=|( 0 1 ) 32 
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经 过 P+ 的 投影 


[+s] 
X-1P, DEl(R)X = X-1DEl(R)P, X = ( z Ki 5 ) ç 


" (9.93) 
0 
—Ap_DEl(R)X = x- Dil = 
X-1P_DEl(R)X = X- DI(R)P-X b Rh 
根据 式 (9.71) 和 (9.89), 得 
i _ Í DRIR) PŁ, 当 N=4m 
=R eye = | DA(RPPE, 当 N=4m+2 (029 


当 N = 4m 十 2 Bf, DIH(R) H.3938 3ES03828, 当 N = 4m 时 , DI*(R) 是 不 等 价 的 
HIERAR, 当 N = 8k BF, DIER) 是 不 等 价 的 实 表示 . SON) 群 不 可 约 旋 基 表 
示 的 维 数 为 


dj[SO(26 十 1)] = 24， dlSO(20] = 2-1 (9.95) 
=. SO(N) 群 的 基本 旋 量 


有 aM) 个 分 基 , 在 SO(N) 变换 中 按 下 述 规律 变换 的 量 到, 称 为 SO(N) 群 的 
基本 旋 基 , 简称 旋 量 


(Ort) =F DER) Y, Orv= DMR)Y (9.96) 


由 于 所 选用 的 表象 式 (9.77), 当 N = 24 sË 2 + 1 BF, ya HERH LA o 矩阵 
或 二 维 单位 矩阵 的 直 乘 , SON) 群 基 本 旋 量 w 的 基 W 最 好 也 表 为 4 个 二 维 旋 量 
xla) WER 


W(a1,a2,: +, ae) = x(a )xla2) -+ - x(a), 


(9.97) 
x(H) = (a): x=") 


4 N = 24 BF, P, 投影 得 到 的 子 空间 , 旋 基 基 包 含 偶数 个 x(—) 因子 , 这 是 [+s] 的 
表示 空间 , 而 已 投影 得 到 的 子 空间 , 旋 量 基 包 含 奇数 个 x(—) 因子 , 这 是 [-s] 的 表 
示 空 间 . 

在 生成 元 的 谢 瓦 莱 基 式 (9.15) 和 (9.21) 中 , 把 Tao 换 成 Sas, 就 得 到 自 旋 角 动 
基 的 谢 瓦 莱 基 H,(S), E,(S) 和 F,(S). 经 过 直接 计算 , 对 SO(20) 群 (D, 代数 ) 和 
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SO(24+1) 群 (Be 代数 ), 有 


1 
H,(S)= lx x1x3{rx1-1xo}x1x. xl， SO(24) 和 
E,(S)=1 lak i ya EAS SO(2 + 1) 
p(S)=1x.---x 1x {0} Xo }x1x.…x1, 
Oe re Mp 1<p<L 
pl 4 一 4-1 SES 
1 
lx. xlxg{osx1+1 xos}, SO(2/) 
H.(S) = Er 
lx... x 1x03, SO(22 + 1) 
pa 
= 1x... X1x {04 x c+), SO(2b) 
E(S) = 
03 X... X 03 XO+, SO(22 + 1) 
4-1 
(9.98) 


把 升 算 符 E,,(S) 中 的 c+ 换 成 oF, 就 得 到 降 算 符 F,,(S). c+ 作用 在 x(t) 上 得 零 ， 
作用 在 x(F) 上 得 x( 士 ). 四 维 对 角 和 矩阵 {oc3x1 一 1xo3}/2 作用 在 X(+)X(-) 上 得 1， 
作用 在 x(—)x(+) 上 得 -1, 作用 在 其 他 态 上 得 零 . 四 维 对 角 和 矩阵 (os x 1+1 x os) /2 
作用 在 x(+)x(+) 上 得 1, 作用 在 x(—)x(—) 上 得 -1, 作用 在 其 他 态 上 得 零 

由 式 (9.98), 各 基本 不 可 约 旋 量 表示 的 最 高 权 态 及 其 最 高 权 M 为 


X(+)…X(+)X(+)， M =(0,.…,0,1), SO(2 + 1) 群 表示 [s] 
pa pn 

X( 十 )…X( 十 ) X( 十 )， M = (0,---,0,0,1), SO(24) 群 表示 [+s] (9.99) 
pn -2 

X(+)…Xx(+)x(-)， M= (0,---,0,1,0), SO(24) 群 表示 [—s] 
RS -2 


RRP RRETAN F,,(S) 作用 得 到 . 
四 、SO(N) 群 基本 旋 量 表示 的 直 乘 分 解 
因为 旋 量 表示 是 么 正 的 , 所 以 
Ont = P DP(R)' ， (9.100) 
v=) Ww = Wow, 
OR (vt 四 = pt DE (有 -DaUDe = wiy 


i 构成 SO(N) 变换 的 不 变量 , 即 标量 . 按 群 论 的 一 般 理论 , 由 ú: 和 到 乘积 的 
线性 组 合 , 架设 SO(N) 群 的 不 变 空间 , 对 应 表示 DH x Dis), 它 一 般 是 SO(N) 群 的 


(9.101) 
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可 约 表示 , 可 以 找 出 相应 的 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 和 克 莱 布施 - 23k 2 3. 式 (9.101) 
指出 , 在 此 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 包含 恒 等 表 示 , 而 且 给 出 了 克 莱 布施 - 戈 登 系数 
为 6v. 把 这 思想 推广 , 由 于 


OR (Viya Yan Y) = P DEIR) Ya, Ye, DAI(R)Y 


= 》 Rab Ranbn Pty, T, Y (9:102) 
biba 

这 样 的 组 合 构成 SO(N) 群 的 n 阶 反对 称 张 量 , 对 应 杨 图 [1"]. n 显然 不 大 于 N, G 
则 必 有 重复 的 y E, 它们 可 以 移 到 一 起 并 消去 , 不 构成 新 的 张 量 . 

当 N = 24 +1 是 奇数 时 , 由 于 75 是 常数 矩阵 , n 个 + 矩阵 的 乘积 可 以 化 
H N-n A 矩阵 的 乘积 . 因此 式 (9.102) 给 出 的 张 量 阶 数 n < N/2, 即 克 莱 布施 - 
RERA 

[st x [J= [s] x [sj = oememe…e0d4 (9.103) 

式 (9.102) 中 的 y 矩阵 乘积 的 矩阵 元 素 就 是 相应 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 , 从 最 高 权 
的 观点 来 看 , 由 式 (9.99), [s] x [s] 直 乘 空间 中 状态 的 最 高 权 为 M = (0,…,0,2), È 
正 是 张 基 表示 [14] 的 最 高 权 [ 见 式 (9.18)]. 

当 N = 24 是 偶数 时 , 应 用 投影 算 符 P. 的 性 质 


P,P- =P-P,=0, P,iPa= Ps PO Pk = tPs, 


(9.104) 
PTa ` ' aa a Pra = 0, Piya Yasa a | P+ = 0 
由 P+ ë 可 以 构成 如 下 非 零 张 量 
Dt Pi Yai ` Yamn Pt P, 2n <£, (9.105) 
ÜWlPzqa aaa PI, — 2n+1<4 


当 7 矩阵 数目 超过 4 时 , 仍 可 用 乘 Y 矩阵 的 办 法 化 为 数目 少 于 个 Y EER 
积 . 这 时 虽然 VPO 矩阵 不 是 常数 矩阵 , 但 它 乘 在 P. 上 只 相当 一 个 正 负 号 . 对 4 个 
7 矩阵 的 乘积 , 比较 式 (9.10) 知 , 它们 分 别 对 应 自 对 偶 和 反 自 对 偶 组 合 


na = P erae- en = (i)e ry (8.406) 
1 9.106 
Ta RE = ç {mt (i) zeze- Ver} Pa 


从 最 高 权 的 观点 来 看 , HA (9.99), 当 N = U 时 , 各 不 可 约 基本 旋 量 表示 直 乘 空间 
所 包含 的 状态 的 最 高 权 M 和 相应 的 张 量 表示 如 表 9.2. 
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表 9.2 
表示 直 乘 最 高 权 张 量 表示 
+s] x [+s] M = (0,---,0,0,2) KS) 
ps 
[=s] x [—s] M = (0,---,0,2,0) [4)19 
pe 
+s] x [一 引 M = (0,---,0,1,1) ne- 
-2 


再 注意 式 (9.94) 和 (9.10), 4 N = 4m 时 


+s]* x [+s] = [+ +s) = [0] @ [17 e [1e ---@ [92] 
Ess]* x [+s] = [+s] x [+s] = [0] e 12] @ [14] | [lam] wai 


[Fs X [£s] = [zs] x [£s] = B] [13] e °] @ --- e lt2m-1] 


而 当 N = 4m + 2 时 
此 sx [+s] = [Fs] x [+s] = [0] @ B2] e [14] e -+ @ 2] 


[ama] (93408) 
I [(A)12m33] 


e 


[Fs)" x [ts] = [+s] x [+s] = B] [1°] e 5] e --- 


五 、 高 阶 旋 量 表示 
对 SO(3) 群 , D12 表示 是 基本 旋 基 表示 , 高 阶 旋 量 表示 Di 可 由 基本 旋 基 表示 
和 张 基 表 示 直 乘 分 解 得 到 
D1⁄2 x D! = De+1/?2 g pt-1/2 (9.109) 


推广 这 一 思想 , 可 研究 SO(N) 群 的 高 阶 旋 量 表示 . 
设 旋 量 带 有 张 基 指 标 更 …o, 它 在 SO(N) 变换 中 按 下 式 变换 


(On%),... = 》 Ran Rao, DUR) Yos bn (9.110) 
EA 


这 样 的 量 称 为 旋 张 基 . 旋 张 量 空间 是 可 约 的 , 存在 对 SO(N) 群 的 不 变 子 空间 . 先 对 
旋 张 基 的 张 量 部 分 , 用 去 迹 和 杨 算 符 投影 的 办 法 , 选 出 以 行 数 不 大 于 N/2 的 杨 图 [和 
标记 的 无 迹 张 基 空 间 . 这 样 的 旋 张 量 空间 对 应 的 表示 是 旋 量 表示 [s] 和 张 量 表示 A) 
WER. 它 一 般 还 是 可 约 表示 , 表示 空间 存在 第 二 类 迹 旋 张 量 构 成 的 关于 SO(N) 变 
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换 的 不 变 子 空间 
N 
i PEPEE EEE D D Wap s yaq aY 
b=1 
(ORP)a,ai amen = Rao Rao, B au] DUI(R)b..b ib bib 
bibnb’ b 


= Ü Rant Rob, DUI(R) [yaa esas] 
b 
= X Rant Rao, DY(R)®o,--bi-1bi1 bn 


d 
因此 存在 旋 张 量 的 第 二 类 无 迹 条 件 

N 

X Waa atasi a, =0 (9.111) 

b=1 
旋 张 最 可 以 按照 此 第 二 类 无 迹 条 件 , 分 解 为 无 迹 旋 张 量 和 迹 旋 张 量 之 和 ,分别 对 
SO(N) 变换 保持 不 变 . 对 迹 旋 张 基 的 剩余 指标 还 可 以 继续 去 迹 . 这 种 分 解 就 是 直 乘 
表示 [s] x [À] 的 分 解 . 表示 空间 中 阶 数 最 高 的 无 迹 旋 张 基 所 对 应 的 表示 最 高 权 MT 
等 于 表示 [s] 和 [ 最 高 权 之 和 , 用 行 数 不 大 于 N/2 的 杨 图 [X] 前 面 加 s 或 +s 标记 : 
N 是 奇数 时 , 标记 为 [s()], N 是 偶数 时 , 标记 为 [+s(A)] 或 [-s( 和 )]. 最 高 权 M 和 
杨 图 的 关系 如 表 9.3 所 示 . 


表 9.3 
N ERAR 最 高 权 表示 
24 十 1 {s] x [A] M = [i — A2), ++, Nei — Ae), (2Ae + 1)] [se(A)] 
2 [+s] x [(S)2] M = [(A1 = A2), +++ Nei = Ae), Ni + Ae +1)J [+sQ)] 
2 [=s] x [(A)2J M = [i — A2), +++, (Mei + Ae + 1), (Ae-1 — Ae) sQ) 


车 Xe = 0, 上 表 所 列 最 高 权 及 其 杨 图 标记 仍 成 立 . 当 N = 24 BF, 在 直 乘 空间 
[+s] x [(A)A] 和 [—s] x [(S)A] 所 包含 状态 的 最 高 权 及 其 对 应 杨 图 分 别 为 


[rs] x [CA : 
[i — A2), +t, (Ni + Ae), (A-1 — Ae + 1)), [-s(A1, A2, +*+, Me Ae — 1)), 
[dx (9A: 
[i = A2), +++, (Ae-1 — Ae + 1), (A-1 + Ae), [+HsAX XubxX — 1)] 


(9.112) 
克 莱 布施 - 戈 登 级 数 中 包含 的 其 他 表示 则 需 通过 主权 图 方法 计算 . Aek 
基部 分 是 一 行 或 一 列 的 杨 图 , 则 当 N = 26+1 时 , 有 
[s] x [A1,0, -+ -,0] = [8(à1,0, ---,0)] @® [s(à1 — 1,0,.…,0)] , 


(9.113) 
[s] x Bn] = B0] e 0D] S- e[s), ms<t 


9.5 SO(N) 群 的 旋 量 表示 - 399. 


4 N = 2 PF, # 
[+s] x [A1,0,…,0] = [+s(A1,0, -- -,0)] ® [Fs(à — 1,0, ---,0)] , 
[=s] x [17] = [+8(1”)] @ [Fs(1"71)] @eF#s(1°2)]@-.., n<£, 


[+s] x [(8)1#] = +s(19)) @[-s%-2)] e +s(18-9)@--- , 
[=s] x [(A)1#] = [-M-s(19] @ [+s-2))@[-s 1-4] @.… , 
[s] x [4)19 = [-s-1)] @ [+s(18-3)] @e[-s(18-5)] @ 

[=s] x [(5)19 = [+s] @ [M-s(1-3)) @ +s(16-5)] ©- 


最 后 强调 一 下 , 高 阶 旋 量 表示 的 杨 图 行 数 不 能 大 于 N/2, 否则 是 零 空 间 ， 以 
N = 24+1 情况 的 高 阶 旋 基 表示 [s(1")] 为 例 来 说 明 . 因为 张 量 指标 反对 称 , 所 以 不 
存在 第 一 类 无 迹 条 件 . 在 取 第 二 类 无 迹 条 件 前 , 旋 张 量 空 间 维 数 为 dv) RN 个 数 
中 取 个 数 的 组 合 , 而 第 二 类 无 迹 条 件 个 数 为 d RN 个 数 中 取 n 一 1 个 数 的 组 
合 . 空间 维 数 必须 大 于 无 迹 条 件 个 数 , 即 n < N/2. 
六 、 高 阶 旋 量 表示 的 维 数 


可 以 根据 杨 图 , 用 钩 形 规则 来 计算 SON) 群 高 阶 旋 基 表示 [s(A)] 的 维 数 , 其 中 
杨 图 A 行 数 不 大 于 N/2. 在 这 规则 中 , 表示 维 数 表 为 一 个 分 数 , 分 子 和 分 母 分 别 为 
给 定 杨 图 [A 的 一 定 表 中 所 有 填 数 的 乘积 , 前 面 还 要 乘 上 不 可 约 基本 旋 地 表示 的 维 
数 


(9.114) 


yh 
deallSoO(CL+1 = di [S0(22 + 1)) 1 y" ， dy [SO(22+ 1)) = 
(9.115) 


dts(N[SO(20)] = disa [sO(20) 1 y dis [SO(24)] = 2 全: 


DRAKE -F4J6 646 3038489366 460938 X. 杨 图 [A] E (i, j) 是 
一 条 钓 形 通道 , 由 杨 图 [X] 第 i 行 最 右面 格子 处 进入 杨 图 , 向 左 走 到 第 i 行 第 j 列 处 
向 下 转弯 , 在 第 j 列 最 下 面 格子 处 离开 杨 图 . 而 逆 钧 形 路 径 (i, J) 与 钩 形 路 径 (i, j) 
形状 相同 , 只 是 走向 相反 . 两 条 钧 形 路 径 在 杨 图 中 经 过 的 格子 数 就 是 第 i 行 第 ; 列 
格子 的 钧 形 数 hij. 分母 的 表 YP! 是 在 杨 图 D] 各 格 填 以 该 格 的 构 形 数 hij, 分 母 
是 表 中 所 填 数 的 乘积 . 对 杨 图 [X], 按 下 面 规则 相继 定义 一 系列 的 表 YO, 分 子 的 表 
YA 是 在 杨 图 A 各 格 填 以 上 述 系列 中 各 表 YN 对 应 格子 填 数 之 和 , 分 子 是 表 了 
中 所 填 数 的 乘积 . 

RYE! 由 下 面 规则 定义 : 

(D # y 是 在 杨 图 [N| 各 格 填 以 N — 1 和 容 度 ms = j 一 i 之 和 , 即 第 i 行 第 
了 列 格子 填 以 N -1 二 了 一 站 
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(2) # AGO] = [A]. 由 AO) 开始 , 相继 定义 一 系列 [Me)], 其 中 [XG] 是 由 [A6] 
移 去 第 一 行 和 第 一 列 得 到 . 这 过 程 直 进行 到 AC] 的 行 数 少 于 2 为 目 . 

(3) 如 果 [XG] 行 数 大 于 1, 按 下 法 定义 表 YOI. 在 杨 图 内 前 a 一 1 行 和 前 a 一 1 
列 都 填 以 零 , 余下 部 分 构成 杨 图 [xG]. 设 杨 图 AO) 含 > 行 , 在 杨 图 A) 中 的 构 形 
路 径 (1, 1) 前 + 一 1 格 , 逐 格 填 以 AÓ, AS. ..., A), 在 杨 图 AO] 每 个 道 构 形 路 径 
G, ,2 < i < r, W X°) 格 填 以 -1. 如 果 几 个 —1 填 在 同一 格 , 则 填 数 相 加 . 其 余 格 


TRAF. 在 杨 图 [X] 中 填 数 之 和 为 零 
下 面 举 些 例子 来 说 明 维 数 公式 (9.115) 的 用 法 . 
例 1 ”SO(8) 群 的 表示 [+s(3,3,3)] 的 维 数 


7|819 [3 [3 


| 7 |11 | 12 
yg» -| 7|8|+[-1| -1 +| | |2 |=|5|6110 
5|6|7| [-2[-1|-1 EWETWEEJSERIE 


a 


7|11|12 
dtsaaal(SO(B) = 4 dialSO(8))| 5 | 6 [10]? + 


3415 


Njo 
-Iv|lw 
一 


= 25 x 11 x 7 x 52 = 15400 
例 2 SO(N) 群 一 行 杨 图 [s(n)] 对 应 旋 基 表示 的 维 数 


N-1|N|--|N+n-2] 
distn (SO(N)) = di (SO(N)) 
n|n-1|- [1 (9.116) 
= dia(SO(N)) ( et ) 
例 3 SO(N) 群 一 列 杨 图 [s(1")] 对 应 旋 量 表示 的 维 数 
N-1 1 N 
N-2 1 N-1 
yọ" = z" E a |= : 
J 
N-n+1 1 N-n+2 
N-n -n+1 N-2n+1 
diea (SO(N)) = dig(SO(N)) (NY —2n + D (9.17) 


mnICN —n+1) 
在 例 2 和 例 3 中 , 当 N 为 偶数 时 , s 理解 为 +s. 


9.6 SO(4) RAMCE -401 


9.6 SO(4) 8616263 


洛 伦 效 群 是 物理 学 中 一 个 十 分 重要 的 对 称 变换 群 , 它 是 一 个 非 紧 致 李 群 . SO(4) 
群 是 紧 致 李 群 , 而 且 与 洛 伦 效 群 很 “接近 ”, 它们 只 是 在 参数 的 实数 性 条 件 上 有 所 不 
同 . 本 节 介 绍 的 , 通过 SO(4) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 , 计算 洛 伦 兹 群 的 不 等 价 不 可 
约 表示 的 方法 , 对 研究 非 紧 致 李 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 有 普遍 意义 , 因而 这 方法 在 
数学 中 也 很 重要 . 


一 、SO(4) 群 不 可 约 表 示 及 其 生成 元 


从 邓 金 图 可 以 看 到 , 作为 李 代数 有 D> = Al @ Al, 它 反 映 了 SO(4) 群 与 两 个 
SU(2) 群 直 乘 有 同 态 关系 . 本 小 节 先 适当 组 合 SO(4) 群 自身 表示 生成 元 , 得 出 SO(4) 
群 与 两 个 SU(2) 群 直 乘 生成 元 的 联系 , 并 进一步 把 SO(4) 群 的 群 元 素 明显 表 为 两 个 
SU(2) 群 元 素 的 直 乘 , 具体 确定 它们 间 的 一 比 二 同 态 关系 . 根据 这 对 应 关系 , 可 以 选 
用 相应 的 参数 , 利用 SU(2) 群 的 不 可 约 表示 解析 形式 , RH SO(4) 群 的 不 等 价 不 可 
约 表示 解析 形式 . 

式 (7.93) 给 出 了 SO(4) 群 自身 表示 的 六 个 生成 元 Ta. 作 适 当 组 合 , 例如 

0 0 二 i 
D Do Qy O 

i 

0 


1 
T® = 3 (Tz + Ta) = (9.118) 


1 
2j 0 0 0 
+i 0 0 
及 其 1, 2, 3 循环 . 上 式 可 表 成 二 维 矩 阵 的 直 乘 形式 
L 一 1 1 
TP = 372 x ch， P = 本 oa x Gs, T£ = 212 xoz, 
= = a, -1 R 1 
TË) = > x ox Ti) = 702 x le, TÍ) = josxo 


它们 分 成 两 组 生成 元 , 分 别 满足 SU(2) 群生 成 元 的 对 易 关 系 
3 
p9, T£] =i eaT®, fm TO] =0 (9.119) 
c=1 


作 相 似 变换 N 后 , 这 分 解 可 看 得 更 清楚 
Nr-ITI+)N = (oa/2) x 12, NTIN = 12x(oa/2) ， 


0 
-i o 0 -i 
4 Š (9.120) 
1 
í 
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请 注意 式 (9.22) 是 式 (9.120) 的 推广 . 由 此 , SO(4) 群 任意 元 素 R 可 表 为 


R = exp (- > ara) 
so 
= exp1-i 和 (ar +T) 0121) 
= {wa TO} ep {wa Te) 
N {uA w) x (AO w)} N= 
其 中 

oÍ) = was E ona = wn, 3 1⁄2 

WP = wa + was = wt) nd), wlt) = 位 (ay) (9.122) 

wb = wl2 士 ws4 = w(t)ndt), 


这 样 , R 矩 阵 明 显 地 表达 成 两 个 二 维 么 模 么 正和 矩阵 4 的 乘积 . 两 个 矩阵 同时 改变 
符号 , R 矩阵 保持 不 变 . 因此 , zÇ (9.121) 给 出 SO(4) 群 元 素 和 两 个 SU(2) 群 直 乘 元 
素 的 一 二 对 应 关系 , 而 且 这 种 对 应 关系 对 群 元 素 乘积 保持 不 变 , 故 有 

SO(4) ~ SU(2) @ SU(2)” (9.123) 


可 以 就 选 这 两 个 SU(2) 群 的 参数 作为 SO(4) 群 的 群 参 数 . 为 了 在 测度 不 为 零 的 区 
域内 , 使 群 空间 的 参数 与 群 元 素 有 一 一 对 应 的 关系 , 在 确定 SO(4) 群 的 群 空间 时 , 可 
把 一 个 SU(2)' 群 的 群 空间 缩小 一 半 , 即 规定 SO(4) 群 群 参数 的 变化 区 域 如 下 
OSW g 2n, 0<w <=, 
(9.124) 
0< gt) < x, -n <ç) < x 
其 中 , 0G5) 和 oC) 是 AC) 方向 的 极 角 和 方位 角 . 由 于 一 个 SU(2)' 群 的 群 空间 缩小 
了 一 半 , 就 类 似 于 SO(3) 群 的 群 空间 , 在 群 空间 的 边界 上 直径 两 端的 点 对 应 同一 个 
群 元 素 , 这 决定 了 SO(4) 群 的 群 空间 是 双 连 通 的 . 双 连 通 性 反映 了 RR 矩阵 在 两 个 
矩阵 同时 改 号 时 保持 不 变 
RAH oC); fT), w) = RAP, (27 — w(t)); AO), (27 = w(-))) 
RAP, wH; AO), n)= RAP, (27 一 w+H)); 一 郊 (一 )， z) 
(9.125) 
SO(4) 群 的 覆盖 群 是 SU(2)@SU(2)' 群 . 选择 这 组 参数 后 , SO(4) 群 群 上 积分 的 
密度 函数 为 
dR = 7 sin? (w) /2) sin? (oC) /2) sin0® sing i 
x dw(t)dw(-)do(t) do dy dy) 


9.6 SO(4) 群 和 洛 伦 效 群 405; 


SO(4) 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 都 可 表 成 两 个 SU(2) 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 直 
3, 记 作 Di* 

Dšk(SO(4)) = Di(SU(2)) x D*(SU(2)’) , 

Dik (AE A, w) = pi (a,u) x D (awo) (9.127) 


Di* 是 (2j + 1)(2k + 1) 维 的 , 它 的 行 ( 列 ) 指标 用 两 个 字母 (u) 共同 标记 , 它 的 生 
成 元 It 可 由 SU(2) 群 相应 表示 生成 元 五 表 出 


kG) =l 10 


X 12k+1， =ls+ x IË, 


3 3 
I = YU sas (C +O) = Y eave (Bx sy + la x I) , (9.128) 
c=1 c=1 
a 
I = RG) iO = Jj x lary — lar1 X IË 


DI 表示 的 直 乘 分 解 , 可 以 借用 SU(2) 群 表示 的 性 质 来 计算 , 例如 


(Chi)! (Dio(R) x Di: (R)) (Cš3:) = E D®(R), 


J=l|ji —jal| 
kitka 
(Cai) (Di (R) x D™:(R)) (C) = BD DK(R), (9.129) 
K=ļkı—ka} 
jitja ki+k2 


Dik(R) x Dhaba (R) = 个 D DR) 
J=|ji—jal K=J|ki—k2| 


事实 上 , 12*(*) 与 谢 瓦 莱 基 有 直接 的 联系 
H = 9, Ha = 2, 


E =O pO, Ea= PEG) + EG asa 
因而 Di* 表示 对 应 的 最 高 权 为 M = (2k,2j), 相应 的 杨 图 标记 为 
当 了 = k, Dii = |2j,0] 
当 了 -大 是 正 整数 ， Di* = [(S)( + k), G — k)] 是 自 对 偶 表 示 
34 k — j 是正 整数 ， DIK = [(A)( + k), (k — j) 是 反 自 对 偶 表 示 
34 j—-k- 1/2 是 正 整数 ， Di* ~ [+s(j +k —1/2, j — k — 1/2)] 
当 k 一 j 一 1/2 是 正 整数 ， Dik 之 [-s(j +k —1/2, k — j — 1/2)] 
(9.131) 
采用 式 (9.66) 的 ya 和 矩阵 形式 , 可 以 计算 SO(4) 群 的 基本 旋 基 表示 生成 元 
S23 = (02 x 02) /2, Sia = — (01 x 01) /2 
Sa =- (o1 xX 02) /2, — S> = — (02 x 01) /2 (9.132) 


S12 = (03 x 1) /2, S34 = (1 x os) /2 
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经 过 类 似 式 (9.118) 的 组 合 后 , 它们 化 成 两 组 互相 对 易 的 生成 元 , 分 别 满足 SU(2) 群 
生成 元 的 对 易 关 系 . 再 经 过 相似 变换 X 


1 0 0-0 
x= 0 0 1 0 
-p w- i 
0 -1 0 0 


可 把 SE 分 别 化 成 基本 旋 量 表示 D 和 D3 的 生成 元 


1 0 0 0 
SÈ = P; x ca /2, P, = ; P= 9.133. 
a + X aa/ + È s) l. H ( ) 


即 基 本 旋 量 表示 是 DI? @ D°). SO(4) 群 的 恒 等 表示 是 D”, 自身 表示 等 价 于 D3 3. 
=. O(4) 群 不 可 约 单 值 表示 

现在 讨论 0(4) 群 的 不 可 约 单 值 表示 .正如 9.2 节 所 讨论 的 那样 , 关键 要 在 
SO(4) 群 的 陪 集 里 找 一 个 代表 元 素 , 确定 它 的 表示 矩阵 . 全 反 演 变换 p = -1 不 能 作 
为 陪 集 的 代表 元 素 , 因为 它 的 行列 式 是 1. 通常 选 7 作为 陪 集 的 代表 元 素 , 它 是 对 角 
HRE, 仅 第 四 个 对 角 元 为 -1, 其 余 为 1. 生成 元 在 7 变换 下 的 变换 规则 是 由 群 元 素 
乘积 规则 计算 出 来 的 , 因而 对 所 有 表示 都 一 样 . 可 在 自身 表示 中 计算 这 规则 


7TTas7 = Tab, 7Ta4r = Ta, 


9.134 
et We 
其 中 
$. ss 2 
(ze) -> (z) (9.135) 
azi 


把 0(4) 变换 的 标量 函数 变换 算 符 记 作 PR, 它 的 生成 元 记 作 Las 或 其 组 合 LE, 
类 似 式 (9.135) 可 得 (LG). 设 gj 在 SO(4) 变换 中 按 Dit 表示 变换 


Prj = $O ÚP, DE, a (R) 
x= 


F R O E (9.136) 
s > ik DI, (ñC). oC) DE, (A ) wl )) 
其 中 , j + k 是 整数 , 则 vi 是 LO 和 (LO)? 的 共同 本 征 函 数 
(+) eE: (=) pjk 一 ji 
Ls Vas = uji, Ls Vas =v it, as 


(LG) wis = jG 10k. (LO)? wis = k(k + 1) Bit 
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经 7 变换 , P. 芭 仍 是 上 述 四 算 符 的 共同 本 征 函 数 , 只 是 本 征 值 和 vv 交换, j(G+1) 
和 k(k 十 1) 交换 , 因而 有 


P, Wit = 8i, PB = Bit, 
LPa = vabi, LPS = ubi, 


(LG) BH, = kfk +1), (L)? S, = jG 十 也 更 好 


vu» 


其 中 用 到 P? = Pe = 1. Bi 在 SO(4) 变换 中 按 表 示 D 变换 . 可 见 当 j Z k 时， 
SO(4) 群 的 两 个 分 属 表示 DI 和 DY 的 表示 空间 对 0(4) 群 不 再 是 不 变 的 , 它们 直 
和 起 来 才 对 0(4) 群 保持 不 变 , 从 而 由 SO(4) 群 两 个 不 可 约 表示 DIE 和 DY, 诱导 
出 0(4) 群 一 个 不 可 约 表示 Aik. KERR A 的 行 (P|) 指标 , 除了 用 uu 标记 外 ， 
还 需要 引入 指标 a = + 以 区 分 两 个 不 同 的 表示 空间 


AE v (R) = DE, (B, A (= DB yw (R), 

AB. -(R)= AB. (R)=0, 4 区 opve(r) = da)pbum Svv 
其 中 , R eSO(4). Aik (r) 改变 一 个 负 号 , 对 应 等 价 表示 . 4 j = k Bf, 情况 比较 特殊 ， 
有 


(9.138) 


pE ~ wji tD, Proli = tyit 
可 见 0 分 别 构成 的 空间 都 对 O(4) 群 保持 不 变 , 即 由 SO(4) 群 一 个 不 可 约 么 正 
表示 DI 诱导 出 0(4) 群 两 个 不 等 价 的 不 可 约 么 正 表示 AE 
A+(R) = Dš(R), Ai, (r) = 二 bobo (9.139) 
其 中 , R e SO(4). 
=. 洛 伦 兹 群 的 性 质 


四 维 时 空 两 个 惯性 系 间 的 坐标 变换 称 为 洛 伦 兹 变换 . 对 洛 伦 兹 变换 , 物理 中 通 
常 取 坐标 系 变换 的 观点 , 但 为 了 本 书 前 后 统一 起 见 , 我 们 仍 采用 系统 变换 的 观点 , 两 
者 互 差 道 变换 ， 物 理 中 对 四 维 时 空 有 两 种 常用 的 坐标 及 其 度 规 ， 一 种 是 取 虚 坐标 
24 = ict 和 欧 几 里 得 度 规 (单位 矩阵 ), 其 中 t 是 时 间 , c 是 光速, 而 洛 伦 兹 变换 矩阵 
A 是 四 维 正 交 和 矩阵 

ATA=AAT=1 (9.140) 

A 矩阵 元 素 满足 如 下 实数 性 条 件 
Aab 和 Aaa ERR, Aas 和 Asa 是 虚数 ， a 和 b=1,2,3 (9.141) 


这 实数 性 条 件 在 4 矩阵 乘积 中 保持 不 变 . 所 有 这 样 的 正 交 矩阵 4 的 集合 , 按 和 矩阵 
乘积 规则 , 满足 群 的 四 个 条 件 , 构成 群 , 称 为 齐 次 洛 伦 兹 群 , 记 作 Lx. 另 一 种 是 取 实 
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坐标 和 闵可夫 斯 基 度 规 n, zo = ct, 行 (A) 指标 按 0, 1, 2, 3 排列 , 洛 伦 兹 变换 矩阵 
A EKHE RE 


ATņnA=n, n= diag{1, —1,—1,—1} (9.142) 


Br 2 FE BJ BOE 368 A 的 集合 , 按 矩 阵 乘积 规则 ,满足 群 的 四 个 条 件 , 构成 群 
O(8,1), 它 当然 与 La 群 同 构 , 因为 两 类 洛 伦 兹 变换 矩阵 可 通过 相似 变换 M 相 联系 


0 0 0 -i 0 t00 
M'AM = 4， M= D SOSO 0 p ME 00.3 0 (9.143) 
010 0 0001 
001 0 i 000 
一 个 典型 的 例子 是 沿 第 三 轴 方 向 相对 速度 为 BY p 2271 
0 0 0 coshw 0 0 sinhw 
iS 0 1 0 0 ey 0 1 0 0 
0 0 coshw -isinhw 0 0 1 0 
0 0 isinhw coshw sinhw 0 0 coshw 
M'AM = A, v = ctanhw (9.144) 
coshw = (1 — vey, sinhw = (v/c) (1 -v/e ` 
本 节 采 取 虚 坐标 z4 = ict 和 欧 几 里 得 度 规 . 
由 正 交 条 件 (9.140) 得 两 个 不 连续 条 件 
3 
detA=+1l, Ak=1+ le?>1 (9.145) 
它们 把 La 群 的 群 空间 分 成 不 相连 接 的 四 片 , 包含 恒 元 的 那 片 满足 
de A=1, 44>1 (9.146) 


满足 此 条 件 的 元 素 集合 构成 简单 李 群 , AA (proper) 洛 伦 兹 群 , 记 作 Lp. 由 于 
Aa 的 绝对 值 没有 上 限 , L, 群 的 群 空间 是 欧 氏 空间 的 一 个 开 区 域 , Ln 群 是 非 紧 致 李 
群 . 在 Lp 群 的 三 个 陪 集 中 各 选 一 个 对 角 甜 阵 作为 代表 元 素 , 即 空间 反 演 变换 o, 时 
间 反 演变 换 + 和 全 反 演 变换 p 


o=diag(-1, —1, -1, 1) , 
T=diag(l, 1, 1, —1) , (9.147) 
p= diag (1, —1, —1, -1) 
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这 三 个 元 素 , MEWT, 构成 四 阶 反 演 群 Va. 齐 次 洛 伦 兹 群 的 四 个 连续 片 分 别 用 表 
9.4 中 给 出 的 符号 标记 , 其 中 箭头 代表 时 间 轴 取向 , 即 444 的 符号 , 下 标 描写 行列 式 
的 符号 . Lp 和 Li 合 在 一 起 , 构成 正 时 洛 伦 兹 群 , 也 称 完全 (full) 洛 伦 兹 群 , 记 作 Ly. 


表 9.4 ”固有 洛 伦 兹 群 及 其 陪 集 


名 K det 4 444 代表 元 来 

LI =L, n 21 E 
LT >1 o 
LL -1 <—-1 r 
Lt 1 <-1 [A 


四 、 固 有 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表 示 
讨论 L, 群 自身 表示 的 生成 元 . 设 4 是 无 穷 小 元 素 


4=1-iaX， AT=1-ioXT, 
1=ATA=1-ia(X+XT), XT=-X, 
1= det A = 1 — iaTrX, TX =0 


因此 X 是 无 迹 反 对 称 矩 阵 , 可 以 按照 SO(4) 群 自身 表示 生成 元 展开 


3 3 
Ana 1-i》 wabTab —iD ,> WaaTa4 
a=1 


“s (9.148) 
=1-iy (ez +w TO) 
a=1 
由 于 实数 性 条 件 式 (9.141) 
外 = ustuna wP watua, wf? = wi tw , 
A (9.149) 
wab 是 实数 ， wa 是 虚数 ， Qa = (a ) 


如 果 允 许 采 用 虚 参 数 , 则 除了 参数 的 实数 性 条 件 不 一 样 外 , SO(4) 群 和 L, 群 自身 表 
示 生 成 元 相同 , 结构 常数 相同 , 两 群 在 对 应 不 可 约 表示 中 的 生成 元 也 相同 . 这 就 是 
说 , 两 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 是 一 一 对 应 的 . L, 群 的 有 限 维 不 等 价 不 可 约 表示 都 可 
KA DF (Lp), 生成 元 为 


3 
成 =》 ca (me + PO}, TE = O PO ， 350 


1 
Ð = I x laks IO = laj x IE 
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其 中 , a, b 和 c 都 取 1~3, 及 和 下 是 SU(2) 群 相应 表示 的 生成 元 . 由 此 , 表示 的 维 
数 , 表示 的 单 值 性 和 表示 直 乘 的 约 化 公式 , 对 SO(4) 群 和 L, 群 都 一 样 . 但 因 参 数 实 
数 性 条 件 不 同 , 两 群 的 整体 性 质 很 不 一 样 , Lp 群 有 限 维 不 可 约 表 示 DI, 除了 恒 等 
表示 外 , 都 不 是 么 正 表示 . Lp 群 可 以 有 无 限 维 么 正 表示 , 本 书 不 做 讨论 . 

洛 伦 效 群 是 物理 学 中 常用 的 对 称 变换 群 , 在 实际 计算 中 经 常 还 需要 写 出 群 元 素 
表示 矩阵 的 解析 形式 . 这 时 , 上 面 选用 的 参数 o 就 不 很 方便 . 需要 选用 类 似 欧 拉 角 
的 参数 , 把 任意 固有 洛 伦 兹 变换 表 成 六 个 变换 的 乘积 , 其 中 尽 可 能 多 地 用 转动 变换 ， 
但 至 少 有 一 个 是 惯性 系 的 变换 . 这 六 个 参数 的 确定 方法 如 下 . 

与 To 相 联系 的 变换 显然 是 转动 变换 ,属于 子 群 SO(3). 现在 的 变换 矩阵 要 写 
成 四 维和 矩阵 , 例如 绕 z 轴 的 转动 表 为 


cosp 一 sinw 


R(és,y) = (9.151) 


0 0 


0 
sine cosy 0 
1 
0 0 0 


~ooo 


与 Ta4 相 联系 的 变换 , 参数 是 虚数 was 参数 wa4 = iw 时 元 素 的 变换 矩阵 A, iw) = 
exp {一 i(iw)T34} 正 是 式 (9.144) 给 出 的 矩阵 A. 甜 阵 指数 函数 展开 的 方法 见 第 四 章 
式 (4.10). 这 变换 矩阵 与 物理 教科 书 中 给 出 的 洛 伦 效 变 换 逢 阵 差 逆 变换 , 原因 是 我 
们 采用 系统 变换 的 观点 , 物理 教科 书 中 常 采用 坐标 系 变换 的 观点 . 

对 于 任意 给 定 的 固有 洛 伦 兹 变换 A, det A = 1, Au > 1. 令 Au = coshw, 定 出 
w f. JA Aaa 中 提出 因子 -isinhw, 余下 的 部 分 看 作 三 维 空间 单位 矢 基 AlO, p) 


A44 = coshw, iAi4/ sinhw = sin cos , 
44 w, 14/ w=sin p (9.152) 
iAz4/sinhw =singsinp， iAs4/sinhw = cos 
由 此 定 出 9 和 yi. 令 
A(wp,0,w,0,0,0) = R(és, p)R(é2,0)A(es,iw) (9.153) 
有 
0 Aa 
Alp0,0,0,00) | ° | = | 人 
0 Aza 
1 As 


则 AC, 0, w, 0,0,0) -1A 是 个 纯粹 的 转动 R(a, 6,7), 由 此 可 确定 三 个 参数 8,7. 把 
这 六 个 参数 标 在 元 素 4 上 , 得 


A = A(p, 9, w, æ, B, Y) = R(e,0,0)A(ës,iu)R(e, B, Y) (9.154) 
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这 六 个 参数 的 取 值 范围 是 
< <0< << 
0 < < œ, 0<0< na, 0<0< n, (9.155) 
-m<e<x, -nagn, —n<y<x 


这 分 解 的 几何 意义 是 十 分 清楚 的 . 设 K 是 惯性 参照 系 , K 是 固定 在 系统 上 的 坐标 
系 , 4 把 K' 系 由 与 K 系 重合 的 位 置 变换 到 现在 位 置 , 则 4 是 K' 系 相对 K 系 的 
MERER. 设 K' 系 相对 K RH 多 方向 以 速度 o 运动 . 4 的 分 解 式 (9.154) RH, 
R(e,0,0) 把 K 系 的 zs 轴 转 到 ñ Jr iB], R(0,8,y)”! 把 K' 系 的 z; 轴 转 到 ñ 方向 ， 
这 样 两 个 新 的 惯性 系 的 第 三 轴 互 相 平行 , 都 沿 ñ 方向 , RE a) 使 上 述 两 系 的 第 一 
轴 和 第 二 轴 也 分 别 互 相 平行 , 最后, 洛 伦 兹 变换 AlE, iw) 把 这 两 个 惯性 系 联系 起 来 . 

根据 式 (9.149) 和 (9.150) 可 以 具体 写 出 洛 伦 兹 变换 A(y,9,w,a, PB,7Y) 在 表示 
Dšk (Ly) 中 的 表示 和 矩阵 . 对 转动 变换 Ria, 6,7) 和 沿 rs 方向 的 洛 伦 兹 变换 AE, iw) 
有 

Dik(e,8,y) = DI (a, 8,7) x D* (a, 8,7), 


N (9.156) 

Dik (ëz, iw) = exp(w13) x exp(—wI$) 

其 中 , I 和 15 ERMEE. 合 起 来 , 写成 矩阵 元 素 形式 为 
DË (pO wm by) = Y eedi (0)dk, (əe(e-7)e E 


PT 
x erierr)adz , (B)dk (Bei +w)7 


五 、 固有 洛 伦 兹 群 的 覆盖 群 


在 讨论 SO(4) 群 的 覆盖 群 时 , 先 通过 相似 变换 把 群 元 素 对 角 化 , 然后 把 它 变 成 
对 角 和 矩阵 的 指数 函数 , 再 在 指数 上 做 逆 相 似 变换 ,从 而 把 群 元 素 表 成 矩阵 的 指数 函 
数 形式 , 指数 属 SO(4) 群 的 实 李 代数 . 根据 生成 元 可 分 解 成 互相 对 易 的 两 组 , 证 明 
了 SO(4) 群 与 SU(2)@SU(2)' 群 同 态 . 虽然 L, 群 的 元 素 不 一 定 可 以 通过 相似 变换 
对 角 化 , 但 可 以 利用 Lp 群 和 SO(4) 群 对 应 表示 生成 元 相同 的 性 质 , 找 出 Lp WEN 
盖 群 , 并 把 群 元 素 表 为 矩阵 的 指数 函数 形式 , 且 指数 属 Lp 群 的 实 李 代数 . 数学 上 说 ， 
如 果 李 群 的 每 一 元 素 都 属于 一 个 单 参数 子 李 群 , 则 称 该 李 群 存在 指数 映照 . 按照 李 
氏 第 一 定理 , 在 这 李 群 的 线性 表示 里 , 群 元 素 的 表示 和 矩阵 都 可 表 为 矩阵 的 指数 函数 
形式 , 且 指 数 乘 i 后 是 生成 元 的 实 线性 组 合 . 反 过 来 说 , 对 矩阵 李 群 , 如 果 它 的 每 一 
群 元 素 都 可 表 为 矩阵 的 指数 函数 形式 , 且 指 数 属 对 应 实 李 代数 , 则 此 李 群 存在 指数 
映照 . 数学 上 证 明 , 紧 致 李 群 都 存在 指数 映照 , 但 非 紧 致 李 群 不 一 定 存在 指数 映照 . 
附录 39 中 给 出 若干 非 紧 致 李 群 不 存在 指数 映照 的 例子 . L, REFERRER, H 
在 指数 映照 . 
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SO(4) 群 的 自身 表示 可 以 通过 相似 变换 N 化 为 表示 D3 R (9.120)]. 这 关 
系 同样 适合 于 L, 群 . 根据 式 (9.154) 和 (9.156), 有 


A = A(e,0,o,o,B,y) 
= N (u(e,0,0) x u(p,0,0)} (exp (wos/2) x exp (~wos/2)} 

x (u(e,8,y) x u(e,B,y)) N 1 (9.158) 
= N {M x (02M*02)} N`} , 


M = u(p,0,0)exp (w03/2) u(a, 8,7) € SL(2, C) 


其 中 , D(a, 8,7) = ula, B, y) 就 是 SU(2) 群 元 素 . BR, M 的 行列 式 为 1, 它 属于 
二 维 么 模 复 矩阵 群 SL(2, C). = (9.158) 给 出 Lp 群 元 素 A 和 SL(2, C) 群 元 素 M 间 
的 一 个 对 应 关系 . 设 有 SL(2, C) 群 的 两 个 不 同 元 素 M 和 M', 通过 式 (9.158) 对 应 
Lp 群 同一 个 元 素 A, 则 


1=N-1(AA) N= MM x os (MM™!) o2 


即 MM- 必须 是 常数 矩阵 cl, 取 行 列 式 得 c = 1. 因为 Lp 群 和 SL(2, C) 群 的 阶 
数 都 是 6, 所 以 这 种 对 应 关系 不 会 在 Lp 群 和 SL(2, C) 群 的 一 个 子 李 群 间 实 现 . 式 
(9.158) 给 出 Lp 群 元 素 A 和 SL(2, C) 群 元 素 +M 间 的 一 个 1 ; 2 对 应 关系 , 这 对 应 
关系 显然 对 群 元 素 乘积 保持 不 变 , 因而 L, 群 和 SL(2, C) 群 同 态 , SL(2, C) 群 是 L, 
群 的 覆盖 群 , 它们 都 是 单纯 李 群 . 

现在 利用 这 种 同 态 关系 , 把 Lp 群 元 素 表 为 矩阵 的 指数 函数 形式 . 若 M 的 两 个 
本 征 值 不 相等 , 则 它 可 通过 么 模 相似 变换 Y 对 角 化 . 由 于 M 的 行列 式 为 1, 对 角 元 


互 为 倒数 
E eir 0 i N F v Wy 
Y-1AMY = ( ae ) -ee 人 i )} (9.159) 


车 M 的 两 个 本 征 值 相等 , 都 是 1, 则 可 通过 么 模 相 似 变换 Y 化 为 阶梯 矩阵 


Z 1 -2 0 -2 
y 'uy=[, i )-=Í(; Ú )} (9.160) 


车 M 的 两 个 本 征 值 都 为 -1, 则 由 于 +M 和 4 的 二 一 对 应 关系 , 可 取 -M 来 讨论 . 
式 (9.159) 中 出 现 的 r 一般 是 复数 , 可 选 r 的 虚 部 为 正 . 式 (9.160) 中 的 参数 2 也 可 
取 其 他 非 零 复数 , 参数 2 改 为 零 时 对 应 M = +1. 因此 略 去 可 能 的 负 号 后 ，M 一 般 
地 可 表 为 exp (—iB) 形式 , B 是 无 迹 复 矩 阵 , 可 按 泡 利 矩 阵 展开 , 展开 系数 是 复数 


M =exp (- 远 š 3/2) (9.161) 
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代入 式 (9.158), Lp 群 的 任意 元 素 可 表 为 


A=N {ep (- 远 3/2) x exp (=i s z/2)} N- 
= exp (- 远 . Te) exp (i : Tc) 


3 

= [5 (nT + am) (9.162) 

a=1 
3 

= exp >> WabTab 一 i> wasta) 

a<b a=1 
其 中 
rS 1 
oo = > Cabe (e+ NE), was = š (Na — M) (9.163) 


这 样 , 把 任意 洛 伦 效 变换 4 表 成 矩阵 的 指数 函数 形式 , 参数 wob 是 实数 , wo4 是 虚 
数 , 因而 指数 部 分 属 L, 群 的 实 李 代数 . 当 参 数 很 小 时 , 式 (9.163) 回 到 式 (9.148). 这 
组 参数 相当 SO(3) 群 中 的 参数 G, 主要 供 理论 研究 用 , 实际 计算 则 不 太 方便 . 选用 
这 组 参数 时 , A 在 表示 DI 中 的 表示 矩阵 是 


3 
Dšk(A) = > wabIik -i0 rH 
at ai (9.164) 


3 
= wf an} x =Í: at) 
a=1 a=1 


本 小 节 提供 的 方法 原则 上 解决 了 两 组 参数 之 间 的 换算 , 即 根据 参数 (p, 0, w, a, p, 
7), 由 式 (9.158) 定 出 M WERE, 再 由 式 (9.161) 和 (9.163) 计算 参数 was 和 oa. 反之 ， 
根据 参数 was 和 oaa, 由 式 (9.162) 计算 A 矩阵 , 从 而 定 出 参数 (p,g,w,oa,B,7). 当 
然 实际 计算 是 很 繁 的 . 


六 、 固有 洛 伦 兹 群 的 类 


在 互相 共 思 c 的 元 素 中 选 一 个 代表 元 素 , 用 它 的 参数 描写 李 群 的 类 . 对 矩阵 群 , 党 
把 群 元 素 对 角 化 , 用 对 角 元 素来 描写 类 . L, 群 的 群 元 素 是 正 交 和 矩阵, 当 四 个 本 征 值 
都 为 1 时 , 除了 恒 元 都 不 能 通过 相似 变换 对 角 化 . 但 由 于 L, 群 和 SLO, C) REIS, 
可 以 通过 SL(2, C) 群 的 类 来 研究 Lp 群 的 类 . 

当 SL(2, C) 群 的 任意 元 素 M 的 两 个 本 征 值 不 相等 时 , 由 式 (9.159), M 386 
对 角 矩 阵 . 可 取 z 的 虚 部 为 正 ,7 增加 x 对 应 M 改 符号 . 用 7 描写 M 矩阵 所 属 的 
类 , 也 描写 Lp 群 的 类 . 通过 式 (9.161) 和 (9.163) 定 出 A 的 参数 N = 2r 和 


wn = o =rT+r*, wzy = i = T — T" (9.165) 
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Lo 群 的 类 中 元 素 都 共 轿 于 代表 元 素 4(p,0,w,0,0,0) 


cosp -sing 0 0 
i -n SPST 
nR siny cosy 0 š 0 (9.166) 
0 0 coshw —isinhu g<, 6 
0 0 isinhw coshw 


当 SL(2,C) 群 任意 元 素 M 的 两 个 本 征 值 相 等 时 , 它们 或 者 都 为 1, 或 者 都 为 
-1 # M EX AHERE, 则 M = +1, 在 SL(2, C) 群 构成 两 类 , 对 应 Lp 群 一 个 类 , 即 
恒 元 构成 的 类 . 若 M PERMER, 则 在 SL(2, C) 群 也 构成 两 类 , 代表 元 素 去 掉 正 
负 号 后 为 


ulr, zao Í vpra A ) ranpo- ( i FA, 


0 -2 : Š 
= exp Üy O = exp {—0: — io2) = exp -i J Coo/2 


(9.167) 


a=1 


参数 h = -2i h = 2, Q = 0， 两 个 类 对 应 L, 群 一 个 类 , 此 类 中 代表 元 素 为 
Al- n, n/4,w, n,3n /4,0), 其 中 coshw = 3 


1 0 2 2 
0 1 0 0 a 

A= SPE a = sesi, (9.168) 
-23 0 -2 3 


显然 4 是 一 个 固有 洛 伦 效 变 换 矩 阵 , WAKER 1, 但 只 有 两 个 线性 无 关 的 本 
征 矢 量 , 可 通过 相似 变换 2 化 成 约 当 标准 型 


0 0 2 -1 i MR A E 
1 0 O 0 d 

£= Z-1AZ = ° (9.169) 
0 -4 0 0 0 1 1 
0 —4 0 0 0 0 1 


七 、 齐 次 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表 示 


有 了 L, 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 , 再 确定 陪 集 代表 元 素 r 和 p 的 表示 甜 阵 , 就 
可 以 知道 Ls 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 , 另 一 代表 元 素 o 可 用 公式 o = rp 计算 . p 可 
与 Ln 群 任意 元 素 对 易 , 且 平方 等 于 恒 元 , 因而 它 在 不 可 约 表示 中 只 能 取 常 数 和 矩阵 ， 
在 单 值 表示 中 常数 为 +1. 7 的 性 质 已 在 式 (9.134) 给 出 . O(4) 群 单 值 表示 的 研究 方 
法 可 以 直接 搬 过 来 , 但 要 注意 Lp 群 的 群 空 间 分 成 四 个 不 连续 区 域 


9.6 SO(4) 群 和 洛 伦 效 群 413. 


引入 四 阶 反 演 群 Va 的 四 个 不 等 价 不 可 约 表示 
VAN) = VOl) = VO) = VO) =1, 
VA) = VO) = VO) = V® p) = -1 
当 j = k Bf, 由 Lp 群 的 不 可 约 表示 DH 可 诱导 出 LA 群 的 四 个 不 等 价 不 可 约 表示 
AX(A)= D(A), 4eLp， 
Ap (z) = VO (TS du， (9.171) 
hiN(p)=VO(p)1, 1<A<4 


(9.170) 


M jAk, {E j+ k EER, Ly 群 的 两 个 不 可 约 表示 表示 空间 的 直 和 才 对 Ln 群 保 
持 不 变 , 由 Lp 群 的 表示 Di o DY 诱导 出 L, 群 的 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 AIE 
Aitt(A)= DI (A) D*(A), AeLyp, Aitt(p)= +1 
nk (9.172) 
Ala plT) = 5-ajpbnubvw， a, B = +1 


其 中 , a 和 6 用 以 区 分 Di 和 DY 两 个 表示 空间 . 因 AE (r) 无 对 角 元 , 改变 它 的 
符号 对 应 等 价 表示 . 
对 半 奇 数 的 j + k, 我 们 只 讨论 狄 拉克 旋 量 表示 D(Ln). 仿照 SO(N) 群 基本 旋 
其 表示 的 讨论 方法 , 对 于 四 个 满足 反对 易 关 系 的 +, 矩阵 , 引入 
4 
Fy 一 > A, 
v=1 
这 里 为 区 别 起 见 , 指标 u 取 1~4, 而 指标 a 取 1~3. 由 于 洛 伦 兹 变换 矩阵 4 是 正 交 
和 矩阵 , T, 也 满足 反对 易 关 系 . 因此 由 y 矩阵 的 等 价 定理 知 , 存在 么 模 相似 变换 D(A) 
4 
D(A) y, D(A) = Aww, detD(4) =1 (9.173) 
v=1 


D(A) 的 集合 构成 Ln 群 的 多 值 表示 , 生成 元 为 
Tw = = (may — Ya) : (9.174) 
JIA BAERE C 
CC =- CtC=1, CT=-C, detC=1 (9.175) 


有 
CC= 一 到 
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对 L, 群 , 用 下 面条 件 选择 表示 甜 阵 D(A) 
C-1D(AC={D(4-)}, AeLp (9.176) 


得 到 Lp 群 的 双 值 的 基本 旋 基 表示 . 注意 , 式 (9.176) 的 右面 不 再 能 表 为 D(A). 对 
LA 群 , 通常 用 下 式 来 规定 群 空间 每 一 连续 片 一 个 代表 元 素 的 表示 矩阵 


S _ Au aiT 
C-1D(A)C = Aal {D4}, AL, (9.177) 
解 得 
D(c) = iya, D(r) = +s, D(p) = +ins (9.178) 


从 而 使 矩阵 集合 D(4) 与 L, 群 有 二 一 对 应 的 同 态 关 系 , 称 为 狄 拉 克 旋 基 表 示 . 3k 
拉克 旋 基 表示 是 LA 群 的 覆盖 群 . 对 L, 群 而 言 , 狄 拉克 旋 量 表示 约 化 为 两 个 二 维 不 
可 约 表示 , 作为 Lp 群 的 覆盖 群 , 它们 每 一 个 都 与 SL(2, C) 群 同 构 . 

狄 拉克 旋 基 表示 不 是 么 正 表 示 . FHARR EREHE REMER. 将 式 
(9.173) WI ES 


3 
D(A) 4 D(A YD) =F Aa — Aaa 
b=1 


3 
D(A)tzaD(A-1)t = -— Aww + Ay 
b=1 


为 把 上 式 写成 统一 的 形式 , 做 ?4 相似 变换 
{UDA ha} mu [UDA] = Aww 
v=l 


由 7 矩阵 的 等 价 定理 知 
maD(4)ina = eD(A)”' 


用 式 (9.178) 代入 , 不 难 确定 此 常数 
HDn = ss D(A)-! (9.179) 
1444| 


这 就 是 量子 场 论 中 , 用 旋 量 场 构造 洛 伦 兹 变换 的 不 变量 时 , 必须 插入 一 个 ya ERER 
原因 


Ty = piut (9.180) 
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习 E 


1. 计算 下 列 杨 图 标记 的 SO(6) 群 不 可 约 表 示 的 维 数 
D4 (2) [3,2, (3) 44, (481,1, (5) [3,3,1]. 
2. 将 下 列 SU(6) 群 不 可 约 表示 , 作为 SO(6) 群 的 分 导 表 示 , 按 SO(6) 群 不 可 约 表 示 分 解 ， 
并 通过 计算 分 解 式 两 边 表示 的 维 数 来 进行 检验 : (1) [4,2], (2) [3, 2]. 
3. 计算 下 列 SON) 群 不 可 约 张 量 表示 直 乘 分 解 的 克 莱 布 施 - KERN, 并 取 N = 7, 计算 
分 解 式 两 边 表 示 的 维 数 来 进行 检验 : 
(1 e2, (2) 280,1), (3) Ble [2,. 
4. 用 方块 权 图 方法 , 在 SO(5) 群 不 可 约 表示 [2, 2] 的 表示 空间 计算 正 交 归 一 的 基 , 并 把 基 按 
SO(5) 群 四 阶 无 迹 张 量 空间 的 正则 张 量 杨 表 展 开 - 
5. 分 别 对 SO(7) BERI SO(8) 群 计算 属 表示 [2, 0,… ,0] HIHA YR), 并 
把 结果 与 图 9.1 和 9.2 比较 . 
6. 计算 下 列 杨 图 标记 的 SO(6) 群 不 可 约 旋 量 表示 的 维 数 : 
(1) [+s(4,2)], (2) [+s(3,2)]， (3) [+s(4,4)]， (4) [+s(3,1, 1)], (5) [+s(3,3, 1)]. 
7. 结合 方块 权 图 方法 , HNE xa) HARER, 分 别 表 出 SO(7) 群 和 SO(8) 群 基本 
旋 量 的 各 正 交 归 一 的 状态 基 Xx(m), 并 指出 它们 的 权 m. 


8. 讨论 SO(4) 群 的 类 并 计算 它们 在 不 可 约 表示 Di* 中 的 特征 标 . 
9. 计算 下 面 固有 洛 伦 效 变换 A 的 六 个 参数 


1 0 0 0 
_| 0 Va/2 (coshw)/2 —i(sinhw)/2 
MP0 0 BN) = | oi Vakcoshw)/2 —iV3(snhu)/2 
0 0 isinhw coshw 


10. 设 


3 
X = -iztl+》 taða, M € SL(,C) 


azi 


3 
MXM’ = X' = -i41 +) taoa 
a 


(1) 计算 Tr X 和 det X, (2) 证 明 z, = 并 ,4uvzw, 其 中 A 为 固有 洛 伦 效 变 换 ，(3) 由 此 证 明 
Lp ~SL(2,C), (4) 当 A 为 R(ës,ç), R(ē2,0), 和 A(Zs, iw) Bf, 分 别 计算 对 应 的 M HERE, 
(5) 对 任意 固有 洛 伦 效 变 换 , 写 出 对 应 的 M 和 矩阵. 
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近年 来 辛 几何 和 辛 算法 在 物理 上 得 到 广泛 应 用 , 这 些 方法 都 与 辛 群 及 其 李 代数 
Ce 相 联 系 . 本 章 讨论 辛 群 和 C, 李 代数 的 性 质 , 用 杨 算 符 方法 研究 它们 的 线性 表示 . 


10.1 实 辛 群 和 西 辛 群 的 一 般 性 质 


7.4 节 已 经 介绍 过 实 辛 群 和 西 辛 群 的 一 般 性 质 , 现在 简单 地 复习 一 下 . 把 24 维 
空间 的 基 按 下 面 次 序 排列 


a=1,Ī, 2,3, -, 4g (10.1) 

引入 24 维 反 对 称 矩 阵 J 
J=lex(io) = -J =-J", det J=1 (10.2) 

所 有 满足 下 面条 件 的 24 维 实 硒 正 交 和 矩阵 R 的 集合 , 按照 矩阵 乘积 , 构成 实 辛 群 
Sp(2£, R) 

R'=R, RIJR=J (10.3) 
Sp(24, R) 群 不 是 紧 致 李 群 . 所 有 满足 下 面条 件 的 24 维 乏 正 矩 阵 u 的 集合 , 按照 矩 
阵 乘积 , 构成 西 辛 群 USp(20) 

u=, uJu=J (10.4) 
USp(24) 群 是 紧 致 李 群 . 从 定义 容易 证 明 RJRT = J H uJuT = J. 附录 27 中 已 证 
明 

detR=1, detu=1 (10.5) 


实 辛 群 和 西 辛 群 的 群 空间 都 是 单 连 通 的 , 它们 都 是 单纯 李 群 , 阶 数 为 (22 + 1). 
西 辛 群 USp(2) 自身 表示 的 生成 元 可 利用 SUO) 群 自身 表示 的 生成 元 TH, 
TR 和 泡 利 矩 阵 oa 来 表 出 


2 x 12, T X Od, TG) x oal VÈ 


10.6) 
1<d<3, 1<j<k<f, (zp), = Srp ; 
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这 些 生成 元 满足 归 一 化 条 件 立 (TATB) = 54B, 它 保证 了 结构 常数 关于 三 个 指标 完 
全 反对 称 , 也 保证 了 基 林 型 是 负 常 数 矩 阵 , 即 西 辛 群 的 实 李 代数 是 紧 致 的 . 

KPF Sp(24, R) 自身 表示 的 生成 元 是 纯 虚 矩阵 , 因而 只 要 把 式 (10.6) 中 的 x 
和 os ERER i, 变 成 纯 虚 的 r 和 73 矩阵 


n=in, T=igs (10.7) 


就 得 到 实 辛 群 Sp(24, R) 自身 表示 的 生成 元 . 由 于 部 分 生成 元 添 了 i, 使 实 辛 群 变 成 
非 紧 致 李 群 . 如 果 把 i 归 到 参数 中 去 , 允许 实 辛 群 部 分 参数 取 纯 虚数 , 则 西 辛 群 和 实 
辛 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 一 一 对 应 , 它们 的 生成 元 对 应 相同 , 只 是 参数 实数 性 条 件 
不 同 . 这 是 计算 非 紧 致 李 群 不 可 约 表示 的 标准 方法 . 我 们 已 在 第 九 章 用 此 方法 研究 
过 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表示 . 实 辛 群 的 自身 表示 当然 是 实 表示 . 酉 辛 群 的 自身 表示 取 
AE, 由 式 (10.6) 知 , 只 有 含 o1 和 cs 的 生成 元 改 符号 , 而 这 负 号 可 以 通过 相似 
变换 1 x o 消去 . 因为 相似 变换 矩阵 是 反对 称 的 , 所 以 酉 辛 群 的 自身 表示 是 自 共生 
而 非 实 表 示 . 

西 辛 群 USp(2/) 自身 表示 生成 元 中 的 对 角 和 矩阵 构成 西 辛 群 李 代数 的 嘉 当 子 代 
数 

Hj=TÜ)xos/V2, 1<j</ (10.8) 

余下 的 生成 元 要 组 合成 H, 的 共同 本 征 矢量 , [H,, Ea] = e; Es, 本 征 值 构成 根 矢 大 
e, 其 中 素 根 为 


Tu= VIZ (eu -en), l1<pu<f-1, re=Vvzee (10.9) 
对 应 的 生成 元 为 
Esr, = {Tan XostiTO xl}/V 1<n<e 
Esr, = TÉR x (01 + io2) /2 
We- 4398608 SSSR, du = 1/2, 第 £ 个 素 根 是 较 长 根 , de = 1. 除了 re 外 , 相 邻 


素 根 夹 角 为 2r /3, 但 re 与 rea 的 夹 角 是 3r /4. 因此 , USp(24) 群 的 李 代 数 是 Cv. 
USp(26) 群 的 基本 主权 为 


(10.10) 


w, 一 JAY ev, 1 和 ASL (10.11) 
v=1 
Cz 李 代数 的 最 大 根 是 
= 
w = V2e) =23 mr 十 re 一 2a01 (10.12) 


p=1 


这 就 是 说 , 伴随 表示 的 最 高 权 是 M = (2,0,---,0). 
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10.2 辛 群 的 张 量 表示 


既然 实 辛 群 和 西 辛 群 的 不 可 约 表 示 互 相 一 一 对 应 , 生成 元 对 应 相同 , 只 是 参数 
的 实数 性 条 件 不 同 . 我 们 可 以 只 讨论 酉 辛 群 的 张 量 表示 . 把 西 辛 群 元 素 u 看 成 2U 
维 复 空间 中 的 坐标 变换 矩阵 


Ta 二 z, = tabt, (10.13) 
b 


由 此 可 以 定义 关于 USp(24) 变换 的 n 阶 张 量 和 张 量 基 


Taran — (OuT)a,.an = > ajbi U Uanbn T b... 


De (10.14) 
Oasan 二 OuOaan = O @,¿...wha Ubnan 


bn 
与 以 前 一 样 , 外 尔 互 反 性 对 按 USp(24) 变换 的 张 基 同样 成 立 , 张 基 空 间 可 以 用 杨 算 
符 约 化 . 同时 , 与 SO(N) 变换 类 似 , 对 USp(24) 变换 也 有 两 个 不 变 张 量 , 一 个 是 二 阶 
反对 称 张 基 Jab 另 一 个 是 24 阶 完全 反对 称 张 量 ea,…ax- 先 讨论 二 阶 反对 称 不 变 张 
其 Jas 
(O.J), = Š tactisaJea = (uJuT) , = Jo, (10.15) 
cd 


CEKA Daa, Jaras Tarar-iararyias-iasasy1 在 USp(26) 变换 中 就 像 没 有 指标 
ar 和 a, 一 样 


X (O.J, To iors aoe = 2 Jorestobd .Wanbn Toron 


aras arasbi bn 


= > Uab ua, ibri tanpir aas-ibo-ituastibati tanbn 


x (Jonbs To.br 1brbrriebe 1bobot1.) 
(10.16) 
这 是 关于 酉 辛 群 张 量 指标 的 收缩 , 或 称 取 迹 , 只 是 现在 的 收缩 是 在 反对 称 指标 间 进 
行 . 要 把 西 辛 群 张 量 空间 约 化 , 首先 要 把 张 量 空间 分 解 为 一 系列 无 迹 张 量子 空间 的 
EM, 其 中 无 迹 条 件 为 
DO IT-a = 0 (10.17) 
ab 


分 解 后 得 到 的 无 迹 张 基 子 空间 T, 再 用 杨 算 符 VA 投影 , 得 到 用 杨 图 [和 ] 标记 的 对 
USp(26) 群 不 变 的 无 迹 张 量子 空间 VNT = TA, 对 应 的 表示 也 用 杨 图 [A] 标记 , 以 
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后 会 证 明 它 是 不 可 约 的 . 张 量子 空间 TI 的 基 是 满足 无 迹 条 件 的 正则 张 量 杨 表 的 
线性 组 合 . 我 们 先 来 证 明 , 对 USp(22) 群 , 用 行 数 大 于 4 的 杨 图 标记 的 无 迹 张 量子 空 
间 是 零 空间 . 证 明 方法 是 比较 独立 张 量 数目 是 不 是 小 于 取 迹 条 件数 . 因为 证 明 过 程 
与 杨 图 后 面 列 的 指标 无 关 , 所 以 为 简明 起 见 , 可 以 就 一 列 的 杨 图 来 证 明 . 

设 一 列 的 杨 图 有 n 格 , 在 正则 张 量 杨 表 中 每 格 填充 的 指标 是 反对 称 的 , 因而 互 
不 相同 . 设 有 m 对 指标 成 对 地 取 j 和 了 值 , 这 些 成 对 的 指标 需要 加 无 迹 条 件 . 把 不 
成 对 的 n — 2m 个 指标 固定 起 来 , 计算 这 样 的 张 量 数目 和 无 迹 条 件数 . 线性 无 关 的 
张 量 数目 等 于 成 对 指标 的 所 有 可 能 取 值 数 , 它 等 于 在 一 (n 2m) 个 数 中 取 m 个 
数 的 组 合 数 . 而 无 迹 条 件 是 把 m 一 1 对 数 固定 , 一 对 数 取 迹 , 因而 无 迹 条 件 个 数 等 于 
XEL- (n — 2m) 个 数 中 取 m 一 1 个 数 的 组 合 数 . 因为 在 p 个 数 中 取 4 个 数 的 组 合 数 ， 
在 q = p/2 时 达 最 大 值 , 所 以 要 求 张 量子 空间 非 空 的 条 件 是 m 不 大 于 《一 (n — 2m) 
的 一 半 , 即 

m< |l- (n-2m))/2, 得 ms<t (10.18) 

证 完 . 
再 讨论 2 阶 完全 反对 称 张 量 co ex, 它 关于 USp(24) 变换 不 变 是 因为 u 的 行 
列 式 为 1. 类似 SU(N) 群情 况 , 它 可 以 从 协 变 张 量 基 诱导 出 逆 变 张 贡 基 , 但 USp(24) 
群 的 自身 表示 是 自 共 略 表示 , 没有 必要 再 研究 道 变 张 直 ,因而 这 完全 反对 称 张 量 对 
研究 USp(24) 群 表示 的 作用 不 大 . 我 们 不 再 讨论 . 

为 了 研究 用 杨 图 A) 标记 的 表示 的 性 质 , 先 根据 式 (7.149), 在 西 辛 群 自身 表示 
中 计算 生成 元 的 谢 瓦 莱 基 


B=TO x03 +T Q XI, Ee =T x (o1 +io2)/2, 
Fy =T an xo- T X, Fe=TE x (o —io2)/2, — (0.9) 
Hya {78 Toun} SSS He= TQ) x os 
其 中 , 1 < z < (4 一 1). 它们 对 矢量 基 B。 的 非 零 作用 有 
H,O, = Op, H,O p+ = -pn, H,@;r = er 
H,Ə, = -em H,Ə, = ©;, H:O; = -Ə;, (10.20) 
E,Ə, =O, — E,Ə, = -OF Ee7 = Ə,, 
FpOp= Op, — F.SƏ; = -On Fe = Or 


可 见 矢 量 基 O, 是 H, 和 He 的 共同 本 征 矢 基 , 但 在 升降 算 符 的 作用 下 它们 的 排列 
次 序 使 用 起 来 不 方便 , 重新 排列 后 引进 新 的 矢量 基 Ba, 1 < a < 24. 与 式 (10.1) 的 
次 序 相 比 , 现在 的 次 序 是 
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即 


%,=@,, Br=Ormirr 1<A<L (10.21) 
谢 瓦 莱 基 对 新 矢量 基 的 非 零 作用 为 
Hy = $@,, Hy®Bpt1 = -Pp H,%>_, = $>, 
Hp®ze-u+1 = —*>e + H,%, = %;,, Hebei = -Pe 
Eut1 = $,, Ept- = —®20—p, E,%¿, = %¿ 
Fy = Ppi, Fh B24 = —®B20-pt1, F,$, = eyi 
(10.22) 
其 中 ,1 < p<4-1. 


张 量 基 Baa, 是 矢量 基 Ba HAR, 生成 元 对 张 量 基 的 作用 等 于 对 每 个 矢 
其 基 分 别 作用 后 相 加, 得 到 若干 张 量 基 的 线性 组 合 . 张 量 杨 表 是 杨 算 符 对 张 量 基 
Paan 的 投影 ， 由 于 外 和 尔 互 反 性 , 生成 元 可 以 直接 作用 在 张 量 基 上 , 然后 再 用 杨 
算 符 投影 , 得 到 若干 张 量 杨 表 的 线性 组 合 . 根据 式 (10.22), 正则 张 量 杨 表 是 H, A 
H, WIEREEK, H,, 的 本 征 值 是 正则 张 量 杨 表 中 填 六 和 填 24 -的 格 数 之 和 ， 
减 去 填 +1 RIB p + 1 的 格 数 之 和 , H, 的 本 征 值 是 正则 张 量 杨 表 中 填 e 的 格 
数 减 去 填 + 1 的 格 数 . E, 对 正则 张 量 杨 表 的 作用 得 到 若干 张 量 杨 表 的 代数 和 , 其 
中 每 一 个 都 是 由 原来 的 正则 张 基 杨 表 , 把 其 中 一 个 填 数 .+1 换 成 n, 或 把 一 个 填 数 
2 — p+ 1 换 成 2 一 ,在 后 一 替换 得 到 的 张 量 杨 表 前 要 加 负 号 . F, 对 正则 张 量 杨 
表 的 作用 正好 做 相反 的 替换 这样 得 到 的 张 基 杨 表 , 有 些 可 能 不 是 正则 的 , 它们 可 
通过 类 似 式 (8.23) 的 对 称 性 和 福 克 条件 化 为 正则 张 量 杨 表 的 线性 组 合 . 

与 SU(N) RA SO(N) 群 正 交 归 一 的 不 可 约 张 量 基 的 计算 方法 类 似 , 对 给 定 的 
张 量子 空间 T, 关键 要 计算 最 高 权 态 的 正则 张 量 杨 表 , 它 必须 在 升 算 符 为 作用 
下 为 零 , 而 且 是 无 迹 的 . 然后 把 降 算 符 作用 在 作为 最 高 权 态 的 正则 张 基 杨 表 上 , 就 得 
到 其 他 态 关于 正则 张 最 杨 表 的 展开 式 , 它们 自然 是 无 迹 的 和 正 交 归 一 的 . 

RAR [N] 的 行 数 不 大 于 4, [A] = [A122,…, Ad]. 在 张 量子 空间 TI 中 存在 一 
个 正则 张 量 杨 表 , 它 的 每 一 格 都 填 以 该 格 所 在 的 行 数 ， 任 一 升 算 符 E, 对 它 的 作用 
都 为 零 , 因为 产生 的 每 一 个 张 量 杨 表 都 有 两 个 填 / 的 格子 处 在 同一 列 . 这 正则 张 量 
杨 表 不 同时 包含 填 数 为 J 和 24 — p + 1 的 格子 , 即 不 包含 乘积 0,0m, 因而 是 无 迹 
的 . 这 就 是 我 们 要 找 的 最 高 权 态 的 正则 张 量 杨 表 . 容易 证 明 , 对 其 他 正则 张 量 杨 表 ， 
至 少 能 找到 一 个 升 算 符 作用 不 为 零 . 不 失 普遍 性 , 设 此 正则 张 量 杨 表 的 前 — 1 行 
的 格子 都 填 以 行 数 , 第 v 行 至 少 有 一 格 填 数 不 为 v, 例如 为 + > v. 这 格 所 在 列 其 他 
格子 的 填 数 都 不 等 于 7 — 1, 因为 处 在 它 上 面 的 格子 填 数 小 于 v < z — 1, 处 在 它 下 面 
的 格子 填 数 大 于 r. 因此 这 正则 张 量 杨 表 在 E, 作用 下 不 为 零 . 既然 在 张 量子 空间 
TN 中 满足 最 高 权 态 条 件 的 正则 张 量 杨 表 是 唯一 的 , 这 子 空间 对 应 USp(24) 群 的 不 
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可 约 表示 , 而 且 可 算得 用 杨 图 A) 描写 的 不 可 约 表示 的 最 高 权 M 为 

Mp =u- àu Me=xX 1I<A<t (10.23) 
这 样 , 我 们 得 到 了 USp(24) 群 的 全 部 有 限 维 的 不 等 价 不 可 约 表示 , ERE HE 
表示 . 不 可 约 表示 的 表示 空间 的 正 交 归 一 基 和 在 此 基 中 生成 元 的 矩阵 形式 , 可 用 第 
七 章 介绍 的 方块 权 图 方法 计算 , 而 正 交 归 一 的 张 量 基 的 展开 式 可 由 最 高 权 态 的 展开 
式 , 通过 降 算 符 作 用 得 到 . 


10.3 正 交 归 一 的 不 可 约 张 量 基 的 计算 


本 节 以 USp(6) 群 (Cs 李 代数 ) 的 二 阶 无 迹 反 对 称 张 量 表示 [L 1 0] 为 例 来 计算 
各 状态 基 的 张 量 杨 表 形式 . 该 表示 的 最 高 权 为 (0, 1,0). USp(6) 群 的 素 根 r, 与 基本 
主权 w, 的 关系 为 


Ti =2w -w2 T2= 一 W1 +2w2— w3,  T3 = —2t2+ 2903 (10.24) 


用 新 基 @,, 表 出 的 正则 张 量 杨 表 为 


HH = ylolo = Bar Bra, a<b 
LIL 日 
i | i 
af = H -6 
majen aB- a-e) 
sn] TEJ 
Laii [510 -4 ° 
L0,.I a -0 z 
ILI u 
0,1,0 pra 


10.1 USp(6) 群 表 示 [1,1, 0) 的 方块 权 图 和 张 量 基 
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由 正则 张 量 杨 表 构 成 的 迹 张 量 为 
H H+H = 010,- 010: +0207- 070, +0305- 0305 
= 》 e.J.Ə, 
ab 


最 高 权 态 及 由 降 算 符 算得 的 其 他 权 态 如 下 , 同时 也 列 于 图 10.1. 


1 
(0,1,0)) = g = 0102 - O291, 


(1,7, 1)) = Fl(0,1,0)) = B = 019; ~ 030;, 
(L,0,1)) = F |(1,1,1)) = z = 020; - 030%, 
(,1,D) = Fs|0,1,1)) = n = 019z- e;e,, 
@,2,D) = F|(1,0,1)) = [2] = 0203 - 030», 
(2,1,0)) = Fa|(1,1,)) = — S = -0,07 + e;ə., 


(0,0,0)1) = /1/2F,|(2,1,0)) = vaf -E 


= /1/2(@,e; - 070: - 0207 + ©7902}, 
(0,0,02) = V273 {F:1,2,D) — VT7210,0,0):)} 


-vmf-H -H eH 


6 5 4 
= V1U6{-eler+ 079; - e;Ə; + O70% + 20303 - 20303}, 
4. 1 


1, 1,0)) = VT72F:|(0,0,0)1) = H = 0:07- 019», 


11,2, ) = V2F10,0,0)) =- H = -0507 +0703, 


10.4” 辛 群 不 可 约 表示 维 数 的 计算 pags 


= " 3 
IG,1,1)) = RI(,2,1)) = A = 0307 - 0793, 


I(1,0, I) = F;\(1,2,1)) = 一 四 = -079z + O287, 


yD) = AI,0,D) = H =eser-eres 


107,0) = RIED =- È = -0395 + ese; 


10.4 辛 群 不 可 约 表示 维 数 的 计算 


USp(24) 群 表示 [A] 的 维 数 dl(USp(26), 可 用 下 面 的 钧 形 规则 来 计算 . 这 规则 
在 一 定 程度 上 与 计算 SON) 群 旋 基 表示 维 数 的 规则 类 似 . KFE Sp, R) MAF 
群 USp(26) 的 不 可 约 表示 维 数 是 对 应 相同 的 . 在 这 钩 形 规则 中 , 表示 维 数 表 为 一 个 
分 数 , 分 子 和 分 母 分 别 为 给 定 杨 图 [A| 的 一 定 表 中 所 有 填 数 的 乘积 


yË) 
d|x|[USp(26)] = ya (10.25) 

ERAMATERA HERBE WE A 的 钧 形 路 径 (i, j) 是 
一 条 钓 形 通道 , 由 杨 图 [N| 第 i 行 最 右面 格子 处 进入 杨 图 , 向 左 走 到 第 i 行 第 j 列 处 
向 下 转弯 , 在 第 j 列 最 下 面 格子 处 离开 杨 图 . 而 道 钩 形 路 径 (i j) 与 钩 形 路 径 (i, i) 
形状 相同 , 只 是 走向 相反 . 两 条 钩 形 路 径 在 杨 图 中 经 过 的 格子 数 就 是 第 i 行 第 j 列 
格子 的 钧 形 数 hij. 分 母 的 表 YIN 是 在 杨 图 [ 各 格 填 以 该 格 的 构 形 数 hij, 分 母 
是 表 中 所 填 数 的 乘积 . 对 杨 图 [N 按 下 面 规则 相继 定义 一 系列 的 表 YY ,分 子 的 表 
YÒ 是 在 杨 图 N| 各 格 填 以 上 述 系 列 中 各 表 YO 对 应 格子 填 数 之 和 , 分 子 是 表 Y) 
中 所 填 数 的 乘积 . 

RYO 由 下 面 规则 定义 : 

(1) 表 YY 是 在 杨 图 A) 各 格 填 以 26 和 容 度 m = j — í 之 和 , 即 第 i 行 第 j 
列 格子 填 以 2 + j — i. 

(2) BAW) = [A]. 由 [和 开始 ,相继 定义 一 系列 [AO], 其 中 [A9] 是 由 [ACD] 
移 去 第 一 行 和 第 一 列 得 到 . 这 过 程 直 进行 到 AC] 的 行 数 少 于 2 AE. 

(8) 如 果 AO 行 数 大 于 1, 按 下 法 定义 表 YO . ESE [A] 前 o-1 行 和 前 -1 
列 都 填 以 零 , 余下 部 分 构成 杨 图 A). 设 杨 图 Mo] E r 行 , 在 杨 图 AO 中 的 钩 
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形 路 径 (1, 1) 前 7 一 1 格 , ERR AD, a9, 


M), 在 杨 图 [X(9)] 每 个 逆 构 形 路 


£ G, D), 2 < í < r, W X) 格 填 以 一 1. 如 果 几 个 -1 填 在 同一 格 , 则 填 数 相 加 . 其 


余 格子 都 填 零 . 在 杨 图 [A] 中 填 数 之 和 为 零 
下 面 举 些 例子 来 说 明 维 数 公式 (10.25) 的 用 法 . 
例 1 USp(6) 群 的 表示 [3,3,3] 的 维 数 


[ 6]10T1 


718 [3 
wa 


6 
中 站 了 
[4|15|6| |-2|- 


2 |=|4|5|9 
-1 | -1 2| 3| 4 


6 


dlssal[USp(6)] = 


4 
3 


=s] 


例 2 Usp(2/) 群 一 行 杨 图 [n] 
空间 , 不 存在 无 迹 条 件 . 


din) [USp(20)] = dtnlSU(26) 


= 11 x 5 x 3 x 2 = 330 


对 应 表示 的 维 数 . 对 只 有 一 行 杨 图 [n] 的 表示 


二 (10.26) 
n 


例 3 USp(24) 群 一 列 杨 图 [1"] 对 应 表示 的 维 数 
x | 2+1 
2-1 24 
SSO SE : |=] : 
2L-n+2 L 26—n+3 
24 一 ?十 1 一 六 十 于 2l — 2n +2. 
_ (26 + 1)!(26 -2n + 2) 
dyn |[USp(20)] = een ` (10.27) 
例 4 USp(24) 群 两 行 杨 图 [n, m] 对 应 表示 的 维 数 
yl = 2 [+m] -| 2+n-2| x+n- 
22-1 |- |22+m-2 


- |[22+n-2 | 22+n+m-1 
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_ [ntl "|n—m+2 n-m] [1 
E m ... £ 


yjeml 


(n-m +1)(2£ +n +m — 1)(22 + n — 2)!(26 +m — 3)! 
(n + 1)!m!(22 — 1)!(26 — 3)! 


din,m[USp(24)] = 
对 USp(4) 群 和 USp(6) 群 有 


dinm [USp(4)] = (n —m + 1)(n +m + 3)(n + 2)(m + 1)/6 


di, [USp(6)] = (n-m + 1)(n +m + 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2) 
x(m + 3)(m + 2)(m + 1)/720 . 


10.5 简单 的 物理 应 用 


辛 群 在 物理 上 有 重要 应 用 . # £ 个 自由 度 的 经 典 系统 , 哈密 顿 方程 表 为 
dg _ ƏH dp; _ _ƏH 


dt Op” dt g 
把 坐标 q; 和 动 基 pj 按 下 面 次 序 排列 起 来 , 构成 24 维 相 空 间 的 坐标 za 
Ta = (qi, p1, q2, p2, ***, qe, Pe) 


则 哈密 顿 方程 可 以 统一 地 表达 成 


后 式 是 哈密 顿 方程 的 矩阵 形式 . 设 dra 满足 哈密 顿 方程 , 则 经 过 辛 变换 后 


dza = 》 Radze , R= 名， RTJR=J 
b 


dza 仍 满足 哈密 顿 方程 
dza _ dx _ Ozr ƏH 
w > Req =L Rahe 2 Bre Ozr 
ôH ôH 
E > (RJRT),, Bo = > Jeg 


因此 式 (10.32) 称 为 经 典 哈密 顿 方程 的 辛 形式 . 


(10.28) 


(10.29) 


(10.30) 


(10.31) 


(10.32) 


(10.33) 


用 计算 机 求解 经 典 运动 方程 时 , 通常 采用 龙 格 (Runge)- E (Kutta) 法 , 这 方 
法 没有 反映 经 典 运动 方程 的 特征 , 因而 在 大 量 重复 的 计算 中 , 误差 会 积累 起 来 , 造成 
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计算 结果 与 真实 轨道 严重 偏离 .例如 , 回旋 加 速 器 中 粒子 的 运行 , 由 于 旋转 的 圈 数 
太 大 , 计算 结果 偏差 就 会 超过 允许 值 . 对 人 造 卫星 运行 的 计算 也 有 类 似 情况 . 如 果 
计算 的 每 一 步 都 能 反映 哈密 顿 方程 的 特征 , 即 做 辛 变换 , 误差 积累 就 会 大 大 减少 


OH(z) 
= 2(0) z (0) 
za = zÓ) +T > Jab Oa n: T= (z. 十 2 /2 (10.34) 


其 中 ,7 为 步 长 ， 冯 康 教授 对 此 有 深入 的 研究 , 具体 细节 请 参考 他 的 文章 ( 见 文献 
[28)). 
习 题 

1、 用 钩 形 规则 计算 USp(6) 群 和 USp(8) 群 用 下 列 杨 图 标记 的 不 可 约 表示 维 数 ，[3], [13], 
[3, 3, 2], [3, 2, 1], [4, 3, 2, 1]. 

2. 用 钧 形 规则 计算 USp(26) 群 , 4 > 3, 用 三 行 杨 图 [n,m,p] 标记 的 不 可 约 表示 维 数 ， 并 检 
验 第 1 题 的 计算 结果 . 

3. USp(6) 群 有 九 个 正 根 , 试 在 自身 表示 中 写 出 对 应 这 些 正 根 生成 元 的 矩阵 形式 . 

4. 用 USp(6) 群 三 阶 张 量 基 Oase 表 出 USp(6) 群 不 可 约 表示 [L 1,1) 的 正 交 归 - 的 张 量 
x. 

5. 用 主权 图 方法 计算 USp(6) 群 直 乘 表示 [L 1,0) x [1,1,0] 约 化 的 克 莱 布施 - 七 登 级 数 ， 
和 级 数 中 出 现 的 各 不 可 约 表示 最 高 权 态 的 展开 式 . 


6. 计算 Cs 李 代数 直 乘 表示 (0,2,0) x (1,0,0) 分 解 的 克 莱 布 施 - REAN, 其 中 各 有 关 表 
示 维 数 , 外 尔 轨道 长 度 (O.S.) 和 包含 各 主权 重 数列 于 下 表 : 


维 数 OS (1,0,0) 
(00) | 6 6 1 


(0,0,1) 


(1,1,0) (3,0,0) (0,1,1) (2,0,1) (1,2,0) 


1 
4 
(3,0,0) | 56 6 3 
5 
F 


souvene 
owne n 
veon 


(1,2,0) | 350 24 u 
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附录 1 几 种 常用 的 矩阵 
—. £1E3EEE 
3 R SE BF 36%8kE BE 38-F HNE, 则 RAKA Z IESS BE: 
=R-1, RR=RR'=1 (A1.1) 


么 正 矩 阵 的 行列 式 模 为 1. Z EM: BF41138455 A 2 ERRE, 在 么 正 相 似 变换 中 , Z 
正 矩 阵 的 么 正 性 保持 不 变 . 把 式 (A11) 写成 矩阵 元 素 形式 


> (RD Rø = > TR, = Suv, 


Al.2 
> Rup (m Ja = > R,,R;, = = bw ( ) 
即 么 正 矩阵 的 各 列 作为 列 矩 阵 互相 正 交 归 一 , 它 的 各 行 矩 阵 也 互相 正 交 归 一 . 么 正 
撼 阵 的 作用 不 改变 列 矩 阵 的 内 积 , 即 对 任意 同 维 列 矩阵 & 和 b, 有 


(Ra)' (Rb) =at R'Rb=at b (A1.3) 


设 Ra = Ma, Raz = Maz, 则 0 Z ata = (Ra)! (Ra) = Afata, 故 
IA? = 1, 即 么 正 矩阵 的 本 征 值 模 为 1. 又 因 at aa = (Ray)! (Raz) = XiXaaat az, 
若 M Z Ào, W AJA Z 1, #& at as = 0, 即 么 正 矩阵 不 同 本 征 值 的 本 征 列 矩阵 互相 
EX. 

现在 来 证 明 , 么 正 矩阵 一 定 可 以 通过 么 正 相 似 变换 对 角 化 . 解 久 期 方程 (1.39) 
得 R 的 某 一 个 本 征 值 和 及 相应 归 一 化 的 本 征 列 矩 阵 5 外， 任 选 一 组 正 交 归 一 的 
列 矩 阵 , 以 SP 为 其 中 第 一 个 列 矩阵 , 把 它们 排列 起 来 构成 SO). R 矩阵 经 SO 
相似 变换 后 仍 是 么 正和 矩阵 , 矩阵 第 一 列 只 有 第 一 行 元 素 为 和 1, 其 余 元 素 都 为 零 . 因 
?= 由 矩阵 么 正 性 可 知 , 矩阵 第 一 行 其 他 元 素 也 为 零 , 即 


M 0 :… 0 


-1 
(s) RS® = aD 


0 


# FB EE RO 仍 是 么 正 的 , 可 以 重复 前 面 的 步骤 , 通过 一 系列 么 正 相似 变换 把 
R SEE fB k. 证 完 . 因此 , m S Z IEE BES m 个 互相 正 交 的 本 征 列 矩阵 . 
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=, EXER 
338 8 5 RIERS, 则 此 矩阵 称 为 厄 米 矩 阵 


PR =h (A1.4) 


厄 米 矩 阵 的 对 角 元 素 是 实数 , E 82632 Rh H NA. 厄 米 甜 阵 之 和 是 厄 米 
矩阵 . 在 么 正 相 似 变换 中 , 厄 米 矩阵 的 厄 米 性 保持 不 变 . 对 任意 同 维 列 矩阵 a 和 b, 
JEKE RME, 

(Ra)! b=at Rb (A1.5) 


设 Ra) = May, Raz = Naz MJ Ai (ait a1) = (Ray!) al = a! Rai = A (asta), 
故 Xi = At 即 厄 米 矩 阵 的 本 征 值 是 实数 . 又 因 Aata = (Ra)? az = ai! Ras = 
Mastaa, 若 Ó # Ao, 则 mt a2 = 0, 即 厄 米 矩 阵 不 同 本 征 值 的 本 征 列 矩阵 互相 正 交 . 

厄 米 矩阵 一 定 可 以 通过 么 正 相似 变换 对 角 化 ， 证 明 方法 与 关于 勾 正和 矩阵 的 证 
明 类 似 . 厄 米 矩阵 在 经 SG 相似 变换 后 仍 是 厄 米 矩阵 , 矩阵 第 一 列 元 素 除 第 一 行 外 
都 为 零 . 而 由 矩阵 的 厄 米 性 可 知 , 矩阵 第 一 行 元 素 除 第 一 列 外 也 只 能 为 零 . 余下 的 
证 法 相同 . 因此 , m 维 厄 米 和 矩阵 有 m 个 互相 正 交 的 本 征 列 矩 阵 . 

本 征 值 都 大 于 零 的 厄 米 矩阵 称 为 正定 的 厄 米 和 矩阵 , 本 征 值 不 小 于 零 的 厄 米 矩阵 
称 为 半 正定 的 厄 米 矩 阵 . 类 伏地 可 以 定义 负 定 和 半 负 定 的 厄 米 矩 阵 . 形 如 RIR 的 
非 奇 抢 阵 是 正定 的 厄 米 矩阵 . 


三 、 正 交 矩 阵 和 实 正 交 拓 阵 
车 REEERE ESTUE, 则 R 称 为 正 交 和 矩阵 
Rf=R-1, R'R=RR"=1 (A1.6) 


正 交 甜 阵 的 行列 式 等 于 +1 或 -1. EXE RERA EE RE, 在 正 交 相似 变换 
P, 正 交 和 矩阵 的 正 交 性 保持 不 变 . 正 交 和 矩阵 的 列 (RIT) 矩阵 满足 


Y RoRo = RipRyp = pw (A1.7) 
P P 


在 式 (1.53) 的 内 积 定义 下 , EXMA (或 行 ) 矩阵 互相 正 交 . 在 这 种 内 积 
下 , 正 交 和 矩阵 保 持 列 矩阵 内 积 不 变 


(Rg) (Rb)=a"b (41.8) 
设 a WEZER 已 的 本 征 列 矩 阵 ，Ra = Xa, 本 征 值 Z 1, 则 


a a=(Ra) (Ra)= X2aTa=0 (A1.9) 
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即 本 征 值 不 为 +1 的 本 征 列 矩阵 分 基 平 方 和 为 零 

矩阵 元 素 是 实数 的 正 交 甜 阵 称 为 实 正 交 甜 阵 . 实 正 交 矩阵 既是 正 交 矩阵 , 又 是 
Z EBE, 因而 同时 具有 两 类 矩阵 的 性 质 . 实 正 交 甜 阵 的 列 (或 行 ) 矩阵 互相 正 交 归 
一 , 行列 式 为 +1 或 -1. 对 任意 同 维 列 矩阵 a M b, 实 正 交 和 矩阵 RWE 


(Ra) (RO)=atb, (Ra) (Rb)=a"b (A1.10) 


实 正 交 和 矩阵 的 本 征 值 模 为 1, 复 本 征 值 两 两 成 对 , HAIEN, 对 应 的 本 征 列 和 矩阵 也 
EKAI. 不 同 本 征 值 的 本 征 列 矩阵 互相 正 交 . 在 本 征 值 为 +1 时 本 征 列 矩 阵 可 
AARLE. 在 本 征 值 不 为 士 1 时 本 征 列 矩 阵 的 分 量 平方 和 为 零 . 实 正 交 矩阵 
的 乘积 仍 为 实 正 交 甜 阵 , 在 实 正 交 相 似 变换 中 , 实 正 交 矩阵 的 实 正 交 性 保持 不 变 . 实 
正 交 和 矩阵 存在 与 矩阵 维 数 相同 个 数 的 互相 正 交 的 本 征 列 抢 阵 , 但 本 征 列 矩 阵 不 一 定 
都 是 实 的 , 因而 实 正 交 矩 阵 一 定 可 以 通过 么 正 相 似 变换 对 角 化 , 但 不 一 定 能 通过 实 
正 交 相似 变换 对 角 化 . 


、 实 对 称 和 矩阵 


实 的 厄 米 矩 阵 称 为 实 对称 和 矩阵 . 实 对 称 甜 阵 之 和 仍 是 实 对称 和 矩阵 . 在 实 正 交 相 
似 变换 中 矩阵 的 实 对 称 性 保持 不 变 . 实 对 称 和 矩阵 的 本 征 值 是 实数 , 本 征 列 和 矩阵 可 组 
合成 实 列 矩 阵 因此 m 维 实 对 称 矩 阵 有 m 个 互相 正 交 归 一 的 实 本 征 列 矩阵 , 即 实 
对 称 矩 阵 一 定 可 以 通过 实 正 交 相似 变换 对 角 化 . 
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在 晶体 理论 中 , 经 常 把 点 群 表达 成 按 一 定 次 序 排 列 的 若干 循环 子 群 的 乘积 形式 . 
这 些 循环 子 群 元 素 的 乘积 不 一 定 能 对 易 , 但 它们 的 乘积 没有 重复 . 把 它们 的 元 素 按 
给 定 次 序 乘 起 来 , 能 唯一 确定 地 表达 出 群 中 每 一 个 元 素 . 循环 子 群 Cn 代表 一 个 N 
次 轴 . 在 晶体 理论 中 规定 沿 z 轴 方 向 的 N 次 轴 用 不 带 撤 的 Cw 标记 , 沿 其 他 方向 的 
高 次 轴 (N > 2) 用 带 一 撤 的 CN 标记 , W z 方向 的 二 次 轴 用 带 一 撤 的 C, 标记 , W 
其 他 方向 的 二 次 轴 用 带 两 撤 的 Ch 标记 . 

采用 第 二 章 所 用 的 符号 . CN 群 本 身 就 是 循环 群 。 Dw 群 可 表 为 CnCs, Sj = 
TIIS. 了 了 群 可 表 为 C4C2C5, 三 个 循环 子 群 的 生成 元 分 别 为 Ri, T2 和 72. 除 循环 
子 群 的 元 素 外 , T 群 元 素 表 为 如 下 乘积 形式 


T? = T2T2, R: = RıT?T}, Rs= RT?, R. = RiT?, 


A2.1 
R-RIT, ni-n PA= mr so 


O 群 可 表 为 C3C4C%, 三 个 循环 子 群 的 生成 元 分 别 为 R. T, 和 S.. 除 T 群 元 素 
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R4 = RiT}, R2 = RIT? 和 循环 子 群 元 素 外 , 群 O 其 他 元 素 表 为 


Ti= RS, T,=RS, T2=T,S,, 
S5 = R.T,, TS = RT, $=725,, 
Ty= RT, Ss= RTI, T2=T°9S, 


To = RiT,S,, 
Se = Ri T2S,, 
Rs = RiT2S,, 


R = BTS,, 
S= RIT2S,, 
R2 = R2T3S, 


(A2.2) 


I 群 每 个 元 素 都 可 表 为 To 的 者 次 和 子 群 T 元 素 的 乘积 , 即 Te (S95 名), 每 个 

元 素 对 应 的 指数 列 于 表 A2.1 中 . 因为 Re = S, (T85175!) 和 Six = (TëS,Tç 1) ” Re, 
所 以 工 群 的 生成 元 是 S, 和 To. 
表 A2.1 AR 工 元 素 表 为 四 个 循环 子 群 元 素 的 乘积 : TSRS Sh 


| E Sı S2 S3 Sa Ss Se Sr Ss So Sio Su S12 S13 S14 
CAR 0.4. 1 4 L 9. 2. @ “8 3 3 0 2 4 
E U D p 9-9 1 9. A 0 T 2 0 o 0 4 
CE ie Tae CAE -e A Wy bir puasa 0 0 0 0 O 
djo 0 10 1 s TEE O O kU 9 0 1 1 1 1 
Sis To TÈ TŠ Tó Ti T? TP T# To T T} T} Ts TS 
a "i Pt NS 2 1 4 3 4 1 3 2 2 4 
b 0 00 0 0 LE r e O £ 4 Q. e e 
c 本 Tr ww T $ ü q. 1 pl. t 
d 1 0 0 0 0 是 8 4 og. A: $ 
T T$ Ta TÈ TÈ T$ Ts Të TẸ T£ RR Ra R3 Rs 
a 3 1 4 2 1 332 4 1 3 1 0 0 3 
b E p. q. E. 202 1 2 í R o- S M S 
c 9 0. 1 £ $£ £ 1 00 1. (O 和 
d 0 +. yo 092 3 0 + 0 1 t'u A KS! 
| R3 Ra Rå Rs Rè Re Rü R: R? Rs Rà Ro RÜ Po Rio 
a 2 0042 0 0 3 4 1 4 L 2 0 O 
b r A 3 e: 3 + 2 D $ + < 2 0 2 1 
c a a p Se: 1 0 0 1 1. 1 0 0 $. 1 1 
d 0. 4 Pk Seu 3 在 0 wt 1 0 0 0 1 1 0 


把 前 式 代入 后 式 得 


附录 3 第 三 章 定理 一 的 证 明 
先 证 定理 第 一 部 分 . 对 于 给 定 的 表示 D(G), 要 找 出 相似 变换 X, 使 下 式 成 立 


D(R) = X-1D(R)X, 


D(RID(R) =1 


D(R)t (XX!) D(R) = (XX+) 


(A3.) 
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由 重 排 定理 可 以 证 明 如 下 定义 的 H ERER EEE 


H = > D(S)iD(S)， 
SEG 


D(R)'HD(R) = D(R)t (= asyo) D(R) (43.2) 
SEG 


= _D(SRÝD(SR)= ` D(S)} D(S) = H 
SEG SEG 


对 S 求 和 与 对 SR RA, 区 别 只 在 于 求 和 项 的 排列 次 序 不 同 , 因而 相等 . 对 给 定 的 
表示 D(G), H 矩阵 是 已 知 的 , 它 显然 是 正定 的 厄 米 矩阵 现在 需要 把 它 拆 开 来 , 找 
到 相似 变换 矩阵 X 
(xx) = H (A3.3) 
通过 么 正 的 相似 变换 U 把 H 矩阵 对 角 化 , 对 角 元 是 正 实数 
T=U-IHU, Fo >0 
E Tyu = Spv (Tua) W X = DT'U-1 满足 式 (A3.3). 
定理 的 第 二 部 分 是 已 知 D(G) 和 DG) 都 是 么 正 表 示 , 它们 通过 非 么 正 的 相似 


变换 X 相 联系 
D(R) = X-1D(R)X (A3.4) 


要 在 式 (A3.4) 上 再 做 一 个 相似 变换 Y, 它 不 改变 D(G), 但 使 相似 变换 (XY) 是 么 
正 的 , 即 Y 满足 


(xY) (XY)=1, Y-D(ñmY =D(R) (A3.5) 


由 第 一 式 得 
Hi = Xtx = (YYt) ` 


但 由 式 (A3.4), XD(R) = D(R)X, 易 证 H, 可 与 D(R) 对 易 
D(R)-IHD(R) = (xD(n))! {XD(R)} = {D(R)X} {D(R)X} = Hı 


用 前 一 部 分 证 明 中 用 过 的 方法 , 同样 可 由 H, 计算 出 了 矩阵. 具体 说 , H, 也 是 正定 
的 厄 米 矩阵 , 可 通过 么 正 相似 变换 V 对 角 化 , 对 角 元 是 正 实数 


Pi =Y-LEV， (Di), >0 


B (Ci) = ó, (Dya 2, @8 Y = VV. 由 于 V-1D(R)V 可 与 T, 对 易 , 它 也 必 
可 与 Ti 对 易 , 因而 式 (A3.5) 满足 . 证 完 . 
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附录 4 点 群 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 
直 乘 表示 通过 相似 变换 C 约 化 ， 
(G°)! [Di (R) x D*(R)] Ci = PB a;p7(n) (A4.1) 
J 
等 式 右面 的 求 和 式 称 为 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 , 相似 变换 矩阵 Cik 称 为 克 莱 布 
施 - REER, 矩阵 元 素 称 为 克 莱 布施 - 戈 登 系数 .可 以 有 多 种 方法 列举 克 莱 布 


施 - 戈 登 系数 . 对 简单 的 群 , 可 直接 写 出 克 莱 布施 - 戈 登 矩阵 . 对 工 群 , 可 用 列表 法 
列 出 不 为 零 的 系数 . 恒 等 表示 与 任 一 表示 D: WER, 仍 等 于 表示 DI, 不 必 列 出 . 


一 、Ds 群 的 克 莱 布 施 - 戌 登 系数 
Ds 群 的 特征 标 表 见 表 3.7. 二 维 不 可 约 表示 取 式 (2.10) 的 形式 


(CBE)™! [DB(R) x DE(R)] CPE = DE(R), 


(A4.2) 
(CEE)! [DE(R) x DE(R)] CE = DA(R) e D? (R) @ DE(R) 
1 0 -10 
ces_fo 1 o |0- 0 1 waa) 
-1 0)’ O 0 3 š 
1 0 1 0 


=. DN 群 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 

当 N = 2n + 1 Bf, Dony 群 有 两 个 不 等 价 的 一 维 表示 DA 和 DP, n 个 二 维 
不 等 价 不 可 约 表示 D. 二 维 表示 有 两 种 常用 的 表象 , 表示 矩阵 分 别 由 式 (3.71) 和 
(3.73) 给 出 , 它们 通过 相似 变换 X 相 联系 


Bi 
X=- 


我 们 采用 式 (3.73) 的 表象 . 如 果 把 两 个 一 维 表示 按 式 (3.72) 直 和 起 来 , 看 成 DE: R 
示 , 并 把 DE: 表示 的 指标 j 按 周期 N 延 拓 , 即 
pm {DR 0 DE iR = PE: (py — o pE- 
D a= ( 0 pe D “+ (R) = D * (R) = o3D  '(R)os 
(A4.4) 
则 有 
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1 0 -1 0 
(03r) (p 这 D”) Cik = D” o D5, ok = 0 -1 0 ~l 
0 1 0 — 
1 0 1 0 
(A4.5) 


容易 检验 , zÇ (A4.2) 和 (A4.3) 是 式 (A4.5) 的 特殊 情况 . 

当 N = 2n Bf, Dzn 群 有 四 个 不 等 价 的 一 维 表示 和 n — 1 个 二 维 不 等 价 不 可 约 
表示 DE:. 二 维 表示 有 两 种 常用 的 表象 , 表示 和 矩阵 分 别 由 式 (3.76) 和 (3.78) 给 出 ， 
它们 也 通过 相似 变换 X 相 联系 . 我 们 采用 式 (3.78) 的 表象 . 如 果 把 四 个 一 维 表示 
按 式 (3.77) 直 和 起 来 , 看 成 D 和 DE" 表示 , 并 把 DE: 表示 的 下 标 按 周 期 N 延 
拓 , 即 

== DA:(R) 0 yi DE: (R) 0 
P a= ( 0 DA(Rn) | g e= ( 0 La J: 


D” (R) = D: (R) = csD” 2 (R)os 
(A4.6) 
则 仍 有 式 (A4.5). 
=. T 群 的 克 莱 布 施 -成 登 隶 数 
工 群 有 三 个 一 维 , 一 个 三 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 特征 标 表 由 表 3.8 给 出 . 三 维 表 
示 采 用 式 (3.59) 的 表象 , 有 
(CET)! [DE(R) x DT(R)] CET = DT(R), 
(ce 中 这 [D (R) x D7(R)] cs7 = pr(n), 
(CTT) [DT(R) x DT(R)] CT? = DA(R) e D?(R) e D?' (R) @ DT (R) e DT(R) 


(A4.7) 
CET = (Ce7) = diag{w, 2, 1), 

了 

00 0001000 

00 0000010 

00 0000001 (44.8) 
=|1 2 w 000000 

00 0100000 

00 0010000 

00 0000100 

lu o 000000 
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四 、O 群 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 
O 群 有 两 个 一 维 , 一 个 二 维和 两 个 三 维 不 等 价 不 可 约 表 示 , 特征 标 表 由 表 3.9 

给 出 . 前 三 个 表示 是 O 群 关于 D2 子 群 的 商 群 的 表示 . 商 群 同 构 于 Ds 群 . 这 些 表示 
的 直 乘 分 解 完全 与 Ds 群 表示 的 直 乘 分 解 相同 . 采用 式 (3.60)~(3.62) 给 出 的 表象， 
其 他 表示 的 直 乘 分 解 为 

DB x DT. = Dz, (cT) (DE x DT:) CET = DT™: Dh, 

DB xD =D, (CET) (DE x p) CET = DÈ e D™, 

(CT™) (DT: x D™) OTT = (C77) (DT: x px) CTT 

= D^ o DË@ DT. @ D™, 
(or) (DT x DE) CTT = (r) ' (DT: x DT.) CT 
= DP @ DË @ DT: @ DT, 


(A4.9) 


-1 0 0 -v3 0 0 

0 -1 0 0 V30 

cer-ll| 9 0 2 0 00 

2| v3 0 0 -1 0 0 

0 -V30 0 -0 

0 0 0 0 02 
v —-1 v 0 0 0 0 0 O 
0 0 o0 0 0 V3 0 0 v3 
0 0 0 0 -V3 0 0v 0 
0 0 0 0 0 -vi 0 0 v3 
cm -二 Vi -1 -V3 0 0 a O Q Ó 
0 0 0 v3 O 0 v3 0 0 
0 0 O 0 V3 0 0 v3 0 
0 0 0 -v3 0 0 V3 0 0 
Vi 2 0 0 0 0 0 0 O 
VE 0 0 0 
0 0 0 0 0 v73 0 0 v3 
0 0 0 0 V30 0 -v3 0 
有 0 -v3 
cm -二 v-v1 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 3 0 0 v3 O 0 
0 0 0 0 x30 0 7⁄3 O 
0 0 0 730 0 -v3 0 0 
Vi 0 -2 0 0 0 0 0 0 
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五 、 工 群 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系 数 


I 群 有 一 个 一 维 , 两 个 三 维 , 一 个 四 维和 一 个 五 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 特征 标 表 
由 表 3.14 给 出 . 采用 附录 6 给 出 的 表象 , 生成 元 To 的 表示 矩阵 是 对 角 矩 阵 , 对 角 元 
A n“, n = e i2R/5, p = 整数 mod 5. MAREK u 标记 各 表示 的 行 ( 列 ) 


DA: p=0, DT: p=1, 0, 1, D: j=2, 0, 3, 


DS: p=2, 1,1,7, DE: jy=2, 1, 0, 1, 


其 中 ,元 = 一. 采用 类 似 式 (3.93) 的 方式 列 出 克 莱 布 施 - RERA. 因为 表示 直 乘 
时 这 寡 次 是 相 加 的 关系 , 所 以 式 (3.93) 可 修改 为 


到 rr(L2) = (Nur) PY Cunargzty_ (192) (A4.11) 
m 


对 给 定 的 J, M, r 和 n, 只 需 用 表 列 出 不 为 零 的 系数 N 和 C. 4 D? 不 是 重 表示 时 ， 
指标 r 可 以 省 略 . 表 中 把 DI 简 记 为 j. 


表 A4.1 
TixTi=A@Ti@ H Tsx a= A@T;@ H 


M 
0 
2 
0 
z 
2 
1 
0 
T 
2 


表 A4.2 
Ti xT = Ge H 
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表 A4.3 


TOGSH 


TOGGH 


Tx x G 
T 


T xG 
> 


$ 


= 
© 
v 
° 
ml 
ie 
<le 
Wie 
< 
l" 
° 
x x 
@| ° 
S| 
@ 
El 
@ 
K 
U =l: 
x| z [222s a g2 n oan on aja w ajo a a ° 
x 
afa owja =i imja -era S| s |- oma owa mimiaja = om ia e|- o mja -nm 
一 十 =f 
" E ° = > E [= x < 已 ° 
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表 A4.6 
FPYYTITITIECYSI 


Gx H 
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1 
-2 
2; 
-2 
-1 
G 
v3 
3 
5 
-1 
-4 
-1 
V6 


= e leo a ke lo ke 
Slol- S$ 有 ssslsssslsT3Tsle ss 
8 
Š " 四 上 ae ag 
s 8 8] ss 有 -Ts SaR 
= 
Rss =j 
| ° Q e nde ele-y-lse o s Ñ 
SS 1 "lI-IS= SS- 77S SSE-T-SSn q r 
N I x 
ee k 


V2 
2 
Vi 


2 


1 
v3 

5 

2v5 


s Joj- o mja owja mmia mm aja m omaja n o m a 


J 

A 

Tı 

Ta 
ca) 
G(2) 
H) 
H(2) 
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附录 5 O 群 群 空 间 的 不 可 约 基 


2.5 节 介绍 过 O 群 的 基本 性 质 . O 群 是 立方 体 的 固有 对 称 变换 群 , 包含 24 个 元 
K, 5 个 自 逆 类 , 乘法 表 由 表 2.9, 2.10 和 2.11 给 出 . O 群 有 两 个 一 维 , 一 个 二 维和 
两 个 三 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 特征 标 表 由 表 3.9 给 出 . 生成 元 取 沿 z 轴 的 四 次 轴 转 
动 和 沿 (e1 + eo + ea)/V3 方向 的 三 次 轴 转 动 Ri. O 群 有 不 变 子 群 D A T, 3: 
于 D> 子 群 的 商 群 同 构 于 Ds 群 . 商 群 的 表示 给 出 O 群 前 三 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 
在 三 维 表示 中 , DT. 是 子 群 T 三 维 表示 的 扩充 , D = DP x DT. 表示 矩阵 由 式 
(3.60)~(3.62) 给 出 , 在 这 表象 中 生成 元 T 的 表示 和 矩阵 是 对 角 化 的 . 

用 投影 算 符 方法 计算 O 群 群 空 间 的 不 可 约 基 . 分 别 做 相似 变换 X 和 Y 使 生 
成 元 Ri 的 表示 矩阵 对 角 化 ， 


i 1 w2 w i £ Y š 
X = L sar 498 L; x= w w? 1 
和 W w 1 


10 0 j 1 -2w —2w? 
Dn—(R)=| ow o |, D"(r)=3 EAEE 1 
0. 0 a -2w2 1 一 2w 


D” (Ri) = D” (Ri), D> (T) = -D™ (T) 
(A5.2) 
其 中 , w =e_i2R/3, R, 的 本 征 值 是 we, p = 0, 1, 2 mod 3. ARREK p 来 标记 不 可 约 
表示 的 行 ( 列 ) 指标 , 群 代 数 的 不 可 约 基 为 


db h éF é, ap8=12， p,A=0,1,2 (A5.3) 
与 工 群情 况 相 同 , 先 用 投影 算 符 P? 计算 左 乘 和 右 乘 Ri 的 共同 本 征 矢量 8 


ROR =e DR = N, (A5.4) 
P? = {E + wR +wPR?}/3, P =9PPRP> ` 
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其 中 , 因子 9 是 为 了 使 公式 简洁 . 取 R 为 EH T? 的 结果 是 与 式 (3.129) 和 (3.130) 

相同 的 , 再 取 R H T, 和 S;, 利用 乘法 表 2.9 ~ 2.11, 通过 类 似 的 计算 , 得 

BW =9PPEP>= 36, [E + Raw? + Re) , 

PO) = 9PPT2PX= {T2 + wR + RI} 十 we{I2 十 wxR4 十 wxF3)} 
+e) {T2 +o 2 Rs +wxF2} ， 

PO = 9PPT,PX= T, +u XSs + uM + wP {Ts + wu *Ss + wT3} 
+o) {Ty +o *S + wT3}, 

PI = 9PpS;P) = 35o(_A) {S2 十 woS4 + wS} 


(A5.5) 


其 中 , ó, =a) 在 p + À 等 于 3 的 倍数 时 等 于 1, 其 余 为 零 . 在 这 四 组 函数 基 展 开 式 中 
已 出 现 群 O 的 全 部 元 素 , 再 把 投影 算 符 作用 在 其 他 群 元 素 上 , 不 会 产生 独立 的 新 函 
数 基 . 
其 次 , 为 了 区 分 属 不 等 价 不 可 约 表示 的 函数 基 , 选择 类 算 符 W = T, Tó + Ty + 
TË +T, + TË, 它 在 各 不 可 约 表示 DA, DP, DE, DT. 和 DT: 中 的 取 值 分 别 为 6, —6, 
0, 2 和 —2. 现在 对 确定 的 下 标 p 和 X, 计算 W 在 函数 基 OO 中 的 矩阵 元 和 本 征 矢 
Ht. 由 于 函数 基 的 完备 性 , 我 们 只 需要 列 出 E, T2, T, 和 S, 的 项 . 常用 的 元 素 乘法 
公式 可 以 先 从 乘法 表 中 查 出 备用 
TI 
E = TT? = TR = TÈR = T,Rs = TSR = Ty, 
T,T, = TST? = T,Ss = TŠS, = Ty So = T8Ss = T2, 
T,T2 = TT? = T,R2 = TÈR = TyR4 = TÈR = S; 


(A5.6) 


则 
Wl) = 3T,(1+ 7) +. = 3w (36, — 1) SÈ, 
WE = T,(1 +o +o) + wH) 
+S, {WP HAPA qo Po ++ w+. 
= eX (1 + 96p06%0 — 36p0 — 36xo) PR + p(s) (36p0 — 1) PH, 
wa = E{w+w ?tw tw t+w ?+1} 
+T {1+w P +o) +o l+. 
= 6pa (36p0 — 1) oP $f) + wPHA (1 + 96,oóxo — 36p0 一 35x0) S, 
WE = 360 NT {wP +w} +- = 36,(- (35o0 — 1) S 


(A5.7) 
`4 p= 入 = 0 时 , 有 四 个 基 60), 600), PO 和 的 ,在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 
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及 其 本 征 矢量 为 
0020 1 1 1 1 
0046 3 3 -1 -1 
6400] 3 | -3 | a ñ: -1 
0200 1: -1 zi f 


本 征 值 分 别 为 6, -6, 2 和 -2, 相应 的 本 征 矢量 分 属 表示 DA, DP, DT 和 DT: 


B 
400 


T, 
$o 


Ta 
$o 


ca {20 +300 +300 + 821 
3ca {E + Ri + R? + T2 +T? + T2 + R+ RŠ 
+R + R3 + R4 + RẸ + T; + TŠ + Ty + TŠ 
+T, + TŠ + S1 + S3 + Ss + S2 + S4 + S6}, 
cB {20 +320 -380 — a} 
= 3cB {E + Ri +R? +T? +T? +T? + Ro + R3 
+Rs + R3 + R4 + RÌ — T, — Tš — Ty — TÈ 
—T, — T? — 9, — S3 — Ss — S2 — S, — Se), 
= boo {20 — DO + AO — a0} 
= boo {3E + 3R, + 3R? — T2 — T? — T? — R — Š 
—Rs — Rĝ — R4 — Ri + Ta + TŠ + Ty + Tó 
+T; + TŠ + S1 + S3 + S5 — 3S2 — 394 — 3S6}, 
= co0 { 2 — O -AO + 02) 
= coo (3E+3Ri +3R — T2 — T? — T? — Rz — R3 
—Rs — Rĝ — R. — Rå — T, — T? — Ty — Të 
—T, — T? — S, — S3 — Ss + 3S2 + 3S4 + 3S6} 


(A5.8) 


每 个 波 函 数 前 面 都 可 乘 一 任意 常数 对 一 维 表示 ,这 常数 就 是 归 一 化 因子 ， 取 为 
ca = cp = V1/216, 但 对 二 维 或 三 维 表示 , 每 一 个 不 可 约 表示 只 有 一 个 常数 可 以 选 
择 , 可 取 boo = coo = V1/72. 

4 p= |Z 0 Bf, 有 三 个 基 e), 62) 和 ID, W 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 及 其 


本 征 矢 基 为 
0 
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本 征 值 为 0, 2 和 —2, 相应 的 本 征 矢 量 分 属 表示 DE, DT. 和 DT: 
2p = app {2 +389 
3app {E + T2 +T? + T2 +w? (Ri + Rz + Rs + R4) 
+wP (R? + R2+ R3 + RI)}, 
5 = ba {2 - 0) - 20) 
= bpp {3E — T2 — T? — T? — 2S1 — 2Ss — 2Ss 
+u” (3R1 — R2 — Rs — Ra — 2T} — 2TƏ — 273) (A5.9) 
+w? (3R? — R3 — R3 — Rå — 2T, — 2T, — 2T;)) , 
é$ = coo {IR - O + uroa) 
= cpp {3E — T2 — T2 — T? + 28, + 2S3 + 255 
+o (3R1— Ro — Rs — R4 + 2T2 + 2T? + 2T2) 
+w? (3R? — R3 — R3 — R4 + 2T, + 2Ty + 2T;)]) 
可 取 aa = /1/108. 
当 p 十 入 = 3 时 , 有 三 个 基 DO, aQ) 和 DI, W 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 及 其 
本 征 矢 基 为 


0 1 -3 2 2 
0 j, > ， =i 
=1 9 1 -1 1 


本 征 值 分 别 为 0, 2 和 —2, 相应 的 本 征 矢 基 分 属 表示 DP, D 和 DT: 
$8 = am {389 + 991 
= apx {Ts + TŠ + S1 + S2 +w? (Ty + TŠ + S5 + S6) 
+w? (T; + TË + S3 + S4)}, 
$ = ba [290 + - 9001 
= bpa (2T2 + 2R3 + 2R3 + T; + T3 + S, — 3S2 
+u” (272 + 2R, + 2R4 + Ty + T? + Ss — 386) (A5.10) 
+P (2T2 + 2R2 + 2R + T; + TŠ + S3 — 354) }, 
oB = cm {229 — # +o 
= cpa [2T2 + 2Rs + 2R3 — T, — TŠ — S, +3S; 
+w? (2T2 + 2R4 + 2R — Ty — TŠ — Ss + 3S6) 
+w? (2T2 + 2R2 + 2R2 — T; — TŠ — S3 +38S.)) 
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当 p=0 和 入 头 0 时 ,有 两 个 基 SO A aO, W 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 及 其 本 


征 矢量 为 
0 —2wX 1 1 
(i 33 
本 征 值 分 别 为 2 和 —2, 相应 的 本 征 矢量 分 属 表示 DT: 和 DP: 
H = bo {AR -wda = box {T2 + Ra + R3- Ta -TS 
+e" (T + Ra + Rš — T, — Tš — S5) 
+wò (T2 + Rs + RẸ — Ty — T? — S3) }, 
R = coa {IR tuaa) = cox {T2 + Ra + R3 + Ts + Të +S i 
+u (T2 + R> + R3 + T; + TŠ + Ss) 
+wò (T2 + Rs + R3 + Ty + TŠ + S3)} 
当 入 = 0 #tl p Z 0 Bf, 有 两 个 基 DO 和 et), W 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 及 其 本 


征 矢 基 为 
0 -2w 1 1 
(2. y (人 
本 征 值 分 别 为 2 和 —2, 相应 的 本 征 矢 基 分 属 表示 DT. 和 DT 
$ =b [9-9] = bo {T2 + R + R -Ty ST 


+o” (T2 + Ra + R3 — T, — Ss — T3) 
+w? (T2 + Rs + R3 — T, — S5 — T?) }, 


A5.11) 


$D =c, [9 pg) — 2 3 (A632) 
pð = Cpo \ Bpo +o 29} = co (TË + Ra + Ri + Ty + Si + T2 
+o (T2 + Ra + R3 + T; + Ss + Të) 
+P (T2 + Rs + R3 + T; + Ss + T9)) 
现在 根据 不 可 约 基 的 定义 计算 这 些 不 可 约 基 的 未 定 系数 
TO = ADT) T= Di (T;)8, (A5.13) 


对 二 维 表 示 D”, 计算 中 只 需 列 出 EM T; 的 项 . 由 式 (A5.1) 
T.98 = VI/2{T: +} = 0f 
定 出 an = /17108. 再 用 式 (A5.1) 得 
ET: = Vi/12{T +---} = @Ë,, 
oT: = VI2{E +---} = $Ë 
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定 出 a12 = az = /1/108. 列 出 表示 DE 的 不 可 约 基 
$B = /l/12(E+T2+T2+T2 +w? (R + R+ Ra + R4) 
+w (R? + R3 + R3 + RI)}, 
$Ë = vI/2{T; +T? +S + S2 +w (Ty + T? + Ss + Se) 
w? (T, + TË + Sa + S4) }, 


$É, = J1/E (T, + T3 + Sı + S2+w? (Ty + TŠ + Ss + Se) 人 
+w (Ts + TË + Ss + S4)), 
oh = VI/I2{E +T} +T} +T? +e (Ri + Ro + Rs + Ra) 
+w? (R? + R3 + R3 + R2)) 
如 果 取 式 (3.77) R 则 需 做 Y-! 变换 
W, = =E Yes 人 Iaa = > x; nE (Y~) (45.15) 
计算 结果 为 
WE = Jl/8(2(E+T2+T2+T2)+2(T; +T? + S + S) 
— (Ri + R2 + Ra + R4 + R? + R3 + R3 + Rà) 
— (Ty + TÈ + Ss + Se + Ta + T3 + S3 + S4)) 
Y = (1/4) ((R + Ra + Rs + R4) — (R? + R3 + R3 + R) 
+ (T, + TË + Ss + S6) — (T; + TŠ + S3 + S54)}, isid 
Wi = (1/4) {- (R + Ra + Rs + Ra) + (RẸ + R3 + Rà + R) 
+ (Ty + TË + Ss + S6) — (Te +T? + S3 + S4) }, 
Yh = V148 {2 (E+ T3 +T? +T?) -2 (T: +T +S + S) 


— (Ri + R> + Rs + R. + R? + R3 + R3 + R?) 
+ (Ty + TŠ + S5 + Se + T; + TŠ + S3 + S4)) 
对 三 维 表 示 DT, 计算 中 只 需 列 出 E, Ta, T2 和 T 的 项 . 由 式 (A5.2) 得 
TG8 = VITZ {E + 3T; +T? -T +...) = {s - wo 22451 /3， 
x = V1/72 {3E +T; -T2 +T? +---}, 
$Ú = bio {-w°T: +T? -wT3 +}, GR = bz {-uT: + T2 — wT3+...} 
定 出 bio = bzo = /1/18. 再 由 式 (A5.2) 得 
ODT: = VITZ {E + 3T, +T2 -T +...) = [a 1 — woh — w20 } Am 
R = bo [-22T, + T2 -WTI +... — $D = boz {wT + T2 -wT3 +}, 
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T. = JIJIS[-oE TP+ TË +...) = {6h - 2o6f) — 222685) /3, 
OR = bu {3E — wT, 一 12 一 20273}， $U = biz (T; +2T2 + T3}, 
4T: = /1/I8(-2E - wT? +T +---} = [68 — 2667) — 22265) /3, 
on = ba (T. +272+7T9), — é = bx {3E — 222T, — T2 — wT} 


定 出 bo1 =bo2 = V/1/18 和 b1 =b22 = b12 = bx = /1/72. 表示 DT 的 不 可 约 基 为 


gò = V1l/72(3E+3R +3R- T? — T? — T? — Ro — RŠ 
-Rs — R3 — Ra — Ri +T; + TÈ + Ty + TŠ 
+T, + TŠ + S, + S3 + Ss — 3S2 — 3S4 — 3S6} , 
$ü = vI/18 {T} + Ra + R4 -Ty — Sı — TË + w? (T2 + Ra + R 


-T — S3 — T$) +w (T2 + Rs + R3 — T; — S5 — T?) }, 
$à = vI/I8{T} + Ra + Rĝ — Ty- Sı — TË +w (TË + Ra + RŠ 

—T, — S3 — T?) +w? (T? + Rs + Rà — T; — Ss — TÌ) }, 
9 = I/18 {T2 + Ra + R3 — T, — T? — S, +w? (T2 + Ra + R 

—T, — Tš — S5) + w (TË + Rs + R$ — Ty — TË — Ss)) , 
$n = J/17(3E- T2- T? — T2 28, — 2S3 — 235 

+w? (3R1 — Ro — Rs — R. — 2T? — 2T} 一 273) 

+o (3R? — R} — Rš — R3 — 2T, — 2T, — 2T;)) , (A5.17) 
gH = 4/1l/72(2T2+2Rs+2R2 +T +T? +S -3S2 

+w (2T} + 2R4 + 2R} + Ty + TŠ + Ss — 3S6) 

+w? (2T2 + 2R + 2R3 + T, + TŠ + S3 — 354)}, 
w = Vani ta O a gAs aan 

—T, — TŠ — S5) + w? (T2 + Rs + RẸ — Ty — T? — Sa) }, 
m= an 

w? (272 + 2R4 + 2R3 + Ty + TŠ + Ss — 356) 

+w (2T2 + 2R2 + 2R2 +T, + TŠ + S3 — 3S4)), 
$B = J1l/72(3E-— T2- T? — T? — 28, — 2S3 — 295 

+w (3R; — Ra — Rs — R, — 2T3 — 273 — 273) 

+w? (3R? — Rĝ — RŠ — R3 — 2T; — 2T, — 2T) } 


如 果 取 式 (3.77) 和 (3.78) 的 表象 , 则 需 做 X-! 变换 
WD Krada a= D Kiota a, A518) 
aß 


附录 6 I 群 群 空间 的 不 可 约 基 “445. 


计算 结果 为 


yt = VIJB{E+T2 -T2 -T2 +T, +T? — S3- S4}, 

YH = /VW8(T,-T53+S -S,+ R- R+ Rs— R4}, 

YH = y1/8{-Ty+ T3 + S; So + R? — R3- R3 + R), 

YA = VUS{-T.+T3+5 -S,+R -— R? + R3- R), 

ya = VIB{E-T2+T2—T? + Ty +T? Ss— Se}, (A5.19) 
va = /V/8S8(T,-T2+ S3 — Sa + Ri + Ra- Rs— Ra}, 

WE = v18 {Ty — T? + S5 — Se + Rı — Rz — Ra + Ra}, 

y = /Jl/8(-T,+TŠ+ S — S4 + RẸ? + R3- R3- R3}, 

y = yI/B{E -T2 -T2 +T? +T, +T- S — S2} 


对 DR 表示 , 因为 表示 矩阵 D? (R) 是 DP (R) 和 DT. (R) 的 直 乘 , 只 要 把 函数 
基 G 和 VV; 中 , 与 子 群 T 有 关 项 的 系数 保持 不 变 , 而 与 陪 集 有 关 项 的 系数 改 符号 ， 
就 得 到 函数 基 473 和 Vi 的 展开 式 . 
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近年 来 , 碳 60 分 子 的 研究 受到 很 大 重视 , 它 具 有 I 群 对 称 性 . 在 碳 60 各 种 能 谱 
的 计算 中 , 经 常用 到 I 群 群 空 间 的 不 可 约 基 oi. 这 里 严格 按照 前 面 用 过 的 方法 计 
算 I 群 的 不 可 约 基 . 由 于 篇 幅 所 限 , 略 去 常规 的 计算 过 程 , 只 给 出 计算 的 基本 步 又 和 
结果 . 

在 2.5 节 我 们 已 介绍 过 正二 十 面体 及 其 对 称 群 I. 正二 十 面体 有 6 个 等 价 的 
五 次 转动 轴 , 10 个 等 价 的 三 次 转动 轴 和 15 个 等 价 的 二 次 转动 轴 , 它们 都 是 双向 轴 . 
每 个 转动 轴 对 应 的 循环 群生 成 元 分 别 记 作 : Tj, 0 < ; < 5, Rk, 1 < k < 10, #l Si, 
1 < < 15. 生成 元 选 为 To 和 51. 选 不 可 约 表示 的 表象 , 使 To 的 表示 矩阵 是 对 角 化 
的 , 对 角 元 为 n“, n = exp(—i2x/5), p = —2, 一 1, 0, 1, 2, mod 5, 即 差 5 的 倍数 的 两 
个 4 数值 被 看 成 是 相等 的 . 1 群 包含 60 个 元 素 , 五 个 类 , 有 一 个 一 维 , 两 个 三 维 , 一 
个 四 维和 一 个 五 维 不 等 价 不 可 约 表示 , 分 别 记 作 DA, DT, D, DS 和 DH. 特征 标 
表 见 表 3.14. MEEKER 4 来 标记 不 可 约 表示 的 行列 指标 , 表示 矩阵 的 行 (A) 
排列 次 序 为 

DA: Daan pa: o $ (A64) 
DD 有 


Kt, g= p. 


.446 - 附 录 


设 To 产生 的 循环 子 群 为 及, 对 于 H 不 可 约 表示 的 投影 算 符 为 


P= 


o= 


2 
> me, -2<u<2 (A6.2) 
v=—2 


把 投影 算 符 从 左面 和 从 右面 乘 到 任意 元 素 R L, 计算 出 群 代数 中 左 乘 和 右 乘 To 的 
共同 本 征 矢量 , 它们 构成 群 空间 的 一 组 基 


w =c RP, “Toe$o =, ， — @,JTo = m Pu (A6.3) 


e ERRAR, 使 基 归 一 化 . 通过 选择 RR 来 寻找 完备 的 新 基 . R 的 不 同 选择 除了 改 
变 可 乘 常数 外 , 不 会 影响 计算 结果 . 在 下 面 计算 中 , R 分 别 选 E, S11, Ss 和 Sio. 计 
算 结果 为 


Dn = (E +n “Te +n T+ + TY) / 5, 
D = (Su-+nSua-+n S+ PS +nSa)/ 5, 
$Ü) = ((Ss-+ n R +n TE + PET, + nRa) 
+ nt) (S, + n Rà + n HTS + Ty + n Ro) 
+ Pe) (Ss + n” R + m TE + PET, + n Ro) 
+ nu) (S, + ñ R3 + n T + nT + n Ri) 
+ nt) (S, +R +m ?éT + nT + nRs)) /5, 
$É) = {(S10+n TË +n R + Ro + nT) 
+ n=) (So + nT + n” Ro + P Rs + nT?) 
+ nPE) (Sg + nT + n 2 RŠ + P Rz + T) 
+ (S, + nT? + n” 2 RE + m Ro + nT?) 
+ mG) (Se +n HT} + n 2 R + Pe Rio + pT?)} /5 


(A6.4) 


选用 Cs 类 的 元 素 之 和 W 来 区 分 新 基 所 属 的 表示 


5 
W= (D+), DiW)=o1, n=eBF5, 
=0 


p=n+ml1=(V5-1)/2, p=-T-7?=(V5+1)/2, 
a4=12， an=4p!l, a =—4p, as=-3， af=0 


(A6.5) 


对 应 给 定 的 下 标 u 和 v, 要 计算 W 算 符 在 这 组 基 $U) 中 的 矩阵 形式 及 其 本 征 
矢 基 . 计算 中 不 必 列 出 全 部 项 , 只 要 列 出 四 项 E, S11, Ss 和 Sio 的 系数 , 就 可 定 出 
W 的 矩阵 形式 . 有 了 矩阵 形式 就 可 计算 本 征 矢 量 . 当 y= v = 0 时 , 有 四 个 基 O, 
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I, O 和 O, W 算 符 在 这 组 基 中 的 矩阵 形式 为 


2 0 2v5 0 

0 2 0 2⁄5 
2⁄5 0 6 4 

0 2⁄5 4 6 


对 应 本 征 值 12, 4p, —4p 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 


1 1 1 V5 
$ i 4 1| -1 1| -1 1|v5 (AG.6) 
Vi2 | v5 人 | 4 2| -1 v2 j| -1 

v5 -1 í -1 


4 a = v Z 0 时 , 有 三 个 基 60), D 和 D, ERARE W 的 矩阵 形式 为 
| WHT VE +n) 0 ) 


V5 (mu +n 2) 2r 202 +) 
0 (rtn)? = (m +n 


34 = 1 或 —1 时 , 对 应 本 征 值 4p-:, -3 和 0 的 本 征 矢 基 分 别 为 


1 1 V5 
1 e 1 + " 
(> ) a[i) [2] 

=p 一 p 


当 = 2 或 -2 时 , 对 应 本 征 值 -4p, -3 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 


1 1 V5 

1 一 |; Ey 一 1 ES 一 2 
A J 5 ` V|", 
-p 1 p 


4 u= -v = E1 时 , Z43829)... DE a 和 ON y 在 这 组 基 中 W 的 矩 
阵 形式 为 


p 0 —n*! (2 + p!) 
0 一 2 nt1p-? 
一 IF1(2 十 Dr) nflp-? 2p-1 


对 应 本 征 值 4p-', -3 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 


1 1 5 
i 1 i 1 T 
3 -=p T =b I. a E 
Ü e YŠ n7: Ë 1T1D2 


H = 


. 448 . 
4 p= —v = +2 时 , 有 三 个 基 SO a DO a 和 S L, 在 这 组 基 中 W 的 矩 
阵 形式 为 
-p7 0 n2(2-n) 
0 一 D-2 nt2p? 
nF2(2—p) nF2p? -2p 
对 应 本 征 值 -4p, -3 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 
1 1 1 1 1 v5 
1 iyi ， < 1 L si pP 
2 L y 一 92 yiz nF?p-? 
4 p = 0 #fl v Z 0 时 , 有 两 个 基 SD 和 B49, 在 这 组 基 中 W 的 矩阵 形式 为 
=n” Can n EEY 
ES m” =n” 7 g 9 


对 应 本 征 值 —4 (n + n 2”) 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 
(ty 
jJ l-J Vi\l 
4 n Z 0 #l v = 0 时 , 有 两 个 基 DO 和 DD, 在 这 组 基 中 W 的 矩阵 形式 为 
1+m ) 


mT 


=n — q” 
TEFA 


对 应 本 征 值 -4 (n? +n) 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 
1 


AÍ 1 x 
Vi\-m) Va| m 
4 0 £ p # v Z 0 ffl p Z -o ff, A Ç = n), 有 两 个 基 D 和 区 ,在 这 组 
基 中 W 的 矩阵 形式 为 
AEREI ea 
= = (@s sy 
对 应 本 征 值 -3 和 0 的 本 征 矢量 分 别 为 
4 e+e a CR 
BN -@(@+€2) BEET) 
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现在 我 们 可 以 写 出 属 工 群 各 不 等 价 不 可 约 表示 的 标准 基 和 计算 生成 元 的 标准 
形式 . 


dh = (29 + 2D + 599 + /5902) /VT 
D4(To) = D4(S1) =1 
= (aP - oR -p a?) 12, 
T = (=a +m ) /V3 
是 -人 可 -ro 
B = (0 + 70 ) /V5 
e = (20 - EO + 900 — Bo) /2, (A6.8) 
= (rapa), 
é = (Pa -me -png ) /2, 
dh = (na - n 200) /v2, 
di = (2R -pal - p9f9) 2 


(A6.7) 


0 0 p> Vi p 
Dn(T)=] 01 0 |, Vi -1 -Vi (A6.9) 
0 0 n"! p -Vi p`’ 


B = (8R -p9 — 1952) /2, 
8 = (n 2902 -n ai) /v2, 

B = (n8 + pna +> 2902) 2, 
sa = (Pag -na ) /v2, 


48 = (29 - 2O — DO + 002) /2, (46.10) 
a = (aR -i 900) /Va, 

gh = (-r AD +prima + pms) /2, 

i= (7 2g — ng) /VE 
T (P _ 056G) _ 0-16( 

da= (2 -paf — p 1052) /2 

m 0 0 让 p 

DPE(T)= | 0 1 D>) = Vi -1 v2 (A6.11) 
0 0 n p Vi -p 
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$ 
BA 
lI 


ae — 12902) / 8, 
PB) png?) /V3, 
0 
-pnd — p-10 2959) / 8, 

a = (e?) + aR- afp) / vs, 
% = (re 
ai= oea matt) 1 
=l- 
(i 
G 


$= > - a9 + 92) / 8, 


$ 
xi 
!I 


pinag — pn" 1 900) /V3, 


26 = (Pa -+n ) /v3, 

G_ = (eb) + a9- æ) / 8, 

TT 

r= (一 12919) /v3, 
48 = (ma trag - mal) /VS, 
é$ = -ps - m 1909) /VS 

O -preat 
gz = (mee 1209) /V3, 
O4 at 

$; = (s) - $s; + 29) 


DC (To) = diag(n?, n, 7 n°} 
-A -p -p> 1 


1 =p E < 
Dc(S = 一 
(0 大 | -rr -1 1 — 

1 -pl -p -1 
óE = (52 +p a +a) WB, 
= (pr 9- n? 912 ) / 8, 
$4 = (n 253) + / 2, 

$Ë = (mea - pna) / 3, 
= (Vna +p A +p? a9) / VB, 


(A6.12) 


(46.13) 
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#Ë = (pina? — pn" 2 919) /V3, 

ét = (VEA + af =p 200) V, 
m 190 =at) 7V3, 

VEn ?0 — pya — pe 900) /VT 
PA 二) /V3, 


( 
i= C 
E 
‘=(- 
b= (n 289 Sneg) /Va, 
(- 
b= (5 
= 0 
5 


" 


-naio - 2612) /Va, 

v5909 + V590 ~ IO ~ 942) /VT (A6.14) 
AD +r? a) /V3, 

28) +m" 90) /va, 


ii 


" 


(pra - piia) /v3, 

(- Vira 一 p? maD - pna?) WB, 
1 = (n8 +n) /v2, 

(VEAR +p GY + p 2919) /VI 


f" I 


A é 28 Sk š @ £ £ S$ 9k JS 
" 


I. p minia + p 909) /Va 
$Ë = o D + 2190) +p- pa) /VE, 


全 
S 
Il 


maD +pini 900 
289 +p 10 1902) /V3, 
Pg sna) IB, 
_p- 1090) + m? 909) /V3, 
V5 +p-? a +p) /VT 


š 
II 


合 
S= 
i 


š 
l 


DR (To) = diag{n?, n, 1, n”1, n 2), 


p? 2 VE 2 P? 

I 2pl p -v6 -p° -2p (A6.15) 
DH(S1) =5 V6 -v6 -1 vő V6 
2p -p° VE p -2p! 
pP -2p V6 -2p! p° 
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附录 7 SO(3) 群 和 SU(2) 群 的 同 态 关 系 


我 们 来 证 明 SO(3) 群 元 素 RA, w) 和 SU(2) 群 的 元 素 +u, w) 间 的 一 二 对 应 
关系 式 (A.41), BP 


u(ñ,o) (E -Pul w)! = #- [Rå w) (A7.1) 
把 记分 解 为 平行 和 垂直 妆 方 向 的 分 量 
F=ña+rhb, ñi =0, (#.P) =ë-ña+8-. Mb (A7.2) 
利用 式 (4.34) 直接 计算 可 得 


uf w) (8 ñ)u(ñ,o)”1 =- ñ, 
u(ñ,o) (8 Maw) = 8. i, (A7.3) 
m = rh cos + (ñ x rh)sino 
前 式 是 显然 的 , 后 式 证 明 中 要 注意 m 和 多 互相 垂直 . 证 明 如 下 
人 faeos 人 (3 = i(G i)sin (3)} (E-r) {100s (2) +i(ë-ñ)sin (Z)) 


= (E-r) [cos (2) F - sinw {E -ñ) (8 m) — (F) (2-0) 


+ (2: ñ) (m) (Fñ) [sin (2 

- ñ) (8 ' rh) — (8 M) (E - ñ) = 28 - (ñ x rh) 

À) (EM) (ë ` ñ) = i (8 - (ñ x rh)) (Z - ñ) 

= -2 (ñ x M) x ñ) = —#- rh. 

希望 读者 能 独立 地 做 此 计算 , 以 熟悉 矩阵 矢量 z 的 运算 方法 . 这 种 方法 本 书 中 将 多 
次 用 到 . 把 式 (A7.3) 代入 式 (A7.1) 右边 , E-r 


qa a 


T) = ña + rhbcos + (ñ x m)bsinw = R(ñ,o)F (A7.4) 


从 图 A7.1 容易 看 出 , 位 置 矢量 经 转动 RA w) 后 , 正好 变 成 矢量 rl. 这 就 是 
式 (A7.1). 
rb 
2 C mb ûxm 


o ñ 
图 A7.1 KRH ñ 方向 转动 w 角 的 变换 
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附录 8 采用 欧 拉 角 参数 时 的 群 上 积分 元 


计算 的 困难 主要 在 于 恒 元 邻近 的 一 个 测度 为 零 的 区 域 (8 = 0), 群 参数 和 群 元 
素 是 多 一 对 应 的 . 这 样 , 恒 元 邻近 的 密度 函数 Wo 以 正比 于 6 的 方式 趋 于 零 . 同时 ， 
恒 元 邻近 元 素 的 参数 也 不 都 趋 于 零 . 

设 恒 元 邻近 元 素 4 的 三 个 欧 拉 角 参数 为 (ao, Bo, Y0), 则 可 取 


Q0= -+r, 加 = 上 


其 中 , qo 是 有 限 数 , r At 是 无 穷 小 量 . 按照 式 (4.47), $ AR = F', 要 计算 


W(A) _ Wao bow) Wot _ |38 86 op 835 
W(R) Wapa) — Wapa) | do0 55 ów : 


在 民 参 数 不 变 的 条 件 下 对 ao( 即 r), fo( 即 t) 和 yo 求 偏 微 商 , 计算 结果 保留 到 t 和 
r 的 一 级 小 基 . 引入 符号 

Sa =Sin@, Ca = cose, so = SiN Y0, co = cos Y0, 

sg =sinó, ca =cosñ, sinfo=t, sin ao = 一 so + rco + 72s0/2, 


sy=siny, cy=c0sy, cosño=1-#2/2, cosao = co + Tso — r?co/2 


由 式 (4.60) 得 


. 1 一 r2/2 一 tcg/2 —r—t2coso/2 tco+rtso 
R(ao, Bo, %0) = r — t?soco/2 1—r?/2 — t?s3/2 tso + rtco 
一 tco tso 1- t?/2 
代入 
R(oo, Po, Yo)R(a, BT) = R(a', P',Y) (A8.2) 
利用 式 (4.60) 计算 o”, B' 和 YY. 先 比较 等 式 (A8.2) 两 边 甜 阵 的 第 三 行 第 三 列 元 素 ， 
解 出 PB 
cosB’ = cp — tsg cos(a + Yo) — tcg/2, 
PB = B+tcos(e + 0) + Ë2(ca/sa)sin2 (e ++), 
sing’ = sg-+ tcacos(o + Y) — t?sg/2 + (t?/sp)sin? (e + qo) 
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其 次 , 比较 矩阵 的 第 三 行 第 一 列 (或 第 二 列 ) 元 素 , 解 出 Y 


— sin p’ cos = —sgcy — tcacy cos(a + y0) + tsy sin(e + Yo) + t2spcy/2, 
cosy = ey — t(sy/sp) sin(a + y0) ++- °, 
yY = y+ (t/sp)sin(a +) +-+- 


其 中 , 删 去 的 部 分 是 关于 P 的 项 . 由 于 B 和 Y 都 与 无 关 , 它们 对 qo 的 偏 微 商 都 
是 一 级 小 量 , 对 a 的 计算 也 只 需要 算 到 一 级 小 其 .比较 和 矩阵 的 第 一 行 (或 第 二 行 ) 
第 三 列 元 素 , 得 


sin f’ cosa’ = casp 一 rsasB 十 tcpco， 
COSA’ = Ca — TSa + t(sacp/s8)sin(a + +o), 
aœ = a +r — tcot B sin (a + y0) 


代入 式 (4.47) 得 
Wt 1 —cotĝsin(a + 70) 1 , 
Tes 可 = 0 cos(qo + o) -tainle+m) |= np (A8.3) 


0 sin(a +yo)/sing tcos(a + %o)/ sin 8 


得 W(e, B, Y) = Wo sin 6, 归 一 化 后 得 式 (4.65). 


附录 9 三 维 转动 群 的 表示 矩阵 di (06) 
为 简化 符号 , 下 面 关 于 和 矩阵 元 素 d (w) 的 表 式 中 , c = cos(w/2) 和 s = sin(w/2). 
式 (4.74) 给 出 d (w) 矩阵 的 一 些 对 称 性 质 , 使 得 有 些 和 矩阵 元 素 可 以 很 容易 地 由 另 一 
些 矩 阵 元 素 算出 . 如 把 w 换 成 x -~ w, 只 是 把 表 式 中 s 和 互 换 , 又 如 由 
dlw) = DE ,_ (o) = (1) diw) = -Dd _ (z — o) 


我 们 只 需 列 出 满足 u> v > 0 条 件 的 矩阵 元 素 di, (w) 


Dow) = 1, dinae) =o, ' 

dl (o) = 2, dha (o) = Vaes, 由 ao(o) = 2 — 2, 

四 sja(w) =ë, 四 Jsja(w) = V5cs， daa ae) = e — 2c82, 
Gaw) =å, d alw) = 28s, d (w) = ct — 328, 


Baw) = Võds?, Balo) = V6(cs— cs), d olw) = ct — 40s? + st 


附录 10 ” 球 谐 多 项 式 “455. 


dfa sp0) =, das) = Victs, 

dala splo) = č — 462, diaspo) = Vi0css?， 

dila aya) = V2(2cs — 328?) , diha 2) = č 一 6c3s2 十 3cs4， 
dao) =e, dalo) = V6es, 

d alw) = c6 — 5c4s2， B (w) = Vi5c4s?， 

d} a(w) = VIO (cs — 2883), d (w) = À —8cts2 + 6284, 

dalu) = 953, Balo) = VID (ts? — cst), 

d (w) = 2V3 (cs — 368? + cs) , B olw) = c6 — 9c4s2 + 9c2s4 — sù, 

dha rlo) =d, diha ralo) = V7css， 

dafa sa (e) = e! — 66582, dia 7/2(w) = V21c5s2, 

人 sra(w) = V3 (2css ~ 5c4s3) , d/a aya (e) = c! — 10c5s2 + 10c384, 
dl/2 1/2(w) = VS5c4s?， dila sya) = V5 (3c5s2 — 4c384) 
diaz) = V15 (cs — 4cts3 十 2c2s5) , daa ae) = c? — 12c5s2 + 18c3s4 一 4cs6， 
di (e) = °, dš a(w) = 2V3crs， 

di T (o) = È — T0582, di alw) = 276582, 

då 3(w) = VIA (c's 一 3c5s3) , då alw) = c° — 1288? + 15c4s4， 

di a(o) = VTS, di (o) = V7 (38s? — 5cts9)， 

di a(w) = VŽ (3c7s — 15c5s3 + 10885), df (w) = c° 一 15c5s2 十 30c4s4 一 5c2s6， 
djalo) = VT, dhal) = 285 (es — es), 


då alw) = VTO (3c5s2 -8c4s4 + 3c2s6) , 
då (w) = 2V5 (c's — 6c5s3 + 6c3s5 — cs?) , 
dó o(w) = c° 一 16c5s2 十 36c4s4 一 16c2s5 十 58 
附录 10 球 谐 多 项 式 


球 函数 Y+, (0, p) RE rt 后 是 直角 坐标 的 《次 齐 次 多 项 式 , 称 为 球 谐 多 项 式 . 为 
了 符合 通常 习惯 , 这 里 直角 坐标 写成 z, y 和 z, 而 不 取 符号 zi, zz 和 za. 下面 列 出 
球 谐 多 项 式 基本 公式 和 若干 具体 形式 (m = 4 £ — 1 3 £ < 4) 


1⁄2 
reyt (f) = EE) rtemedt 0 (0) (A10.1) 
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rfY£(f) = Cy en (z + iy) (A10.2) 
rY) = 所 { my” @+i) z £>0 (410.3) 
vayg =1. /Eh =+ (+i), 
3 V2 
/Em a JE = l+, 
/Er =F (z Łiy)z, zay = = (322 — r2) 
/Ev = += (z +iy)?, YY = E (tiy)? z, 
Hyh =Y (eti) (82-7), syg = Z (522 — 3r?) z. 
/Er te, NE =s h etw z 


Vya, = = (z +ig)2(722—r2), 
Jas = + (æ tiy) z (12 = 3r?) , 
JEn = T (35z4 一 30r2z2 + 3r4) . 
附录 11 EFHF AREER 


在 基 子 力学 中 , 就 根据 角 动量 算 符 L。 的 对 易 关 系 式 (4.112), 在 L? 相同 本 征 值 
的 本 征 函 数 构成 的 有 限 维 函 数 空间 中 , 选取 关于 La 的 最 小 不 变 函 数 空间 , 取 Ls 对 
角 化 的 表象 , 计算 出 生成 元 的 矩阵 形式 式 (4.78), 称 为 角 动量 的 矩阵 形式 . 现 简单 解 
释 一 下 计算 过 程 . 

引入 L+ = Lı + iL2, W) 


{Ls, Lx] =+L,,  [L+, L-) = 2L3, [L?, La) =0, 


L =} L = I+ L+ L-L, = L} — Ls + L4 L- 
a 


车 |m) 是 Ls 的 本 征 状态 , 本 征 值 为 m, 则 Lalm) 也 是 Ls 的 本 征 状态 , 本 征 值 为 
m + 1. 在 D 的 相同 本 征 值 的 简 并 本 征 函 数 空间 中 , 因为 简 并 度 有 限 , 则 必 能 找到 
Ls 最 高 本 征 值 的 本 征 状 态 , 本 征 值 记 为 4 


Lal) =4), L48 = 0 
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由 此 可 求 出 到 的 本 征 值 为 E+). 多 次 用 工 _ 作用 , 由 于 简 并 度 有 限 , 次 数 足够 多 
后 必 有 
ZIO=0， Lm|]0 #0, 0<m<n 
则 
LaL? |8) = (£—n)L2le), 
L2Dn|0) = (一 站 (一 mm 一 JE =L(C+DEE) 
解 得 ”的 正 根 为 24, 故 只 能 取 整 数 或 半 奇 数 . 设 


L-|m) = 4mlm -1 ， -<m<e 


其 中 , Am 是 待定 常数 , 4-e = 0, 其 他 Am 不 为 零 . 现在 来 证 明基 |m) 在 L+ 作用 下 
和 |m + 1) 成 比例 , 就 是 说 , 这 个 24 + 1 维 空间 对 角 动 量 算 符 L, 是 封闭 的 . 用 数学 
归纳 法 , 若 下 式 成 立 


Lln) = B,+i|n + 1), m<n<¿, Bai = 0 

WEHEX n = m — 1 > -e 也 成 立 ， 
其 中 , Bn+l 是 待定 常数 

2m|m) = 2Lə|m) = [L+, L-]|m) = AnL+lm— 1) — AmriBntilm), 

Lalm — 1) = (A,,) ' (2m + Am+1Bm+1) |M) = Bmlm) 
证 完 . 上 式 同 时 给 出 递 推 关系 

Awa Ba = Aa Ba SSW = Au. Bs nm) 
A B,,-(m+0 — (m — #)(m +£ + 1) 
= (#+m+1)(—m) = (Thy)? 


选择 基 的 可 乘 因子 , 使 Am = Bm = T 为 正 实数 , 得 式 (4.78). 


附录 12 ” 李 代数 的 理想 和 李 群 的 不 变 子 李 群 


我 们 来 简要 说 明 李 代数 存在 非 平庸 理 想 是 李 群 存在 非 平庸 不 变 子 李 群 的 充 要 
条 件 . 

设 五 是 李 群 G 的 不 变 子 李 群 , A(a) 是 H 的 无 穷 小 元 素 , 生成 元 记 作 1,, RÆ 
G 的 无 穷 小 元 素 , 生成 元 记 作 h. 根据 不 变 子 李 群 的 性 质 , RARA = B fy: H 
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中 的 一 个 无 穷 小 元 素 . 在 群 G 的 一 个 真实 表示 DG) 中 


g h 
D(R)=1-i) rjlj+, D(A)=1-i) aulu 


j=1 p=1 


h 
D(R)D(A)D(R)-1D(A)-! = 1— > > wan ls, +- 


这 里 我 们 并 不 关心 8, 具体 等 于 多 少 , 而 关心 的 是 生成 元 j 和 1, 取 对 易 关 系 (FR 
数 中 的 乘积 运算 ) 后 , 仍 属 子 李 代数 Cr, 即 Ca 是 Co 的 理想 . 

另 一 方面 , 若 Cr 是 Co 的 理想 , 4(a) 是 H 的 无 穷 小 元 素 , R 是 G 的 任意 元 
K. 先 假定 群 G 存在 指数 映照 , 即 R 可 以 表 为 生成 元 的 矩阵 指数 函数 . 利用 第 四 章 
习题 1 的 公式 , 有 


h 
D(R)=eX, Dp(A)=1-i alu, Xele, lelan, 
p=1 
h o0 
DBDDU)DU 1 =1- iY” oD G IX, IX, aN 
u= n=0 
根据 假设 Cr 是 Co 的 理想 , 有 


[X, [X, = [X, Ip] J| € Cr 


因而 D(R)D(A)D(R)-! € H. 对 一 般 情况 , 根据 李 氏 第 一 定理 , R 可 以 表 为 生成 元 
和 的 矩阵 指数 函数 的 乘积 , 上 述 证 明 仍 成 立 . 


附录 13 SU(2) 群 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 
先 推导 计算 中 常用 的 有 关 组 合 数 的 求 和 公式 , 这 些 公式 可 由 下 面 二 项 式 定理 来 


证 明 
S ! 
oa 
(La 一 Èe |) 


其 实 这 里 不 用 太 注 意 求 和 指标 的 取 值 范围 , 因为 一 旦 它 超出 此 范围 , 分 母 会 出 现 负 
整数 的 阶乘 , 从 而 使 该 项 为 零 . 分 别 用 两 种 不 同方 式 计算 下 面 二 项 式 , 再 做 求 和 指 


(A13.1) 


附录 13 SU(2) 群 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 .459 . 


WER, 就 可 证 明 三 个 恒等式 . 首先 


m 


OLLORO 


得 
< v u+u 
E) (..,)-( x ): (A13.2) 
> {pv — r + p)!(u — p)!(r — p)!) = ITE 
其 次 
a UA b-a+m-1 
(1+2) x= D™z ( ) 
-utara 5 (5) genre (E) 
n "3 t 
u aiia EN A b+m-n-1 
=Z 1)mz 2 1) (°) ( ssp ) 
得 
u =p ra v-u 
> Bi (G) a ( É 让 (Al13.3 
y ee- Ein) ý 
7 pu p)(r =p)! uriw- u=r)! 
最 后 
Ce A mm { ot+b+m—1 
人 ( m ) 


= (+z) *( +2) =PO)" ra "goet ws ') 
n 3 t 
Daen sp E 


n m-n 
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u+p—-1 py p= Y ` u+u+r-1 
5 5 5 s 
> (u+p-D!e+r-p-1!_ (u+u+r- Du D! — 1)! 
p!(r — p)! rj!(u + v — 1)! 


(A13.4) 


现在 介绍 由 递 推 关系 式 (4.137) 计算 CG 系数 的 方法 . WA (4. I7; 的 上 面 符 
号 B M = J, 则 等 式 右面 项 为 零 、 逐 次 取 p 一,j 一 1，…, 可 把 OH, yyy 用 
Cuy 表 出 


jk 
Oja- 


(A13.5) 


E: ju fJ +k-p)!G+k- JG +) 1 
Ceo-am = IF {5 FEE- J +G — a 


由 于 Cih pJ; 是 正 实数 , 用 归 一 化 条 件 (4.138) 和 式 (A13.4) 可 算得 
i _ (23)1(2J + 1)! S 
on = {rr O TETT) eno 


T (D 
QT+ DIG + k — JI + k — p) + u)! 12 (A13.7) 
(J +k = jI +j k) +j + k+ DE J +!G -mm} 


BUA, J- M 次 引用 递 推 关系 (4.137)( 下 面 符号 ), 可 把 Ck, psm 中 的 磁 基 子 数 
M 升 至 J. 每 用 一 次 递 推 关系 , 项 数 增加 一 倍 , 总 共有 V-M 项 , 每 一 项 都 包含 
Ok rp 但 m 值 不 同 . m 值 相同 的 项 系数 都 相同 , 这 样 的 项 数 等 于 J — M 个 客 
体 中 取 m 一 上 个 客体 的 组 合 数 . 因此 得 


P T M $ 
Chua = > Cam (mnt) 
Y { (G-u)k-M+uJ+M)J+k-m)!(j +m)! 11⁄2 
G+ p(k + M — pJ- MG — m!(k — J + Aem] 

_ { (2J +1)( + k — JD!(J + M)!(J — M)!(j — p(k- M + p)! 112 

 l(J+j+k+1)(J+ j— k)!(J TTITO M CON] 
SD CFT + k — m)!(j + m)! 

(ü —m)!(J — M + n — m)!(m — m!(m + k — J)! 
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将 求 和 指标 m 换 成 n= m — u, 得 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 的 拉 卡 形式 


Citm-wsm 
_ I (2J + 1)(j + k — DT + M)!(J — M)!(j — p(k- M + p)! y 
u TEN DNJ + j — k)!(J — j + k)!( + p)! k+ M — p)! 


机 > —1)"%t3-B(J + k — # — n)!(j + + n)! (A13.8) 
(j Ea n) E M -n)'ni(n+yp+k- J)! 


n 取 maf Pea k ity miaf per } 


注意 , 因子 (2J + DY2 是 没有 阶乘 号 的 . 
通过 下 列 求 和 指标 替换 步 又 , 可 把 克 莱 布施 - 戈 登 系数 化 为 更 对 称 的 形式 ， 
(1) 用 式 (A13.22)) W u=k+M-p, v=J-M-n,r=J-j+k, Ñ p= s, 48 


k+J-pu-n)! 
EFM O] 


=J {K+ Mp S(T -j +k- s)(j -k -M -n+ s)!} 


(2) 把 求 和 指标 n HR t =j- k— M +s- n, HHR (A13.3), W v = 2j — k — 
M+u+s,u=j-J-M+u+s,r=j-k-M+s Ñ p=t, 14 


x CTH + + n)! 

(m)!(k— J +n tn — k — M — n + s)! 

s5 (—1)itM-u-s+tt(2j — k — M + + s — t)! 
(WG— J — MG M+s-t)! 


n 


(3) 把 求 和 指标 s HUR n=k+M — n — s, 14 
Clin oow = (J+1)V2AG,k,J) {G+ — I)! 
x (k + M — /)!(k — M + n)!(J + M)!(J — M)I)'2 
x 3 (—1)" ((n)!(J —j— M ++ n)!(J — k + #+ n)! 


x Gp MG 


0 j-p 
n 取 max4 j+M-pu-J fọ, mind k+M-p (A13.9) 
k-p-J S eka 
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其 中 |p| < j, |M — u| < k, |M] < J, lj -k| < J <j +k, șI 


_ f(a+b-o)(b+c-a)!c+a- b)? 
Alabo) -= { (a+b+c+1)! ) 


(A13.10) 


这 公式 称 为 克 莱 布施 - 戈 登 系数 的 范 德 瓦 登 (Van der Waerden) 形式 . 

现在 介绍 由 式 (4.132) 直接 计算 CG 系数 的 方法 . 把 以 欧 拉 角 作为 参数 的 D: (o, 
p,7) 函数 式 (4.73) 代入 , 由 于 式 (4.136), 等 式 两 边 与 a 和 + 角 有 关 的 指数 因子 正 
好 消去 . 将 相似 变换 矩阵 移 到 等 式 右面 , 得 


dip (0)4( r> 9, Fiaut durera PCs (A13.11) 


利用 di 函数 的 正 交 关 系 式 2 77) 得 


Ohiu ior = zaf d sinjdl tworN(B)do(B)dzA(B) (A1312) 


B p = j, A= —k, A dš 的 具体 形式 式 (4.72) RA, 并 利用 积分 公式 


3 | 8 kes0/9P° in(0/2)” = min (A13.13) 
@ 
Ci o% — (22 + D) ((2)!(2k)1)1/2 
HvJ (u+v) j(K) IG-k) T (J+j+k+1)! 
tj- KENI — j+ KI + EC u — 1112 
< Q +G aE + (E — o! } (Ea 


2> (—1)"tk+e(J +k +u- n)!(n + j — p)! 
(J—-j+k-mn)!(J+u+u-n)nln+j-k-uu- u)! 


先 计算 CI psg- Ë n = j fl v = —k, f8 


(o ) z I+II +j- k)! 
j(-k)JG—k) (J+j+k+1)! 


nf J-i+k J+j+k-n 

xx ( D ( n en 

注意 它 是 正 实数 , 利用 式 (A13.3), 取 4= J —j+k,u= J+j+k,r=J+ji- k 
p=n, 得 


jk z 
Ciwsg-) = 


{ (2J + 1)(2j)!(2k)! y“ 


G Titk+DMGQ +k J (A13.15) 
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再 代入 式 (A13.14) 得 
di _ ÍG+k- JJ j+k(J+j-—k112 
Cat -{ (J+j+k+1)! ) 


u (EEDU tatOU caen 
(G + u)! — pI + v)!(k — v)! 
x (1) ++ (J + k +p- n)!(n + j — pn)! 
w (J-ji+k-n)!(J+nu+u-nintn+j-k-u-u)! 


将 对 n 求 和 换 成 对 m = n 一 kk 一 v RA, 再 把 求 和 指标 m 重新 记 作 n, 得 克 莱 布施 
一 戈 登 系数 的 维 格 纳 (Wigner) 形式 


Cik = | 


(2J +1)(J + +VII -po 
u J(n+u) = "TIG — 7 It. 


G + mW! — p)!(k + v)!(k — v)! 
5 (-1)}°(J+u-v-n)(n+j+k-u+v)! 
— (J-j-uv-n)!(J 一 大 十 人 一 min 十 大 十 Zi 十 一 AL 


—k—v J-j-v 
n 取 max s=, min 
=j FÉ 了 一 大 十 及 


下 面 用 展开 式 (4.147) 的 方式 列 出 若干 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 , 但 波 函 数 采用 狄 
拉克 符号 , 即 把 py, (cO) 记 作 ||J, M), 把 viO yka) 记 作 lj, plk, v) 


(Al13.16) 


ll, M) = X Citu-uygu l, u)|k, (M 一 个 ) (A13.17) 
r; 


列 出 的 克 羔 布施 “ 戈 登 系数 有 
Jü + E), G + )) = B j), k) 
NG +),G +k 1)) = Cg le, k = 1) 
+ (去 ) b, G - D)Ik, k), 
IIG + k), (j + k — 2)) = = i lj, j)lk, (k — 2)) 
+(e) va-d e-D) 
(i) uG- 0, 
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= (2j)!(2k)!( + k +M)! + k — M)! 1⁄2 
M D sa aaa zl 
xli, n), (M — p)) 
(A13.18) 
这 些 式 子 都 可 用 降 算 符 L， 多 次 作用 在 第 一 式 两 边 得 到 , 但 要 注意 对 乘积 波 函数 ， 
降 算 符 要 分 别 作用 到 两 个 波 函数 上 , 然后 相 加 , 即 降 算 符 为 


L_x1+1xL_ (A13.19) 


利用 升 算 符 L 作用 为 零 的 条 件 , 或 用 与 上 述 展开 式 正 交 的 条 件 , 再 考虑 相 因子 的 
规定 , 可 计算 不 同 J 的 最 高 磁 量 子 数 状态 (M = J) 的 展开 式 , 它 是 式 (A13.7) 的 另 
一 表达 方式 


: 1⁄2 
IG+k-D,G+k-D)= (74) uae e-o) 


1/2 
- ($) 0-H, 
2j(2j — 1) KIP 
latr- G+- = [a a) Hee- 
2(2j — 1)(2k — 1) PAP 
ee 5) WG leh) 
2k(2k — 1) 22 
5) lG - la, 
lly,J) => (0D7 
Ç 
x{ (2J + DIG + k — JIJ + k — A!G + 2)! y. 
(J+k- jJ + j— k)!(J + j+ k + 1)!(k — J + n)!(j — n)! 
xli, lk, (J — n) 


(A13.20) 
然后 再 用 降 算 符 式 (A13.19) 作用 , 可 计算 其 他 状态 的 展开 式 . 这 也 是 计算 克 莱 
布施 - 戈 登 系数 的 一 种 重要 方法 , 将 在 第 七 章 做 详细 讨论 . 
当 上 =1/2 和 k=1 时 ,有 


3 a _ [i+ M +1/21!2 
| 好 + } 
aay 


(413.21) 
Jt =R a k asss gs Cl 
Canan] pu T Cl 303)u s { 2j+1 
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Cg _1G+M)GLM+IDT1A 
(M+1)(+1)G+1)M — 2(2; =. DG + D 3 

o’ _ [UMU F M+D1'2 

(M+1)(+1);M — F 0+1) ， 


1 _TGFMOGFM+DT 
CUDEDG-DM = 人 ' (A13.22) 
ch _ [G-M+1)G+M+1) 1⁄9 
pe @j+)G+D I 
ea =— M _ œ! =. Í[G-M)G+M a 
MOM TED o MRM Jej +) 
下 面 再 列 出 部 分 CG 系数 值 
o o ; _ fi i o\_ y 
(erh =l, O o= ( RE ) =+ A (A13.23) 
1, 当 p>v 
VIC = O, 当 p=v (A13.24) 
-1, 当 u<v 
jk š 2k jk 20—k)+1 š 
GCC-6- = CD a-pe- = zi 32k (Al3.25) 
Cs_nou = CO MD M) 
={ (2J + DDT +k — j)!(j + k — M)!(J + M)! 站 
ULG+k-JI+7T-RIT+7T+k+DUIKR-7+MJU7T M)! 
(A13.26) 
CO 的 =0， “4 L-h-h=#% (A13.27) 


式 (A13.26) 反映 了 两 子 系统 的 宇 称 乘积 必须 等 于 复合 系统 的 宇 称 [ 见 式 (4.152)]. 


附录 14 ” 拉 卡 系数 的 计算 


现在 我 们 来 用 求 和 公式 (A13.2)~(A13.4), HER (4.159) 定义 的 拉 卡 系数 具体 计 
算出 来 . 计算 中 取 M = J, 并 作 符 号 简化 


a=j, b=k, c=J, d=0, esha, f= Ts, 
a=J-v-p=p, Y=J-p=n+u 
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把 式 (A13.7) 和 式 (4.141) 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 代入 式 (4.159), 得 


Wlabcd; e f] 
_ (—1)ehte+d4A(a,b,e)A(e,d,c)A(b,d, f)A(a, f.c)(2c + 1)! 
a (c+d-e)!(c-d+e)!(c+a-— f)!(c — a + f)! 
x > (—1tt"(a + oa)!(e + f — o)!(e +z)!(e + d — 7)! 
aytn 


x(b+a-— y)!(b— a+ y)Ht!(a — b+ e- t)!n! 
x(—b+d+ f - n)!(a +a- t)!(—a +b- + t)! 


x(ce+d-y-n)!(b-c-d+a+n)!(e+y-t)! 
x(b-e-a+t)!(c+f-a-n)!(b- c- f+y+n)!} 
(1) 用 式 (Al13.2), W u = -a +b- y +t, v =a+a-t,r=c+d-y-n Ñ 
p=m-e- f 


(b+ ea- 7)! 
(a+e-t!(—a+b-y+t)!(e+d-y-n)!(0-c-d+a+n! 


= {(m-e-7)!(-a+b+e-m+t)!(c+d+e- n- m)! 


x (a-c-d-e+a-t+n+m)!} 
(2) MR (4.147), W u = b-e-a+t,v=e+y-t,r=c+f-a-n® 
p=c+f-e-n-m+t+u, 得 


(b — e + z)! 
(e+y-t)!(b-e-a+t)!(c+f-a-n)!(b-c-f+y+n)! 


=> {(c+f-a-n-m+t+w)!(b-c-e-f+n+m-w)! 


x(m—t-—wu)!(e+y—m +w)!} "1 


(3) 按 式 (A13.4) 对 a RA, W u = n+m-t-w+1, v =c+d+e+t-n-m+1, 
r=a-d-e+f+wňMp=c+f-a-n-m+t+w, 14 


(a + o)!(c + f — o)! 
> (a-c-d-e+a-t+n+m)!(c+f-a-n-m+t+w)! 
_(a+c+f+1)!(n+m-t-w)!(c+d+e+t-n-m)! 
i (a-d-e+f+w)(c+d+e-w+1)! 


(4) MR (A13.2), W u =a -b+e-t, v =-—a+b-e+n+m-w,r =n 
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p= j, 8 
(n+m-—t— u)! 
(mu ta- b+ e — D!(n)! 
(—a+b—e+n+m-u)! 
-> ja b+e- t- atb e +m < + j)!(n — j)! 


(5) 用 式 (A13.2), W u = —b+d+ f- n, u = b+c+e- f +t—m, r = t #tl 
p=k, 得 
(c+d+e+t-n-m)! 
(-b+d+ f- n)t(c+d+e-n- m)! 
=° (b+c+e-—f+t-m)! 
Ç kICh+d+ f —n— k)! — k)! + c+ e— f — m + k)! 
现在 我 们 算得 
Wlabcd; e f] 
_ (=1)ètetdA (a, b, e)A(e, d, c)A(b, d, f)A(a, f,c)(2c + 1)! 
g (c+d-e)!(c-d+e)(c+a- f)!(c —a+ f)! 


x(a+c+f+1)'> 7 (e+%)(e+d-4)5 (G) ' 
CODE (C ai s {[b+c+e-f+k- wie qi= ay 
k m 


x {(a-d-e+f+w)!(e+c+d-w+1)! 


x (-a+b-e-m-w + j)(e+y-m+w)!} 
x (-1)"(-a+b-e+m +n- w)! 


x [0-2 Pimin-aoMaBjpu-braikp=- kia 
x (—1)t'((-a+b+e-m+tb(a-b+e-t-j)- k) > 
t 


(6) 按 式 (A13.3) Xt t RA, W u = 2e — j- m, v = a +c +2e — f — j — m, 
r=a-b+e-j-k#lp=a-b+e-j-t,f% 


(-1't(b+c+e+t- f-m)! 
> (-a+b+e-m+t)!(a—b+e-— j- t)(t— k)! 


_ _ (1) tb-eti(a +c- f)!üb + c+e— f +k —m)! 
~ QRe-j-m)!(a-b+e-j-k)(b+c-e-f+j+k)! 
(T) 按 式 (A13.3) X n RA, W u = —b+d+f—j—k, v = —a+d-e +f -k+m-w, 
r=—c+d-e-k+m-wu#p=-b+d+ f --k—n,f 


-468 - 附 录 


(—-1)"(—a+b—e+m+n- w)! 
> b- ce ftm+n- wn j)Cb+d+f k= m! 
_ (-1)[4-ftk(—a +b —e+j+m  u)!(—a + c + f)! 
 (—b+d+f-j-k)!(<c+d-e—-k+m-uwu)! 


x((-—a+b+c-d+j+k)) 
(8) 按 式 (A13.2) Xt w RM, W u = -c+d-k +y, v =a+c+f+l, r = 
c+d+2e—-m+vy+1# p=e—-m+u+% 4 
> ((a-d-e+f+u)(e+d+e-u+l) 


x (e—m+u+%)!(—c+d-e—k+m =u)" 
=(a+d+f-k+“Y+1)!((-c+d-k+)!(a+c+ f + 1)! 
x (e+d+2e—-m+w+ D)!(a — c — 2e + f — k +m!) "' 
(9) 按 式 (A13.2) 对 m RM, W u =e-j-y v=a+d+f-k+y+1, 
r=c+d+e+1 Ñ p=-e+m-y, f% 
5 ((e+m-)(ce+d+2e-m+w+ 1)! 


m 


x (a — c- 2e + f — k + m)!(2e — j — m)!) 
=(a+d+e+f-j-k+1H(e-j-7y)!(a+d+f-k+y+1)! 
x(c+d+e+1)!(a-c+ f- j-—k)!} 
做 替换 n= j+ k, 得 
Wlabcd; e f] 


_ (—1bte-e-fA(a,b,e)A(e,d,c)A(a, f,c)A(b,d, f)(2c + 1)! 
本 (c+e-d)!(c-e+d)!(c+d+e+1)! 


xY (1) (a+d+e+f-n+1)!{(a-b+e-n)!(b+c-e-f+n)! 


x (a-c+f-n)!(-b+d+f-n)!(-a+b+c-d+n)} 5 {(e+7)! 
7 
x (c+d-7)!} J  ((n— k)(k){-c+d+ y- RA)!(e—y—nt+k)!} 
k 


(10) 按 式 (A13.2) X k RA, P u = n, v = -c+d+e-—n,r = -c+d+ v H 
了 = 得 
> A(n- k)(k)(-c+d+y- ke—7y—n+A!} 
ai (-c+d+e)! 
~ n(-c+d+e-n)!(—c+d+7)!(e- 7)! 
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(11) 按 式 (A13.4) X} y RA, M u = c—-d+e+1, v =c+d-e+1,r = —c+d+e 
A p=-c+d+y, f 


> (e+%)—(e+d—)! _ (c+ d+e+1)(c-— d+ e)!(e + d — e)! 
(—c+d+%)!(e-—%)!' (—c+d+ e)!(2c + 1)! 


由 此 得 
Wl abcd; e f] 
= (—1)**=-<-fA(a,b,e)A(e,d,c)A(b,d, f)A(a, f,c) 
x) -D la+d+e+f-n+1)Hn!(b+c-e-— f+n)! 


x(—a+b+c-d+n)!(a-b+e-n)!(-c+d+e-n)! 
x(—b+d+ f —n)!(a — c+ f — n)!) "! 


最 后 做 求 和 指标 替换 , 得 式 (4.162). 
下 面 列 出 若干 67 符号 , 其 中 指标 d 取 较 小 的 值 0, 1/2 或 1. 
abel (—l)etb+e 
0 c bf (@+)@c+1))2° 


= (se f (a+b +c+I(-a+b+e t/a 
1 “2 2b)(2b + 1)(2c)(2c + 1 r 


se e 
a 
' = 
wi 
~ 
l a 


a 
~ 
° 


= (—-1)e+i+c a-b+o)(a+b-c+1) |”? 
a b+1 pi 2b + 1)(2b + 2) (2c) (2c + 1 4 
= (一 1)a+b+e 
ec 一 1 b- V. GY 


x [latbtetl)(atbto(atbto(-atbtc- ld) 
(25 — 1)(2b)(25 + 1)(2e — D(2e)(2e + 1) 


a b c 
= (—1)etb+c 
$ c-l | CD 


X [e= 1)(a-b+c)(a+b-c+ Mertzeg)" 
CA + + 2)(2e — 1)(2e)(2c + 1) 


a b c 
= (—1)a+b+c 
[: T a D 


e a 一 b 十 c)( 一 和 


el- 


2b(2b + 1)(2b + 2)(2e — 1)ce(2c + 1) 
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7 abc = (—1)etb+e+1 
1 e $ 


x (a+ b+ c+ 2)(— a + b + c) — (a + b — c)(a — b + c) 
((2b)(2b + 1)(2b + 2)(2c)(2c + 1)(2e +2}? 
= (Dartte a(a + 1) — b(b+ 1) — e(c + 1) 
(b(2b + 1)(2b + 2)e(2c + 1)(2c+ 2)} 2 


附录 15 协 变 张 量 和 逆 变 张 量 


设 群 G 是 由 维 方 矩阵 R 集合 构成 的 矩阵 群 , 把 RARE N 维 空间 的 坐标 
变换 


Ta za =). Rasta (A15.1) 
d 
则 包含 N” 个 分 基 , 在 变换 R 中 按 下 式 变换 的 量 T(z)o an 
[OnT(z)jo as = JO Ria Ra T(R-lz)a-a, (A15.2) 
did, 


称 为 关于 矩阵 群 G 的 n 阶 协 变 张 量 场 . 如 果 张 基 分 量 与 坐标 z 无 关 , 则 协 变 张 基 
场 简称 协 变 张 基 . 协 变 张 基 场 可 按 协 变 张 基 基 eu 展开 


(Obi---bn)a,..an = arb danbn (A15.3) 
T(z)= Ü T(z)o Bei 


bib, 
T(z)a-a, = Y  T(z)x-+, (@,,...+.)a,... a, = T(z)ai--as 
biba 
展开 系数 T(z)o…a。 在 数值 上 等 于 张 基 分 量 T(z)。,…,, 但 在 G 变换 中 , 它 却 是 一 
个 标 基 , 张 基 的 变换 由 张 量 基 B。,.…,, 来 承担 


(A15.4) 


[OrT(z)]a..0, = [PaT(z)|,,...., 一 了 (Riz)o an 


OPeu -bn = QROb bn = JO aa Raib Ra, 
didn 


(A15.5) 


因为 


[Onew -onla as = 2 Rasdi ** Rosa, [Bts -bmlas -dn 


= Rart: Ro,b, = > [eza]... Rab: Raab, 
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包含 N" 个 分 量 , 在 变换 R 中 按 下 式 变换 的 基 T(r) 
[ORT = 37 T(R (R) (RD (A15.6) 
didn 
称 为 关于 矩阵 群 G 的 n MARKEA. 如 果 张 量 分 量 与 坐标 z 无 关 , WARK 
场 简称 逆 变 张 量 . 同样 , 道 变 张 量 场 可 按 逆 变 张 基 基 B”“*" 展开 
(8 和 ob (Al15.7) 
T(z) = > T(z On, 
bib, 
(we = TE (en 8) = (ajus (A15.8) 
brbn 
展开 系数 T(z)*…" ERUETI T(z)ei en, 但 在 G 变换 中 , 它 却 是 一 
个 标量 , 张 基 的 变换 由 张 量 基 e. 来 承担 
[IOaT(o U" = [PRT(O = T(R) on， 


a < Al15.9 
ORBu on = QROb .bn = ys: (R), a U (Rena, ea. ( ) 
didn 


包含 N"tm 个 分 量 , 在 变换 R chik FREM Ta) 
[OrT(z)l = YD Rac Ranen T(R 2)A:de (R7) 


dha) ` S (Ranan 
cend dm 


(A15.10) 
称 为 关于 矩阵 群 G 的 (n, m) 阶 混合 张 量 场 . 
附录 16 J2, J3, S2 和 Š. 的 共同 本 征 函数 
这 四 个 算 符 是 可 以 互相 对 易 的 , 因而 可 以 有 共同 的 本 征 函 数 . 
设 et9(p) 是 s 阶 旋 基 的 旋 量 基 
Ore (p) = Qre® (p) = eo) Ds,(B) (A16.1) 


则 e(9(ə)x 是 属 SU(2) 群 不 可 约 表示 D° p 行 的 函数 , 是 S 和 Ss 的 共同 本 征 函 数 
Sep) = s(s+ De)(p), — SseG)(0) = pe (p) (A16.2) 


设 工 = R(y,6,Y) 和 To = R(e,0,0), 其 中 9 Ai 是 径 向 的 极 角 和 方位 角 , 则 S 
M Š. = OTST 的 共同 本 征 函 数 为 


Qne) = eo) Ds ,lp,0,0) (A16.3) 


pea 附 录 


本 征 值 为 ss 十 1) 和 p. 
设 pj (z) 是 s 阶 旋 量 , EA SU(2) 群 不 可 约 表 示 Di / 行 的 函数 


OR 亚 ?(z) = D"(B) 亚 (CR 'z) = >， Vis) Ds,(R) (A16.4) 


因而 Pi) 是 J2, Js 和 S2 的 共同 本 征 函数 


J293 (z) = jG + 1)%3 (z), JY}, (z) = 9 (z), S?Y (z) = s(s + 1)¥} (z) 


(A16.5) 
R (A16.4) HIR R 3 T=, I z X zo = (r,0,0), WÍ Tao = (7,9,9) 
D° (T-X (Tro) = Or- Y4 (zo) = 5 Wilo) Di (T) 
TIAR D° (T), 并 把 Tzo EHE z 
We) = E D'()Wš(zo)Di, T (A16.6) 


jeye ttika RERI, 并 把 T 的 欧 拉 角 代入 
Wz) = >  e)(e)D;,(T)9š(zo),DI, (T) 


opv 
= > eV) (o)dz (0) Pi (zo), dk, (Oe em) 


op 
等 式 左面 与 y 角 无 关 , 等 式 右面 也 必须 与 Y 角 无 关 , 因此 pš (zo), 的 一 般 形式 是 

(zo0)p = %,(r)ó,, (A16.7) 
无 论 ulr) 取 什么 值 , 只 要 不 为 零 , 下 式 都 是 J2, Ja 和 S2 的 共同 本 征 函数 


Vi(z) = 5 位 e()(a)Dš,(e,0, o} ó, (r)D} (9,0,0) (A16.8) 


由 式 (A16.3), 花 括号 中 的 量 是 S.F RERA v 的 本 征 函 数 , 因而 如 果 ó, (r) = vp, 
即 式 (A16.7) 中 对 的 求 和 只 有 一 项 时 , wš (z) 就 是 22, Ja, S2 和 号 的 共同 本 征 
函数 

wile) = el) (0) Ds,(p,0,0) Di,(p,0,0)", 

J) =jG +W G), JYT) = utila), (A16.9) 

Saia) = s(s +182), (5-8) 至 zolz) = p842) 
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其 他 方向 的 二 次 轴 生 成 元 带 两 撤 , 萎 方 晶 系 例外 . 
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在 本 附录 的 表 A17.1 中 列 出 7 种 晶 系 , 14 种 布 拉 菲 格子 和 73 种 简单 空间 群 ， 
并 列 出 晶 格 基 矢 的 选择 及 其 与 转动 轴 向 的 关系 . 表 后 面 还 列 出 子 循环 点 群生 成 元 在 
这 些 唱 格 基 矢 中 的 矩阵 形式 .生成 元 符号 上 的 撤 标记 它们 的 转动 轴 方 向 , Wr as Jr 
向 的 生成 元 不 带 撤 , 沿 其 他 方向 的 高 次 轴 或 沿 a, 方向 的 二 次 轴 的 生成 元 带 一 撤 , Wr 


表 A17.1 
W£, 布 拉 点 群 表 成 循环 基 矢 
非 格子 和 简 | WE | ”国际 TRH 的 enii 
mamn | 符号 | 符号 | amer | 关连 | ESNIE 
ERR P Cı 1 Gi 
空间 群 数 2 Ci 1 Gi 
单 斜 品系 | äs 
PA C2 2 C2 Ql=a2 2 
简单 空间 Cs z c, =7/2 z 
群 数 6 Can +2 CiC2 a 
FZTY3 äs ra 
POE D2 22/ C.O; al = a2 2 2 
空间 群 数 13 Dan +27 C,C2C;, = es 士 2 +2 
P,A,C,I, F C 22 C20, =1/2 2 3 
Wr £ Ga ü à +i 
P, I Ca 4 Ca al =a 4 
简单 空间 Sa 4 Sa azoa | 4 
群 数 16 ca +4 CiCa =a +4 
D4 42 CaC2 一 了 /2 4 2 2 
Cav a7 Cc’ 4 2 * 
Doa 42 SC, 4 2 > 
Daa aw SaCY 4 3 2 
Dan 士 42/ C.C C +4 +2 +2 
XFMR as d a+a 
P, 1, F T z2x CSC2C2 aa =a 2 3 
简单 空间 Th 322 Cs ,CxC; =as +2 3 
群 数 15 o 342“ | C;C CZ aa = az 4 3 2 
Ti 342” CaSaC’ =as 4 3 * 
On Fan | CoCecy =n/2 | +4 3 +2 
[77713 P a ~ ã2 
R Ca 3 Ca aa = 3 
简单 空间 Cai 3 Cai = as 3 
群 数 5 Ds 32 CsC; ar =a 3 š 
Cav 37 CsC; =as 3 F 
Daa 32 CaiC2 3 +2 
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品系 , 布 拉 点 群 表 成 循环 
菲 格子 和 简 K 国际 子 群 的 
单 空间 群 数 符号 符号 乘积 形式 
六 方 品系 
P Cs 3 Ca 
简单 空间 Cai 3 Cs 
群 数 16 Das 32/ CC} 
Ds sa” CacY 
Cav 37 C30, 
C3v 32” Cacy 
Daa 32 CaiCs 
Daa az” Cac} 
Cs 6 Ce 
Can 6 Can 
Cen +6 CiCe 
De 62 CeCs 
Cov ez Ce; 
Dan (2A CanCh 
Dan 82” Cs CZ 
Den 士 62/ CiCeCs 
. 六方 蝇 系 循环 子 群 的 生成 元 


1 -1 0 
Cs = [ 1 0 0 ) : 
0 0 1 
1 -1 0 
| -1 0 ) ， 
0 0 -1 
2. EARTEN ERI 
001 
Cs=| 1 o o ) š 
0 1 0 
3. 其 他 各 循环 子 群 的 生成 元 


C=-Ci=1, 


oreorooo 


— QSss>< ss — 
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为 了 看 得 清楚 , 表 中 把 空间 群 国际 符号 里 应 作为 下 标的 量 用 括号 表 出 , 例如 空 
BIR D3, 应 表 为 F +2) 30204 p 现 表 为 F +2 (40) 2'( 叶 3). 表 中 带 星 号 的 空间 
群 是 简单 空间 群 . 


表 A18.1 三 斜 品系 


序号 能 氏 符号 国际 符号 序号 熊 氏 符号 国际 符号 
*1 ci P1 *2 Cl PI 
表 A182 HAR 


P2 P2 


4 fe P2(010) P +2(010) 
*5 c 42 A+2 

*6 ot PĒ P+2(#00) 
7 c? P2(100) P +2(1 10) 
*+8 A A +2(400) 


45(300) 


表 A18.3 EZAK 


序号 MERI 国际 符号 序号 熊 氏 符号 国际 符号 
*16 D} P22/ 32 cs, P22'(1 40) 
{f D? P22 (0}0) 33 e, P2(001)27(3 44) 
18 D3 P22'(# 10) 34 cy PĒ (3 33) 
19 D4 P2(001)2 (1 10) *35 oÉ C22 

20 D$ A22 (100) 36 oy C2(001)7” 
*21 D$ AX 37 os C22'(001) 
*22 keid F27 *38 oi A7 
*23 D$ ny 39 O A22'(010) 
24 D3 12(00})2 (4 10) 40 cy A22'(100) 
*25 d P22 4 cy A27 (4 30) 
26 cz, P2(001)2” +42 cg F22' 

27 o, P22'(001) 43 Cl F227(111) 
28 os. P22'(100) +44 cs 122" 

29 c$ P2(001)7' (101) 45 ca: 127'(} 10) 
30 w: P (03 3 46 cz 127 (100) 
31 A P2(001 7'i (400) | *47 DL P +22 
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( 续 表 ) 

序号 RRRS 国际 符号 序号 能 氏 符号 国际 符号 

48 Dz, P +2(3 10)2(02 3) 62 D P +2(001)2'(2 33) 
49 D3,. P +22'(001) 63 14 A 土 22'(300) 
50 b P +2(3 10)2'(010) 64 DR A+22(1 30) 
51 D$, P +22(}00) +65 D} A+ 

52 DŠ, P+2(1 3027112) 66 D3, A +2(400)2' 
53 DL P +22 (404) 67 D3} A + 22'(040) 

54 D3, P +2(301)2'(001) 68 Dg A + 2(400)2' (020) 
55 Dia P +22(3 30) *69 D3 FEW 

56 DI P +2(3 30)2"(#03) 70 D% F+} 302011 
57 Da P + 2(004)2' (040) *71 D3 I+22 

58 D: P+22(}44 72 D3 1+22() 40) 
59 D} P +2(00})2'(0} 3) 73 DZ 142(40})2(} 30) 
60 D 基 P +2(3 #0)2 (3 10) 74 D2 I +22 (400) 

61 D P+ 240} 2G i 0) 

表 A18.4 四方 品 系 

序号 熊 氏 符号 国际 符号 序号 能 氏 符 号 国际 符号 

*75 c} P4 98 D} 14(001)2” 

76 c P4(003) *99 ek, 

7 c P4(003) 100 ci 

78 c4 P4(003) 101 cs, 

*79 o 14 102 c, 

80 o$ 14(004) 103 Ci 

*81 81 PĀ 104 cs, 1 

*82 s3 r 105 Che P4(001)2” 
*83 G, P+4 106 ce, P4(003)2'( 10) 
84 Cha P + 4(002) *107 cs, 147 

85 cs, P +4(}00) 108 ch 7143 (00}) 

86 ch P+4(03 3) 109 op T4(001)2'(100) 
*87 ch I+4 110 cg 14(00})2' (404) 

88 Chh Italii #111 Di P42' 

*89 D} P42 112 ns, P42'(003) 

90 D: Pax (4 30) 113 Dš, PX (3 30) 

91 DÌ P4(001)2 114 Dš, P42(111 

92 D4 P4(001)2 (3 10) *115 D5, P42” 

93 Ds P4(001)2 116 Ds P42”(001) 

94 Dš P4(002)2 (2 10) 117 DZ, P42” (1 $0) 

95 DZ pzy 118 Ds. P42”(1 3 


附录 18 230 种 空间 群 -477 - 


( 续 表 ) 

序号 ERG 国际 符号 序号 MERG 国际 符号 
*121 DB Tax 132 DI P +4(002)2'(002) 
122 D T42'(03 1 133 D P +4(03 })2' (030) 
*123 Di Pay 134 DE P +4(01 3)2'(03 3 
124 Din P +42 (004) 135 DR P +4(001)2'(1 #0) 
125 Dš, P + 4(100)2 (020) 136 p P +4(021)2(1 11 
126 Din P +4(100)2'(01 1) 137 DI P +4(01 1)2'(100) 
127 Ds, P +42(3 30) 138 b P40} 1)2(301) 
128 D$, P+42(111 *139 pi 了 士 42/ 
129 Din P + 4(}00)2 (400) 140 DE: I +42'(003) 

P +4(300)2(101) 141 DiR I+4(3 3 1) (400) 

P +4(002)2 1 101 


3 A18.5 
序号 RRES 国际 符号 序号 | MEHS 国际 符号 
*143 c P3 *156 Ch P3? 
144 c P3(001) *157 c, P32” 
145 [= P3(00$) 158 o 相 P37 (004) 
*146 cs R3 159 c P32" (004) 
*147 oh P3 *160 eR R32 
*148 cz, R3 161 c$, R327(1 11 
*149 D} P32” +162 Diyu P32" 
*150 Dz P32/ 163 Da P32" (004) 
151 Dš P3(001)2” *164 Dš, P52/ 
152 D4 P3(001)2 165 Dó, P32 (002) 
153 D$ P3(002)2” *166 pE R32' 
154 D$ P3(003)2' 167 DŠ, R32'(3 12) 
*155 D3 R32’ 


KARR 


1" P62 
169 c P6(001)2 
170 c Pe(008) P6(005)2' 
171 cå P6(001) P6(001)2 
172 % P6(002) P6(002)2 
173 c P6(001) P6(001)2 

*174 O PG P6? 

P67 (004) 


P6(001)2' (004 
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P +62 


*187 P +62'(001) 
188 P52” (00}) P + 6(00})2' (004) 
*189 P62' P + 6(002)2” 


表 Al8.7 立方 品系 
序号 MERS 国际 符号 序号 熊 氏 符号 国际 符号 
*195 T! P3'22’ 213 o7 P34(1321)2003 11 
*196 T? F32 214 os 1340332208) 
197 182X *215 ep P34?" 
198 Ti P3'2(404)2 (4 40) +216 T F34?" 
199 g 13'2(304)2 (5 io *217 T 1342” 
*200 p P3'22 218 m= PIIG ID GID 
201 T P3'2(1 10)27(03 1) 219 kri Fio") 
*202 1 F3'22 220 is I34(1 1 PACE] 3) 
203 T F3'2(1 10)2(01 1) *221 o, P342" 
*204 krd 13/22 222 o? P3'4(}00)2" (004) 
205 T P3'2(40})2 G 30) 223 og P3'4(1 i DG i b 
206 TI I3'2(010)2'(001) 224 ot P3'4(03 3)2"($ 10) 
*207 oO! P3'42” *225 ot F342" 
208 0? P3'4(113)2203 33) 226 o$ F3'4(00})2” (004) 
*209 o? F3'42” 227 o} F3'a(01 1)27(1 10) 
210 ot F34 DLG D | 228 o$ FIG DZ GID 
+211 o5 13142” +229 og 13'42" 
212 os P3'4(3 1 3)22(1 3 3) 230 om IS'a(1 3 1)2”(3 41) 
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利用 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 可 以 计算 置换 群 两 不 可 约 表示 外 积 的 约 化 和 Sn+m 
群 不 可 约 表示 [w] 关于 子 群 S\@Sw 分 导 表示 的 约 化 . 在 第 六 章 计 算 了 两 种 约 化 分 
解 的 表示 级 数 . 在 这 附录 里 要 举例 说 明 如 何 利用 式 (6.139) 和 (6.144) 计算 这 两 种 约 
化 的 相似 变换 矩阵 . 当 表 示 维 数 比 较 高 时 , 计算 工作 基 会 很 大 . 这 里 只 能 选取 维 数 
较 低 的 表示 , 简明 地 说 明 计算 方法 . 由 于 计算 中 只 涉及 一 个 左 理想 中 基 的 组 合 , 杨 
算 符 的 正 交 性 不 重要 了 , y 可 以 略 去 , 公共 的 归 一 化 因子 d/n! 也 可 略 去 . 


例 1 计算 S 群 表示 [2] 和 S; 群 表 示 [1 1] 的 外 积 表 示 [2] [1,1], 按 S, 群 不 
可 约 表示 约 化 , 并 计算 相似 变换 矩阵 . 
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根据 立 特 武 德 - 理 查 森 规 则 , 外 积 表 示 约 化 的 展开 式 为 


2| [2] 


1 [x[i x 
x | x Je SERET @|1 
2 


子 群 $28S, 的 不 可 约 表示 [2] x [1,1] 是 一 维 的 , 基 为 


Wn 21235 = {E + (1 2)} {E - (3 4)) 
4 


子 群 的 指数 为 4/(2!20 = 6, 因而 子 群 共有 5 个 陪 集 , 外 积 表示 有 6 x 1 = 6 个 基 , 除 
T b 外 ,还 有 


b2 = (1 3)b1 , b3 =(14)bi, b4 = (23)b 
bs = (2 4)bi , bs = (1 3)(2 4)b1 = —(1 4)(2 3)b1 


be 的 计算 中 用 到 杨 算 符 的 对 称 性 质 式 (6.65) 
(1 3)(2 4)b = (1 3)(4 2 1)b: = (3 1 4 2)b1 = (1 4)(2 3)(3 4)bı = —(1 4)(2 3)b1 
Sa 群 的 表示 [3,1] 是 3 维 的 , 杨 算 符 取 


Ņ = [3] = {E + (1 2) + (1 3) + (2 3) + (1 2 3) + (3 2 1)}{E — (1 4)} 


=E + (1 2) + (1 3) + (2 3) + (1 2 3) + (3 2 1) - (1 4) 
—(2 1 4) — (3 1 4) - (2314) — (2 3 1 4) - (3 2 1 4) 


这 表示 对 应 的 左 理想 向 外 积 表示 对 应 的 左 理想 的 映射 算 符 为 Vb, 因而 表示 [3, 1] 
的 基 可 按 外 积 表示 的 基 tu 展开 


yı =)ib = (E+E-+( 3)+(23)+(31)+(32)- (1 4) — (4 2) 
+ (1 4) — (2 3)(1 4) — (4 2)(3 1) + (2 4)}bı 
2b1 + 2b2 + 2b4, 
加 = (34) = —2bi — 2bs — 2bs, 
wa (2 3 A)w1 = (4 2)w1 = 2bs + 2be — 2b4 


lI 
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Sa 群 的 表示 [2,1,1] 也 是 三 维 的 , 杨 算 符 取 
X =J- 


31 ={E+0 DHE- (13)-(14)-(34)+(134)+(431)} 


"D 


=E-(3)-(04)-(G4)+034+(431)+(12) 
—-(13)- (2 1 4) — (1 2)(3 4) + (2 1 3 4) + (2 1 4 3) 


这 表示 的 左 理想 向 外 积 表示 对 应 的 左 理想 的 映射 算 符 为 Vbi, 因而 表示 [2,1,1] 的 
基 可 按 外 积 表示 的 基 bu 展开 


pa = zbi = (E-(13)-(14)+E-(13)- (1 4) 
+ E — (3 2) — (4 2) + E — (3 2) — (4 2)}bı 
= 4bı — 2bz — 2bs — 2b4 — 2bs, 
Ys = (23)ws = 4b4 — 2b2 + 2bs — 2bı + 2bs , 
Ye = (24 3)y4 = -(2 4)Y4 = —4bs + 2bs + 2bs — 2b4 + 2bı 


最 后 算出 相似 变换 矩阵 X 是 


2 
2 
0 
2 0 -2 -2 
0 
0 


X 中 包含 的 因子 2 可 以 移 去 . X 矩阵 不 是 实 正 交 和 矩阵 , 但 满足 
{[2] 8 [1,1)} X = x {[3, 1] e [2, 1, 1)} 


Sa 的 生成 元 (1 2) 和 (1 2 3 4) 在 表示 [2] @ [1,1] 中 的 矩阵 形式 分 别 为 


10000 0 0 0 00-10 
00010 0 -1 0 000 0 
00001 0 0 0 010 0 
b: 4: 000 0840; |” 0 0 -10 0 0 
00100 0 0 0 00 0 -1 
00000 -1 0 -1 000 0 
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而 生成 元 在 表示 [3,1] @ [2,1,1 中 的 甜 阵 形式 可 用 列表 法 计算 , 得 


10-10 0 0 -1100 0 0 
01 -10 0 0 -10100 0 
00-10 0 0 -1000 0 0 
00 01 a11’ 0 001 -1 
00 00-1 0 001 0 0 
00 0 0 0 -1 0000 1 0 


@2 计算 5s 群 表示 [3,2], 作为 子 群 Ss@S。 的 分 导 表示 , 按 子 群 不 可 约 表 
示 约 化 , 并 计算 相似 变换 矩阵 . 
根据 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 , 分 导 表 示 [3,2] 约 化 式 为 


EP EEF H 


x[i] 
3,2) = [3] x [2] © [2,1] x [2] © [2,1] x [1,1 
表示 [3,2] 的 标准 基 为 


L] 


= {E + (1 2) + (1 3) + (2 3) + (1 2 3) + (3 2 1)} 
x {E + (4 5)}{E - (1 4)}{E - (2 5)}, 
bz = (3 4)bi , bs = (3 5 4)bı = (3 5)b1 
ba = (2 3 4)b: = (4 2)b1 , bs = (2 3 5 4)b: = (5 2)b1 
注意 , 根据 福 克 条 件 (6.68), 有 
{E + (1 4) + (2 4) + (3 4)}bı = 0, {E + (1 5) + (2 5) + (3 5)}bı = 0 
子 群 S3082 的 表示 [3] x [2] 是 一 维 的 , EETA 
> = els] 
= {E + (1 2) + (1 3) + (2 3) + (1 2 3) + (3 2 1)}{E + (4 5)) 


它 对 应 的 左 理想 向 分 导 表 示 对 应 的 左 理想 的 映射 算 符 为 1, 因而 表示 [3] x [2] 的 
基 可 按 分 导 表示 的 基 by 展开 


a 


pı = YW = 12b 
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子 群 Ss@S; 的 表示 [2,1] x [2] 是 二 维 的 , EETA 

v=) E SE D ={E+(12)—(13)— (2 1 3)}{E + (4 5)} 
加 | 
HF VV: = 0, 它 对 应 的 左 理想 向 分 导 表示 对 应 的 左 理想 的 映射 算 符 取 为 3(3 4)， 
因而 表示 [2, 1] x [2] 的 基 可 按 分 导 表示 的 基 b 展开 

p2 = Xs(34)y, ` 

{E + (1 2) — (1 3) — (2 1 3)}{(3 4) + (3 5)}bı 
= {(3 4) + (3 4) — (4 1) — (4 2) + (3 5) + (3 5) — (5 1) — (5 2)}bı 
2bı + 3b2 + 3b3, 
(2 3)ya = {2E + 3(4 2) + 3(5 2)} b: 
= 2b, + 3b4 + 3bs 


子 群 S3882 的 表示 [2, 1] x [1,1] 是 二 维 的 , WETAN 


y, = = (E+(12) (1 3) — (2 1 3)} (E — (4 5)) 
' jaojo 


HF YV = 0, 它 对 应 的 左 理想 向 分 导 表 示 对 应 的 左 理想 的 映射 算 符 取 为 Ju (3 4)V1, 
因而 表示 [2,1] x [1,1] 的 基 可 按 分 导 表 示 的 基 by 展开 
pa = (34), 
= (E+(12)- (1 3) - (2 1 3)} {(3 4) — (85))bn 
{(3 4) + (3 4) — (4 1) — (4 2) — (3 5) — (3 5) + (5 1) + (5 2)}bı 


pa 


= 3b2 — 3bs, 
Ya = (23)ú02 = {3(4 2) -— 3(5 2)) bi = 3b4 — 3bs 
最 后 算出 相似 变换 矩阵 X 是 
1229. E 
0303 0 
x=| o 30 —3 0 
003 0 3 
0 03 0 -3 


和 矩阵 不 是 实 正 交 和 矩阵 , 但 满足 
{68,21} X = X {([8] x 2) © (2, 1] x (3) @ ([2, 1] x 1,1])) 
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S3QS2 的 生成 元 (1 2)(4 5) 和 (1 2 3)(4 5) 在 表示 [3,2] 中 的 矩阵 形式 分 别 为 


0 
0 


口 口 口 口 一 
° 
l 
= 
o 
° 
1 
° 
ec= ee 
> 


oooor 
口 口 口 呈 口 

1 

= 

° 
..ooo 
° 


oooor 
点 
omo 

eooo 
° 


° ° 
° 


附录 20 辫子 群 


办 子 群 是 一 类 不 连续 的 无 限 群 . 它 与 纽 结 (knot) 和 环 结 (link) 理论 有 密切 联 
£. 20 世纪 20 年 代 提 出 办 子 群 和 纽 结 理论 后 , 由 于 缺乏 有 效 的 工具 来 研究 , 理论 处 
于 相对 停滞 状态 .20 世纪 80 年 代 , 杨 (Yang)- 巴克 斯 特 (Baxter) 方程 和 基 子 群 理 
论 取 得 突破 , 带动 了 关子 群 理论 的 发 展 ， 置换 群 是 因子 群 关于 纯 关子 群 的 商 群 ,是 
辫子 群 的 一 种 特殊 情况 . 本 附录 对 辫子 群 理论 做 一 些 简单 的 介绍 . 


一 、 闪 子 和 辫子 群 


取 两 根 无 穷 长 的 直线 , 称 为 端 线 , 它们 上 面 各 顺序 排列 着 n 个 固定 点 . 在 三 维 
空间 , J| 根 线 由 上 端 线 的 ”个 点 分 别 连 到 下 端 线 的 n 个 点 , 连接 方式 满足 下 面条 
件 : 

(1) 端 线 上 每 一 点 都 引出 (或 接收 ), 县 只 引出 (或 接收 ) 一 根 线 . 

(2) 每 一 根 线 的 走向 都 单调 地 由 上 而 下 . 

(3) 这 些 线 在 三 维 空间 互 不 相交 . 

这 样 构成 的 图 形 称 为 一 个 n RAF (braid), 简称 关子. 在 不 扯 断 任何 一 根 线 的 条 件 
下 , 将 线 在 三 维 空间 移动 , 得 到 的 图 形 称 为 与 原 图 形 等 价 的 辫子 . 等 价 的 辫子 不 子 区 
分 . 

定义 两 个 辫子 的 乘积 AA. 将 第 二 个 辫子 A 的 下 端 线 和 第 一 个 辫子 A 的 
上 端 线 重合 起 来 , 端 线 上 的 点 也 对 应 重合 , 并 把 两 个 图 形 的 连 线 分 别 对 应 连接 起 来 . 
略 去 中 间 重 合 的 端 线 , 整个 图 形 仍 是 一 个 n 线 办 子 , 称 为 两 个 状 子 的 乘积 . 图 A20.1 
是 三 线 辫子 乘积 的 例子 . 
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1 2 (n-1) n 


图 A20.1  ZRRTHRE 图 A20.2 JG E 
a a+l n 1 a a+1 n 


P 


sÁ a a+1 n 
(1) ga (2) ga` 


] 


a a+1 n 


图 A20.3 基本 n RTF, 1 < a < n 


从 图 A20.1 的 例子 中 看 出 , 任 一 辫子 都 由 若干 对 线 的 交叉 构成 . 完全 没有 线 之 

间 交 叉 的 办 子 , 与 任何 辫子 相 乘 , 仍 得 原 辫子 , 故 称 为 恒 元 E, 如 图 A20.2 所 示 . 只 有 
相 邻 一 对 线 交 叉 的 办 子 称 为 基本 因子. n RATH An — 1) 个 基本 因子 ga 和 ga1， 
1<a<n-1, 如 图 A20.3 所 示 . 由 图 A20.3 和 A20.4 可 以 看 出 , 这 些 基本 辫子 满足 
如 下 乘积 关系 

Jago = 99a, 当 |a —)b|2 2, 

JaJa+1Ja = ga+1gaga+l， (A20.1) 

Jaga" =ga'ga = E 


与 相 邻 客体 对 换 Pa 的 乘积 公式 (6.18) 作 比 较 , 差别 只 是 现在 Ja Z ga1. 由 式 (A20.1) 
容易 证 明 


Ja (Ja+19a) = (ga+19a)92%15 


Es ñ (A20.2) 
ga’ (gat192!) = (gat192 9011 


其 中 , m 为 任何 整数 . 
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a a+l a a+1 a a+l 
本 G 
S 2 

a a+l a a+1 a a+1 


(3) 
图 A20.4 基本 关子 乘积 的 几 个 典型 关系 


每 一 个 n RAT 4 都 可 以 表 成 一 系列 基本 辫子 的 乘积 把 每 一 个 基本 辫子 取 
道 , 即 把 ga 和 ga! 互 换 , 再 把 乘积 次 序 颠 倒 , 就 得 到 A 的 逆 4 1. 

所 有 可 能 的 n 线 关子 的 集合 , 即 由 2(n — 1) 个 基本 因子 ga 和 ga 的 所 有 可 
能 乘积 的 集合 , 在 上 述 乘积 的 定义 下 , 元 素 的 乘积 满足 封闭 性 和 结合 律 , 集合 包含 恒 
元 和 每 个 元 素 的 道 元 , 因而 此 集合 构成 群 , 称 为 n RAT Bn, 简称 辫子 群 (braid 
group). 辫子 群 是 不 连续 的 无 限 群 . 

辫子 群 中 有 两 个 重要 的 元 素 人 和 2 


A =g gn, R=gA (A20.3) 
当 2<asn-1 时 


JaA = 9192…'ga-2(gaga-1ga)ga+1…gn-1 


9192 `` Ja—2(Ja—1JaJa—1)Ja+1 `` * Jn—1 (A20.4) 
= Ag-i 
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nA? = gi{gı(g9291)(9392) `- (In-29n-3)(gn-19n-2)9n-1} 


= gı(9291)92(9392) ` ` (gn—29n—3)(9n—19n—2)gn—1 (A20.5) 


= Agn- 
因此 
N! =gAgA. gnA= gg: gn A? = A" 
归结 起 来 , 有 
VDn-1=An， 9g = CA-L 
Se = Aja A T = Alpa AA, (A20.6) 
JaA” = A"g. , 1<a<n-1 


可 见 , 辫子 群 有 四 个 生成 元 A, 2 S CB 6. 办 子 群 的 秩 是 4. 能 和 群 中 所 有 元 素 对 
易 的 元 素 集合 称 为 群 的 中 心 . Bn 群 的 中 心 由 恒 元 和 A” 构成 . An 有 一 个 简单 的 几 
何 意义 , 它 代 表 将 恒 元 E 描写 的 因子 的 下 端 线 , RERE 360° 后 得 到 的 图 形 . 
在 研究 无 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 时 , 在 中 心里 恒 元 以 外 的 元 素 非常 重要 , 因为 它 
们 在 不 可 约 表示 中 取 常 数 矩阵 形式 , 这 常数 可 用 来 标记 不 可 约 表示 . 
讨论 一 类 特殊 的 n RAT, 它 的 n 根 线 都 分 别 将 上 下 两 端 线 上 编号 相同 的 点 
连接 起 来 , 而 在 两 端 线 之 间 这 些 连 线 可 能 有 着 复杂 的 交叉 . 这 样 的 因子 相 乘 后 仍 保 
持 此 性 质 , 逆 元 和 共 斩 元 素 也 保持 此 性 质 . 因此 , Bn 群 中 所 有 具有 这 性 质 的 元 素 集 
合 构成 Bn 群 的 一 个 不 变 子 群 , 称 为 纯 (pure) TR Pa, 它 的 商 群 同 构 于 置换 群 


Bn/Pn = Sn (A20.7) 
事实 上 , ERTER, ga 和 gz! 是 完全 独立 的 . 如 果 对 它们 加 上 约束 条 件 , 则 状 
子 群 可 能 退化 为 较 简单 的 无 限 群 , 甚至 变 成 有 限 群 . 例如 , 附加 约束 条 件 
Ia = ga 
即 略 去 了 连 线 的 各 种 复杂 交叉 的 区 别 , A (A20.1) 退化 为 式 (6.18), 这 也 就 是 从 辫子 
群 中 抹 去 了 纯 辫子 群 , 得 到 商 群 , 即 置换 群 . 下 一 小 节 是 另 一 个 有 趣 的 例子 . 
二 、 狄 拉克 模型 


三 面 墙 上 各 钉 一 钉子 , 由 每 一 个 钉子 分 别 引出 一 根 有 弹性 的 线 (橡皮 筋 ), 连 到 一 
块 木板 上 的 三 个 钉子 上 , 这 样 得 到 的 模型 , 如 图 A20.5 所 示 , 称 为 狄 拉克 模型 (Dirac 
game). 当然 , 三 面 墙 可 以 等 价 地 移 到 上 面 , 相当 无 穷 长 的 上 端 线 . 与 三 线 关子 的 区 
别 在 于 下 端 线 变 成 有 限 长 了 . 狄 拉克 证 明 , 这 样 的 模型 具有 类 似 旋 量 的 性 质 , 即 在 不 
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扯 断 橡皮 筋 的 条 件 下 , 木板 绕 铝 垂 轴 转 动 720° 后 整个 系统 才 恢 复原 状 . 问题 的 关键 
ET, 木板 线 度 有 限 , 橡皮 筋 可 以 从 木板 的 下 方 绕 过 去 , 也 就 是 说 , 图 A20.6 等 价 于 
恒 元 . 用 关子 群 的 语言 来 说 , 狄 拉克 模型 的 变换 群 就 是 加 了 下 面 约束 的 办 子 群 Bs 


99220 = E, =°, g = 9 (A20.8) 
N 
~ 
TEIE. 
图 A20.5 APLIN 图 A20.6 ” 狄 拉 克 模 型 的 约束 


g 和 g 还 要 满足 基本 辫子 的 关系 式 (A20.1), 故 有 
gå = ga (97`) 97° (97°91) 92 = (g29192)g2(929192) 


= (g19291)97 (919291) = 91929291 = E 


由 此 得 
=g =g=g 2, g=, g= (A20.9) 
木板 绕 铝 垂 方向 转动 360° MEFR Bs 的 中 心 A3 = (g192)”, 它 不 等 于 恒 元 
(gig2)(g192)(9192) = ANINI = 9 +E 


而 木板 转动 720° 就 恢复 原状 
约束 使 狄 拉克 模型 的 变换 群 G 变 成 有 限 群 , 它 包含 12 个 元 素 . 第 二 章 的 习题 
第 15 题 给 出 了 它 的 乘法 表 , 其 中 元 素 的 对 应 关系 如 下 


E=E, n=B, =C, g =F, 
s` = I, =A, 9192 = 天 ， g2g1 = L, (A20.10) 
gg =M, gg =N, 999 =D, 919291 一 了 
三 、 黑 克 代 数 
ERTE Bn 的 群 代 数 中 附加 约束 条 件 


ga = (1—g)E+gga (A20.11) 
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其 中 , q 是 一 个 复数 , 而 且 限 制 q 不 是 单位 根 , q" Z 1, 则 此 代数 变 成 有 限 维 的 ， 
称 为 黑 克 (Hecke) 代数 , 记 作 H(g,n). 作为 代数 关系 , 式 (A20.11) 中 的 E 应 该 改 
为 单位 元 1. 约束 式 (A20.11) 经 常 表 成 下 面 形式 


(ga — 1) (ga + 21) = 0 (A20.12) 


注意 , 4 q? 趋 于 1 时 , 黑 克 代数 退化 为 置换 群 的 群 代数 . 由 于 有 此 联系 , 置换 群 的 
某 些 不 连续 的 性 质 可 能 会 在 黑 克 代数 中 得 以 保留 , 某 些 研究 方法 可 以 推广 . 推广 式 
(6.118), 定义 n — 1 个 算 符 Ha 


a-1 


Ha = $` gao-d-0g go 2... E EE 
> q Sa—19a—2 ` ` ` Jd+19dJd+1 ` ` °` ga-29a—1 (A20.13) 
2<a<n 
易 见 
Hai =ga +q gaHaga, Hi=0 (A20.14) 
当 g? — 1 时, 有 对 应 关系 
Ja>Pa, H.,— M, (A20.15) 


R (A20.14) 两 边 左 乘 q2g; 1, 并 用 式 (A20.11) 代入 , 得 


gaHat1— Haga = (1 一 g2) Han + @E (A20.16) 
这 式 子 在 计算 ga 的 表示 矩阵 时 有 用 . 
类 似 于 式 (6.120), 我 们 来 证 明 H, 也 满足 一 个 重要 关系 
9aH,= Higa, i bZa R a+1 (A20.17) 


证 明 HH36268- J 3682 # =Ç (A20.1) 知 , 3⁄4 b < a 时 式 (A20.17) 是 显然 的 . 
34 b > a + 1 时 我 们 将 H, 按 式 (A20.13) 展开 , 并 逐 项 检查 它们 与 ga 的 对 易 关 系 . 
d > a 二 1 的 项 与 ga 对 易 也 是 显然 的 . 对 d < a 的 项 , 由 式 (A20.1) 得 


ga {qa Dg 1 gariga `` Jd `** gagat1 go-1} 


= qd Dg (gagat19a) ` ` Jd *** gagatl** go—1 
= gd Dg ga+lga… gd (gatigagat1) ` ° ` 9b-1 
= {q7?®-4-D gy1 +- - gariga gd. gagat1*** go-1}ga 


最 后 , 把 d = a 十 1 和 a 两 项 合 起 来 , 讨论 它们 与 ga 的 对 易 关 系 
ga {qo -2398-1 +- Japi -go 1 + q bo Dg y... ga go-1} 
= qe Dg 1 gat2 {ga (Q29a+1 + gat19agat1)} 9a+2 ` gb-—1 
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由 于 约束 式 (A20.11), 有 


ga {q2gat1 + gat1g9aga+1} 
= [(ga+i — 1 +q?) Ja+1} gago+l + (JaJa+19a) (1 — 22 + 2971) 
= ga+1 (ga+19a9a+1) + Q2ga+19a 
= Íq?ga+1 + 9a+19a9a+1] Ja 
证 完 . 
因为 H, 的 展开 式 中 只 包含 下 标 小 于 a 的 ga, 所 以 由 式 (A20.17) 立刻 可 得 
[Ha, B]=0, abgn (A20.18) 


与 M. 算 符 类 似 , 用 算 符 H。 集合 的 共同 本 征 矢量 作为 黑 克 代数 不 可 约 表示 的 基 : 
由 于 q 的 连续 变形 , 辫子 群 ( 黑 克 代 数 ) 可 变 回 置换 群 , 关子 群 的 不 可 约 表示 D. 也 
可 用 杨 图 [A] 标记 , 表示 的 行 和 列 也 可 按 正则 杨 表 标记 和 排列 , 而 且 当 g — 1 时, 所 
有 的 基 都 变 回 到 置换 群 的 对 应 量 

D.(H.),, = nw hv(a), 


(A20.19) 
h,(a)— m,(a), 当 g —1 


其 中 , 省 略 了 上 标 A. ERRET Ha 的 本 征 值 h,(a) 是 不 简 并 的 . 由 式 (A20.17) 
得 
Dalga)pw fa 一 hg]}=0， 当 5<a 或 5>a+l 

即 

Dalga) = 0, Ë nu 或 vo (A20.20) 
其 中 , va 的 定义 见 6.5 节 式 (6.129). 表示 矩阵 又 变 成 方块 矩阵 , 分 解 为 一 维和 二 维 
子 矩 阵 的 直 和 形式 . 如 果 va 不 存在 , 即 在 正则 杨 表 y, 中 , a 和 a + 1 填 在 同一 行 或 
同一 列 , 则 得 一 维 子 矩 阵 Da(ga)ww. 由 约束 条 件 式 (A20.12) 知 , 一 维 子 和 矩阵 满足 


{Da(ga)ww — 1} {Dalga)ww +) = 0 


再 考虑 式 (A20.14) 和 极限 条 件 (A20.19), 当 a 和 a + 1 填 在 正则 杨 表 y, 的 同一 行 
时 有 
Dalga)w =1, h,(a+1)=1+q_2h,(a) (A20.21) 


当 a 和 a+1 填 在 正则 杨 表 V, 的 同一 列 时 有 


Dalga) =-q, — h,(a +1)= -gq + @h,(a) (A20.22) 
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如 果 va 存在 , 则 Dalga) 中 包含 二 维 子 矩阵 , 例如 选 v < va, 子 矩 阵 表 为 


( Dalga)us Dal(ga)vw, ) 
Dalga)vav Dalga)vava 


其 中 , 行 (和 列 ) 指标 为 和 va. 根据 极限 条 件 式 (A20.19), 适当 选择 基 , 可 使 


(A20.23) 


Do(gajvw = D4(ga)., #0 (A20.24) 
代入 式 (A20.16) 得 
Dual(ga)vw, (h. (a + 1) — h,(a)) = 0, 
Dglga)vav {hv(a + 1) — hv, (a)) = 0, 
_ (- @)h(a +1) +g (A20.25) 
Da(gajvv = hatha 
O- Phe (a +1) + @ 
Da(ga)vv = GT) 
由 前 两 式 得 
hv(a)=h(at+l), hv(a+1)= h(a) (A20.26) 
通过 数学 归纳 法 可 证 
hu(a) = q! me (e)[m,(a)|s 
1+g-2 十 g 十 … 十 g2mv(o)+2， 当 mv(a) > 0 (A20.27) 
=< 0, 当 m,(a) = 0 
0), 当 m,(a) <0 
其 中 “9 H” [m] 定义 如 下 
Im), = T- 1” £ m, 
os=0， ms=1， [~m] = -Iml, (A20.28) 


[mj #0, 4 m#0 
最 后 一 式 用 到 了 q 不 是 单位 根 的 条 件 . 

证 明 取 心 1) = 0. 34 a = 2 Bf, m,(2) 等 于 1 或 -1 R (A20.27) 符合 
于 式 (A20.21) 和 (A20.22). 假定 式 (A20.27) 对 1 < a < b 都 成 立 , 我 们 需要 证 明 
hu(b 十 1) 也 满足 式 (A20.27) . 如 果 在 正则 杨 表 y, 中 , b+ 1 M b 填 在 同一 行 或 同一 
A, 则 m,(b) — m,(b + 1) = 一 1( 同 一 行 ) 或 1( 同 一 列 ), 式 (A20.21) 和 (A20.22) 保证 
hu(b 十 1) 满足 式 (A20.27). 对 其 他 情况 , HFR (A20.26) 和 (6.129), 有 


hsb+1) = hv, (b) = gm [mb + D|, 


附录 20 H T 群 -491 - 
证 完 . 
不 失 普遍 性 , 设 v< va 令 
m=m,(a)—m,(a +1) >1 (A20.29) 


把 式 (A20.27) 代入 式 (A20.25), 分 两 种 情况 计算 Da(9a)ww: 
(1) m,(a) > mv(ae+1) 2 0 


q” 2 (a+1y+2 
Dalga)ww = -am cam Griya Zam, (a)F2 
-4q -=q =-= q 
m = 
R 1+g-? +q +... + q mj tm (etl+2 
1-2 
hag 1- g etm at) 
qm (e) m (0+1)+1 Ya 
= 一 m; = 一 gm 
ima matih /me 
(2) m(a+1)<0 
一 q-2mv(o+D+2 
Da(gajw = mr mr vaTi 
TO p g eA mr) 


-g/l | 

两 种 情况 结果 相同 . D. (ga)... 也 可 同 法 计算 , 如 利用 约束 条 件 
D. (ga)? = (1 — @)D, (ga) + @1 

计算 更 简便 . ERI v 行 va 列 元 素 , 消去 公共 因子 Do(ga)ww。, 得 


gmtl q (qm 一 gm) _ qm 


D.(ga)v.va = —Da(ga)v, + (1 — 9°) = mh Tk 


再 取 v 行 v 列 元 素 , 得 


D,(ga),, = —D.(ga), + (1 — Q2)Dç(ga), + 2 
= varan > 可 [- e" (a-a + (0-0)? a" (qm — qm) + (q — q) 
E {=g -g2 + m qn) = Dlm + emi 


q) [m]; 
因此 , D,(g.) 包含 的 2 x 2 子 矩 阵 式 (A20.23) 为 
q ( -q” s s) 


m), À (Im+ m — 02 N" Cn 
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总 之 , 加 了 约束 条 件 (A20.11) 后 , ATR B, 的 群 代数 简化 为 黑 克 代数 ， 它 
的 有 限 维 不 可 约 表示 可 用 杨 图 [A 标记 , 表示 的 行 ( 列 ) 用 正则 杨 表 标记 和 排列 . 
表示 矩阵 Dilga) 是 若干 个 1 x 1 和 2 x 2 子 矩阵 的 直 和 , 这 些 子 矩 阵 分 别 由 式 
(A20.21). (A20.22) 和 (A20.30) 给 出 . 当然 这 样 的 表示 也 是 辫子 群 B,, 的 表示 . 当 
q — 1 时 , 这 表示 退化 为 置换 群 Sn 的 用 同一 杨 图 A 标记 的 不 可 约 表示 . 


、 办 子 群 的 有 限 维 表示 


对 不 附加 任何 约束 条 件 的 因子 群 B*, 有 限 维 表示 问题 还 没有 得 到 普遍 的 解决 . 
这 里 只 是 介绍 一 点 思路 . 

辫子 群 的 生成 元 取 为 A, 0 及 其 逆 元 , 它们 和 辫子 群 的 中 心 An = f"! 存在 
告 次 关系 在 办 子 群 不 可 约 表示 中 , 中 心 的 表示 和 冠 阵 必 为 常数 矩阵, 非 零 常数 记 作 
À. 选择 表象 , 使 A 是 对 角 化 的 , Q 则 可 通过 相似 变换 Z 对 角 化 , 于 是 我 们 得 到 关子 
群 B,, 有 限 维 不 可 约 表示 的 一 般 形式 


DA(An) = 和 XML， DAA)= Ar ， DO) = AUVo-D0ZTa22Z-! (A20.31) 
其 中 , P 和 Ts 是 两 个 非常 数 对 角 甜 阵 , 对 角 元 只 能 分 别 取 o 和 > 的 等 次 
w=exp{-i2r/n} ， r= exp(-—i2z/(n — 1)) (A20.32) 
2 是非 奇 相似 变换 矩阵 , 由 式 (A20.1) 和 (A20.6), 它 还 要 满足 相 容 条 件 
(2T22-1)2T12(ZT22-1) = Pi(ZF2Z-1)TT2(ZT2Z-1)2TT1， 


2ZTa2-1)T9 2(ZT22-1) =T? 1(ZTa2Z-1)TT (2T22-1)T2 1, (A20.33) 
1 1 1 1 
3<a<n-1 


这 些 条 件 并 不 完全 独立 . TR Bn 的 不 可 约 表 示 D*(Bn) RAT X Ti To 和 Z 
矩阵 . 进一步 的 分 类 还 有 待 研究 . 
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3 det g = 0, 则 可 在 实 李 代数 中 选取 适当 的 实 参数 , 使 gas 对 角 化 , 而 且 至 少 
有 一 个 对 角 元 为 零 . 例如 gil = 0, 其 他 gss #0. 则 由 式 (7.20) 得 
0=Cap1=CiaB=CifgBp, Cf =0 
即 
[h, T4) = iC Ah 
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由 五 架设 的 子 李 代数 是 阿 贝尔 理想 当 有 n 个 对 角 元 gaa = 0 Bf, 相应 子 李 代数 
是 可 解 李 代数 , 当然 还 是 存在 阿 贝尔 理想 , 证 明 需 要 更 多 的 数学 知识 , 这 里 从 略 . 
反之 , 如 果 李 代数 的 实 形 存在 阿 贝尔 理想 , 选择 参数 , 使 属于 理想 的 参数 用 a, b 
等 标记 , HRSA j, k 等 标记 , A, B 等 同时 标记 两 类 参数 , 则 
Ha, h]=0, C.A =0, 


Ha =i Cah, Cy=0 
b 


因此 
ga = 5 CaCa =E Ctcoi =0 
PQ bj 


即 det g = 0. 
对 紧 致 实 李 代数 , 式 (4.125) 已 经 证 明 , 可 以 选 到 一 组 实 参数 , 使 结构 常数 关于 
三 个 指标 是 完全 反对 称 的 


C.P = 一 Ca 中 = -CaB 
若 再 找 实 正 交 变换 X, 将 gap 对 角 化 , 则 对 角 元 为 非 正 


gaa = 》 D Xap (cs Bcos) Xap 
PQ BD 


2 
= -> > xuaco8】 <0 
PQ D 


若 此 实 李 代数 又 是 半 单 的 , 则 gha < 0, 即 gap ME. 反之 , 若 gap 负 定 , 则 可 选择 
实 参数 , 使 gas = —ŠAp, Ca 如 = -Cann 是 完全 反对 称 的 , 伴随 表示 化 成 了 实 正 交 
表示 , 此 实 李 代数 是 紧 致 的 . 
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半 单 李 代数 的 基 林 型 非 奇 , 因而 存在 gap HWRE g43, 它 也 是 对 称 窍 阵 , W 
ÆR (7.23). gap 和 gAP 相当 于 度 规 张 基 , 可 以 用 来 升降 指标 . 
由 生成 元 的 n 次 齐 次 多 项 式 构成 的 , 可 与 所 有 生成 元 对 易 的 算 子 , 称 为 n 阶 卡 
西 米尔 算 子 C... 在 不 可 约 表示 中 卡 西 米 尔 算 子 取 常 数 矩 阵 , 此 常数 称 为 卡 西 米尔 
不 变 其 . 下 面 将 证 明 半 单 李 代数 的 n 阶 卡 西 米 尔 算 子 Cn 为 
Cn = > 5 > Cao Ca, pa: `" CA, D 
(D) (A) (B) (A22.1) 
xg^Pi ...gânBa Tp, Ip... Ip, 
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例如 , 二 阶 卡 西 米 尔 算 子 为 


Q= > 5 yo Ca Ca g^ mg Ip, IB, a > ga [p Ip, 
Dı D2 A1 A2 Bi B2 BıBa 
(422.2) 


现在 来 证 明 , C 与 每 一 个 生成 元 Jo 对 易 . 


Hs, IB, IB,, I] = > IB, ++ IB, HBa Io] TBs T, 


< È > Cp,BIB, TB。:TPTB ln 


交换 求 和 指标 Ba 和 P, 再 把 与 Aa 和 P 有 关 的 部 分 提出 来 


> 人 Bag^aP = > CA DrCPopgDBeg4oP 
A.P AaPD 


s > CA, CC AgDB。 
-F {oal Ond -Onk Oar} es. 
-E {coap Cag- CA B Cog} g^ 
最 后 一 步 交换 了 求 和 指标 D 和 Aa 由 此 得 
[wg =E E E E Ona s 


azi D(D) (A) (B) 

x (Ca. 2 Can"" 一 Cacap) 

XCA Dt Canpa g^ Pi. gAnBn Tp, Ig, ++: Ip, 
=0 

相 减 的 两 项 对 a 求 和 后 互相 抵消 . 

由 式 (7.19) 知 , 当 把 紧 致 半 单 实 李 代数 的 基 林 型 化 为 常数 矩阵 后 , 此 常数 正 是 
伴随 表示 的 二 阶 卡 西 米 尔 不 变量 . 对 SUN) 群 和 SON) 群 , 7.4 节 的 方式 选择 实 参 
数 后 , 基 林 型 为 

SU(N) 群 gap =-ôaBN 
SO(N) 群 gap = —óAB2(N 一 2) 
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对 复 的 半 单 李 代数 , det(gjk) # 0, 可 通过 选择 参数 , 即将 H, 做 适当 的 线性 组 
合 ,使 


(A22.3) 


(Hj|Hx) = —gjk = 6jk (A23.1) 
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在 保持 -gj 不 变 的 条 件 下 , H; 还 允许 作 任意 正 交 变换 .HH; 作 正 交 变 换 也 就 是 根 
作 正 交 变 换 . 我 们 先 来 证 明 , 可 以 找到 适当 的 正 交 变换 , 使 所 有 根 都 变 成 实 根 . 既然 
度 规 是 -gj = jr 实 的 根 空间 就 是 实 欧 几 里 得 空间 . 

证 明 分 两 步 走 . 任 取 个 线性 无 关 的 根 aG), 其 他 根 都 可 表 为 它们 的 线性 组 合 . 
先 证 £ 个 根 aG) 可 通过 正 交 变换 化 为 实 根 , 再 证 其 他 根 关 于 这 些 实 根 的 展开 系数 
都 是 实数 . 

因为 度 规 -gjx = Sje, 所 以 矢量 的 模 就 是 矢量 各 分 量 的 平方 和 , 两 矢量 内 积 就 
是 两 矢量 对 应 分 基 乘 积 之 和 . 根据 定理 三 推论 二 , RRE a(Y 的 模 是 正 实数 , 因而 
由 at) 各 分 量 的 实 部 构成 的 实 矢量 不 是 零 撩 二, 可 通过 实 正 交 变换 把 这 实 矢量 的 
第 一 分 基 变 为 正 的 , 记 作 a, 其 余 分 基 都 为 零 . 正 因为 根 矢量 aO 的 模 是 正 实数 , 它 
的 第 一 分 量 虚 部 只 能 为 零 . 再 把 变换 后 的 aO 各 分 量 的 虚 部 , 去 掉 i 后 , 看 作 一 个 
实 矢量 , 可 通过 后 £ 一 1 维 空间 的 实 正 交 变换 , 保持 第 一 分 量 为 零 , 把 第 二 分 量变 为 
非 负 , 记 作 b, 其 余 分 量 都 为 零 . 经 过 这 两 次 变换 , aO 的 前 两 分 量 分 别 为 a 和 ib, 其 
余 分 基 都 为 零 , B. 0 < b < a. 再 在 前 两 维 子 空间 中 作 如 下 正 交 变换 , 其 余 分 量 保持 
不 变 , 而 前 两 分 基 变 成 


(Gi ( = | (;)- ( 人 ) 


这 样 , 根 矢 基 aO 变 成 实 矢 基 , 且 只 有 第 一 分 基 是 正 实数 , 记 作 a > 0, 其 余 分 其 全 
为 零 . 根据 定理 三 推论 二 , 其 余 根 矢量 oG) 与 a) 的 内 积 是 实数 , 因而 其 余 根 矢 基 
的 第 一 分 基 都 是 实数 . 设 o) 的 第 一 分 量 为 实数 a2, VO = aQ) — (az /ay)o (D), WJ 
VO 的 第 一 分 量 为 零 . 进一步 , 保持 VO 的 第 一 分 量 不 变 , 在 余下 的 4 - 1 维 空间 
作 正 交 变 换 , 重复 前 面 做 法 , 可 使 矢量 VO 的 第 一 分 量 为 零 , 第 二 分 量 是 不 为 零 的 
正 实数 , 其 余 分 量 都 为 零 . 这 时 根 矢量 al) 也 是 实 矢 基 , 只 有 前 两 分 量 不 为 零 . 根 
据 定理 三 推论 二 , 所 有 余下 的 根 矢量 oG) 的 第 一 和 第 二 分 基 都 是 实数 . 依 此 方法 做 
下 去 , 可 通过 一 系列 正 交 变换 , 使 个 根 矢 基 aG) 都 变 成 实 矢 量 . 

其 次 , 余下 的 任意 根 8 可 按 实 根 aG) 展开 , 设 8 = 并 ij rja, 等 式 两 边 都 与 2 
2a(9/ (ao .ao ) 取 内 积 , 得 


r (8/a®) = > z; T (a9 /a®) (A23.2) 
j=1 


此 式 是 关于 个 变量 z; 的 线性 联 立 方程 . 由 于 aO 是 线性 无 关 的 , 方程 的 系数 行 
列 式 不 为 零 , 存在 唯一 解 z;. 这 当然 是 意料 之 中 的 . 既然 联 立 方程 (A23.2) 的 所 有 
系数 都 是 整数 , 解 z; 必 是 有 理 数 . 证 完 . 

现在 我 们 已 经 选择 了 适当 的 参数 , 即 选择 了 正则 基 H; 和 Ea, 使 4 秩 半 单 李 代 
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数 中 的 所 有 根 矢量 都 是 实 矢量 , 基 林 型 取 如 下 简单 形式 
9jk= —Ójk, — Som = —ÓC oB. ga=0 (A23.3) 


值得 注意 的 是 , 式 (A23.3) 还 没有 完全 限定 基 Ea Ea 是 作为 H; 的 本 征 矢量 来 定 

L, 它 允 许 乘 任意 系数 ba. 条 件 ga(-a = -1 对 ba 加 上 了 限制 , 但 还 允许 系数 

在 满足 bab-a = 1 的 条 件 下 做 进一步 选择 , 即 系数 比 ba/b-a 还 允许 做 任意 选择 . 
类 似 于 SO(3) 群 中 的 Ti 和 Tr, T, 之 间 的 组 合 ， 


Em=(EatEa)/Vi, Eo=-i(Ea- E-a) / V2 (A23.4) 


Afta o a\afi-i\_ (~ 0 

vA \ -i i A O JAA iA a 
可 以 使 基 林 型 变 成 -1, 但 不 能 保证 结构 常数 都 变 成 实数 . 可 以 证 明 , 只 有 选择 系数 
E ba/b-a 使 下 式 都 成 立 


Nap = -N_a,-B (A23.5) 


才能 保证 结构 常数 同时 变 成 实数 , 如 果 此 时 参数 都 是 实数 , 则 此 半 单 李 代数 是 紧 致 
实 形 . 这 就 是 第 七 章 定理 五 . 

证 明 根据 式 (753), Naa 和 N_a -6 的 乘积 是 负 实数 , 因而 条 件 式 (A23.5) 
使 Nap 都 是 实数 . 

变换 式 (A23.4) 对 H; 之 间 的 对 易 关 系 式 (7.30) 没有 影响 . H; 和 Ea 的 对 易 关 
系 式 (7.31) 变 成 


1 ; 
[H;, Eœ] = z (e; Ea — ajE-a) = i; Eoa , Ge =G ed 
2 3.6 
一 1 
[H;, Ea) = Z (ajEa +ajE-a) = -iajEai;, Cidg” = —a; 


结构 常数 是 实数 . Ea 之 间 的 对 易 关 系 式 (7.42) 分 三 种 情况 . 当 o + B 不 是 根 时 , 组 
合 (A23.4) 不 影响 对 易 关 系 . 当 a = 8 时 


[Ea Eo) =ilBa, 已 wj=iEe， Clantaao = 2% (A23.7) 


我 们 看 到 结构 常数 对 三 个 指标 完全 反对 称 . 当 a Z B, 且 a+B 和 人 或)a -p 是 根 
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时 , 不 失 普 遍 性 , 可 设 o + 8 是 正 根 , 则 

[Ean Em] = 3 {Eo Es] + [E-a Ea] + [Ea E_a] + [E-a, Bol} 
= iVU5NaeElatpa+iV12Na _eEo pz， 

[Ean Eo) = Z {lE Ep] + [E-a Ep] - [Ea E_g] - [E-a Eg]) 
= -iVI/2Na,gE(arp)2 +iV1i/2Na,_pE(a_py2, 

[Ean Bəs] = F {lB Ep] - [E-a E-p] — [Ea B-p] + [5-o, Ep]} 
= -iVI/2NapEa+p) + IV1/2Na -BE(oe- By 

[Ean Ep) = F (Es, Ep) - [E-a B-p] + [Bo, Ea] - [E-a Be]} 


= -iVI/NapEap1 — iVI/2NO BE Ba 
CP? = -Coon = -Caa = -Cio Hf! = VINo, 
Ca = Caan =C = -Caa = Vi75va-e 
(423.8) 

# e + B 中 有 一 个 不 是 根 , 可 取 相应 系数 N. p R Nap 为 零 , 结构 常数 仍 都 是 实 
数 . 证 完 . 

最 后 , 概略 说 明 如 何 选 取 系数 比 ba/b_a, 使 式 (A23.5) 成 立 . 由 于 正则 对 易 关 
系 式 (7.42), ba 的 改变 引起 Naa 的 变化 为 


Nap _ be bg b-ap Nap 


Na-e bab-p bap Na-B 


由 素 根 出 发 , 逐 级 选择 各 正 根 的 系数 比 ba/b_a. 素 根 是 一 级 正 根 , 它 的 系数 比 
可 任意 选 定 , 不 影响 生成 元 的 对 易 关 系 , 因而 这 不 同 选择 对 应 的 李 代数 是 同 构 的 . 

二 级 正 根 是 两 个 素 根 之 和 , 根据 式 (A23.9), 选择 它 的 系数 比 , 可 使 式 (A23.5) 成 
X. Á a, B HI y= a + p RERE, 由 Nag = 一 N_a,-p, 利用 式 (7.55), 可 以 推出 


(A23.9) 


N-ya = Nap = —N-a,-g = N-p,-a = N-a = -Ny,-a (A23.10) 


因此 我 们 不 必 讨论 下 标 分 别 是 正 根 和 负 根 的 系数 Na,-e, 它们 会 自动 满足 式 (A23.5). 
现 设 级 正 根 的 系数 比 已 选 定 , 对 应 的 式 (A23.5) 都 成 立 . n + 1 RER y J n 
级 正 根 a 与 素 根 7 之 和 , 选取 Ey 的 系数 比 , 使 


Nax = —N-a-= (A23.11) 


问题 是 , 若 有 
e+r=Yy=B+r (A23.12) 
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由 于 Ey 的 系数 比 已 经 选 定 , 此 时 能 否 保 证 
Na, = 一 N_B_r (A23.13) 
下 面 证 明 用 到 素 根 之 差 不 是 根 和 式 (7.26) 
NarN-B -rm = NarN_B-r(EIB_Y)=([Ea, Er) |[E-a, E-=]) 
= —([[Ba, Er), E-r] |E-p) 
= (llEr, E-r], EallE-p) + (l[B_m, Ea], Er) |E-p) 
= ([Ee, E-r) |[E-p, Er])= Na,- N-p,r 


等 式 左面 不 等 于 零 , 因此 a-r = B — r 也 是 根 ， 利 用 式 (A23.10) 可 以 证 得 式 
(A23.12) 


(A23.14) 


NarN_B_rw = Nar N-Br = N-ar Ng,- = N-a,-rNp (A23.15) 


最 后 一 步 又 用 到 式 (A23.14). 对 于 式 (A23.5) 中 a 和 B 都 不 是 素 根 的 情况 , 可 以 用 把 
它们 分 解 成 素 根 和 的 办 法 来 证 , 在 分 解 式 中 出 现 的 系数 N.y,- 都 已 满足 式 (A23.11)， 
保证 了 Nap WER (A23.5). 证 完 . 现在 系数 ba 和 b-a 还 可 同时 改 负 号 , 这 对 应 
Nop 的 符号 的 选择 , 这 种 变化 对 应 同 构 的 紧 致 实 李 代数 . 
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为 了 增加 直观 性 , 计算 SU(3) 群 李 代数 的 嘉 当 - 外 尔 基 , 素 根 和 根 矢量 . SU(3) 
群 是 三 维 么 模 么 正 矩 阵 集合 按 和 矩阵 乘积 构成 的 群 . 任意 群 元 素 u 通过 么 正 相似 变 
换 对 角 化 后 , 可 表 为 


u = exp [=> n) ' (A24.1) 


(A24.2) 
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这 组 矩阵 称 为 盖 尔 曼 (Gell-Mann) 矩阵 . SU(3) 群 的 阶 数 为 8, 秩 为 2. 在 李 代数 中 
有 两 个 生成 元 可 以 互相 对 易 , 它们 架设 嘉 当 子 代数 


Hı = Ts, Hy = Ts (A24.3) 
其 他 生成 元 组 合 为 
Esa = (Tı +iT2)/VŽ, e= (0, 1), 
Ezp = (Ta +iT5)/ V2, B = (V3/2, 1/2), (A24.4) 
Esq = (Te + iTr) / V2 , 7 = (v8/2, -1/2)， 
其 中 , a 和 是 素 根 


a+y=ß, [Ea, Ey] = Ep/Vi 
Nay = Ny-g = N-g.a = N-y-o = N-ap = Np,-y = V 1/2 


根 的 模 平方 为 1, Nay 的 数值 符合 式 (7.53). 基 林 型 为 


(A24.5) 


Ijk 一 一 2ajak — 28;Bk — 2YjYk = —3ójk, 
gu =0-3/2-3/2=-3, gn = -2-1/2-1/2=-3, (A24.6) 
g2 = -1/2+1/2=0 
附录 23 指出 , 对 应 素 根 的 生成 元 的 系数 比 ba/b-a 可 以 任 选 , 然后 对 应 正 根 生 
成 元 的 系数 比 以 它们 为 基础 来 选 定 , 前 者 的 不 同 选择 不 影响 结构 常数 , 因而 对 应 同 
构 的 李 代数 . 现在 我 们 以 SU(3) 群 为 例 来 说 明 . 把 Ea R 3, E-a 除 3. 为 了 满足 式 


(A23.6), Eg WER 3, E_p 要 除 3. 这 样 , 在 SU(3) 群 自身 表示 中 , 有 四 个 生成 元 保 
持原 样 , 另 四 个 生成 元 如 下 式 所 示 


0 30 0 -i3 0 

m=; 1⁄3 0 0 |, m=; i3 0 o|, 
0 00 0 0 0 

| 0 0 j | 0 0 :] 
T=3| 0 00], T=3| oo 0 
1⁄3 0 0 i33 0 0 


很 明显 , 所 有 对 易 关 系 都 保持 不 变 . 与 原来 表象 相 比 , 只 是 相差 一 个 对 角 的 相似 变 
换 


e-o 


X = diag (3, 1, 1) (A24.7) 
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附录 25 用 嘉 当 和 矩阵 计算 单纯 李 代数 的 全 部 正 根 


式 (7.57) 指出 , 单纯 李 代数 所 有 正 根 都 可 表 为 素 根 的 非 负 整数 线 性 组 合 , 这 些 
组 合 系数 之 和 称 为 该 正 根 的 级 数 ， 素 根 是 一 级 根 ， 可 用 递 推 的 办 法 , 用 嘉 当 和 矩阵 
(7.64) 逐 级 找 出 各 级 正 根 . 设 小 于 m 级 的 正 根 已 经 找到 , m 级 的 正 根 总 是 m 一 1 级 
正 根 和 素 根 之 和 , 现 要 判断 m — 1 级 正 根 o 和 素 根 7; 之 和 是 不 是 根 . 这 问题 可 以 
与 找 下 面 根 链 问题 结合 起 来 解决 


a+nrj ， -q<n<p, 是 根 (425.1) 
e —(q+1)r; 和 a+(p+1)rj, 不 是 根 
因为 小 于 m 级 的 正 根 都 已 找到 , q 是 已 知 的 . 为 了 计算 p, 设 
“ 
e=  rkfk (A25.2) 
k=1 
MJ j 
p=q-P(a/r;)=q-) Ajkfe (A25.3) 
k=1 


3 p = 0, W| a + r; 不 是 根 , 若 p > 0, W| e + mr;, 0 < m < p, 都 是 根 . 用 这 办 法 可 
以 找 出 单纯 李 代数 的 全 部 正 根 . 下 面 以 Gs 李 代数 为 例 说 明 这 方法 . 


G> 李 代 数 的 邓 金 图 和 嘉 当 和 矩阵 如 下 : 
e A= ( 全 二 ) (A25.4) 
i 2 =a, 2 


Gz 李 代数 有 两 个 素 根 ri 和 ro, ri 是 长 根 . 先 判断 ri 加 ra 是 不 是 根 . 把 ri 
看 作 a, WI f, = 1, fa = 0, q = 0, {ER (A25.3), p= 0 — An fi = 3, W 


71 十 r2，7l1 十 2r2 和 rl +3r? 都 是 根 ， ri + 4ra 不 是 根 . 


若 把 ra 看 作 a, M| fi = 0, 户 =1,9=0, 按 式 (A25.3),p=0- Ayzf2 = 1, 故 除 重 
复 得 到 r> + ri 是 根 外 , 还 知道 ra + 2r, 不 是 根 . 

事实 上 , 对 二 秩 李 代数 , 二 级 根 只 有 这 一 种 可 能 性 . 三 级 根 有 两 种 可 能 , 但 已 知 
72 十 2r1 不 是 根 , 故 只 有 一 个 三 级 根 ri + 2rz. 由 它 加 ri 变 成 二 级 根 的 两 倍 , 显然 
不 是 根 , 因而 四 级 根 也 只 有 一 个 , ri + 372. 

现在 讨论 五 级 根 . 取 a = ri 二 3rz, 有 户 =1 户 =3. 已 知 e + r 不 是 根 , Fl 
要 判断 o + ri 是 不 是 根 . 因为 a - ri 不 是 根 , 所 以 4=0 


p=0- Anfi- Anf: =-2+3=1 
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得 到 五 级 根 2r1 + 3rə. 无 论 再 加 ri 还 是 ro, 都 得 到 已 知 根 的 倍数 , 不 能 是 根 . 因此 
已 找 完了 G2 李 代数 的 全 部 正 根 , 包括 素 根 共 6 个 正 根 , 12 个 根 , G; 代数 的 阶 数 为 
12+2 = 14. 


按照 数学 上 的 习惯 , 取 长 根 长 度 平方 为 2, G; 代数 的 素 根 取 为 
=(0, Vi), r= (V6, -via) (A25.5) 


以 这 两 个 素 根 为 基础 , 分 别 旋转 60° 的 整数 倍 , 构成 一 大 一 小 互相 套 琶 的 两 个 正六 
边 形 . 这 就 是 Ga 李 代数 的 根 图 . 根 图 和 伴随 表示 的 平面 权 图 是 相同 的 , 见 图 7.8 (2). 


附录 26 SU(N) 群 自 身 表示 生成 元 的 反对 易 关 系 
对 SU(N) 群 自身 表示 生成 元 , 有 时 还 用 它们 的 反对 易 关 系 


{T4, Ta} = TATp + TaTA = 3 dAappTp + raB1 (A26.1) 
D 


与 对 易 关 系 不 同 之 处 在 于 , JEKE ERA AARAA REEE. LRA 
有 系数 都 是 实数 , 但 必须 补 上 单位 矩阵 的 项 . 等 式 两 边 取 迹 可 确定 实 系数 ras 


NraB = Tr (TATp 二 TeT4} = 54B 
代 回 上 式 得 
(Ta, Tp) = TATp +TsTa = > dappTp + Jóan (A26.2) 
D 
上 式 两 边 乘 Tp 后 取 迹 , 可 计算 系数 daso 
daBD = 2Tr {TATsTp + TaTATp) ` (A26.3) 


实 系数 daso 关于 三 个 指标 完全 对 称 . 直接 计算 可 得 自身 表示 生成 元 的 反对 易 关 系 


如 下 
(zp, z) = 3 (Ga TY + Sad TED + ac TEP + Soa TD), 
(r, 1R) = (Ca ~ a TO + TQ +a T), (A26.4) 
{= 3 (BTR — aT) + á TQ) — toa TP) 


.502 . 附 


(r, r) = - (a /@0a 27 , 
fr), TR} = Rele- DTR ， 


-b+2 
(3) p) T® 
{29, 20}= mo ppe e’ a<c<b, r=1,2 (A26.5) 


(3) po) 2 V O 
at Š 
(z: 1-1 Tac ， 

(z, r) =0, 


(r, z) = 2 y = = s TPT, 


{ T9, HOLE 


a-1 a) 
(ab(a — TE DP £ Dni p- [as R mas ea 
(A26.6) 
式 中 , 右面 TO 的 下 标 相等 时 , 就 会 出 现 单位 矩阵 项 . SU(3) 群 不 为 零 的 结构 常数 
f4BD 和 系数 dasp 列 于 表 A26.1. 


表 A26.1 SU(3) 群 不 为 零 的 结构 常数 了 As 和 系数 dano 值 


156 246 257 345 367 458 = 678 
f 1 1 1 1 t U $ S 
iad 2 2 2 2 2 2 2 2 
ABD | 18 146 17 28 247 256 338 344 

a ES L x T- t s Š 

Aap v3 2 2 V3 2 2 Wej 2 

ABD | 35 366 377 448 558 668 778 888 

d. 1 = = -1 -l -1 -1 -1 
wid 3 2 T 2⁄5 2v3 2V3 2V3 v3 


附录 27 KEXEI 
TE BEI 363 MEE Ë. 2 维 实 线性 空间 的 变换 矩阵 


za — 5 Z= 7 Razo, Re Sp(26,R) (A27.1) 
5 


我 们 知道 , 实 正 交 变换 保持 实 矢量 点 乘 (内 积 ) 不 变 , 现在 定义 实 矢量 z 和 vy 间 的 一 
种 新 内 积 , 称 为 履 内 积 


“ 
(z, v); = zaJat = > (si _ zy) (A27.2) 
ab j=1 
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显然 , 大 内 积 在 实 厢 正 交 变换 中 保持 不 变 
(=, u); = (Rz, Ry}; (A27.3) 
而 且 同 一 矢量 的 胜 内 积 为 零 - 
对 于 U 阶 完全 反对 称 张 量 caas 由 式 (7.105) 不 难 证 明 


> BD E E ENE T i (A27.4) 


实际 上 , 式 (A27.4) 左面 如 下 项 等 于 1, 这 项 指标 a2;_1 取 j, a2; 取 7. 当 指标 置换 
时 产生 的 非 零 项 都 等 于 1, 而 这 样 的 项 数 如 下 : J 之 间 的 交换 有 0 项 , 下 标的 交换 
有 2“ 项 把 (20) x (24) ERE X 的 行 指标 写成 协 变 指标 , 列 指标 写成 逆 变 指标 , 则 按 
A (1.12), X X 矩阵 的 行列 式 可 表 为 
detX = JO eb X? Xb, 
22 
Caa det X = DD, bb XD o u (A275) 
biba 
再 利用 式 (A27.4), 得 
det X = (220)! Y (det X) ea,.an Jara *** Ta ra 


= (a Waiaa Janeiros DO Cbba Xe Xb (A27.0) 
aaa, biba 
LA E ae 人 Xe X) (Xe, xt) 
be 
末 式 用 了 性 内 积 的 定义 (A27.2). 因为 det (RX) 就 是 对 X 矩阵 的 各 列 矩 阵 同 时 作 
KME ER R 后 再 取 行 列 式 , 而 式 (A27.6) 右面 对 R 变换 保持 不 变 , 所 以 
det (RX) = detX ， detR=1 (A27.7) 


KEKERE R 的 行列 式 为 1. 把 24 维 实 线性 空间 改 为 复 空间 ， 并 把 式 (A27.1) 中 
的 R HUR u eUSp(20), 同样 可 证 det u = 1. 


"I 


附录 28 辛 群 独立 实 参数 的 数目 


根据 辛 群 元 素 的 定义 (7.107) 和 (7.109), 直接 计算 辛 群 元 素 的 独立 实 参数 数目 . 
U EKER (24) 个 实 参数 . 定义 (7.107) 指出 ReSp(24, R) 的 a H b 列 矩阵 的 
MARET Jab 


£ 
(R. Ro}y =O (R Ra, - RjaRjb) = Jo (A28.1) 


j=1 
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当 a = b 时 上 式 是 恒等式 , 当 a Z b 时 上 式 给 出 4(24 — 1) 个 独立 的 实 条 件 , 因而 
Sp(24, R) 群 元 素 的 独立 实 参数 数目 是 (26)2 — 4(24 — 1) = #(2# + 1). 
U 维 复 矩 阵 有 2(20)2 个 实 参数 . 由 u! = —JuTJ i4 u" = —JuJ 


Wk = (A28.2) 


各 给 出 202 个 独立 实 条 件 . 由 么 正 条 件 学 a Ulata = das 得 如 下 约束 . 情况 a 一 b=j 
和 情况 a = b = 了 相同 , 给 出 《个 独立 实 条 件 


£ £ 
a=b=j, > (umus — usuy; )= > (lueP + luxjl 2) =1, 
k=1 k=1 
£ 


a=b=7, > (usus + ukius;) =1 
k=1 


M jkt, 情况 a = j, b= k WIR a= k, b = 了 相同 , 由 于 式 (A28.2), 交换 a 和 
情况 也 相同 , 共 给 出 ¿(£ — 1)/2 个 独立 复 条 件 


£ 


a=j, b= k*# j, y (usus = ujurk) =0, 
T=1 
4 
a=k, b=j#k, >Ë (usu, + urruz) =0 
T=1 


34 j # k Bf, 情况 a = j, b= k MIG a = k, b = j HE, 由 于 式 (A28.2), 交换 a 和 
b 情况 也 相同 , 共 给 出 4( 一 1)/2 个 独立 复 条 件 


£ 
a=j b=E#j, — (umur uju) =0, 
a=k, b=j#k, Do (urru = ugu) = 0 


一 个 复 条 件 等 价 于 两 个 实 条 件 , 总 共有 (262 + £ + UE- 1) = 6 一 4 个 实 条 件 , 因 
而 USp(24) 群 元 素 包含 的 独立 实 参 数 数目 为 86? — (66 — £) = 22 +1). 


附录 29 单纯 李 代数 的 重要 性 质 


本 附录 列举 各 单纯 李 代数 的 邓 金 图 , 3⁄4 BE 2 OS SE BE, KR, ER, 基本 主 
权 和 其 他 主要 参数 , 诸如 素 根 长 度 du 最 大 根 w, 若干 重要 表示 的 维 数 dM) ME 
西 米尔 不 变 基 C; (M) 等 . 伴随 表示 的 最 高 权 Maj 就 是 最 大 根 o, 伴随 表示 中 的 卡 
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西 米尔 不 变量 Cz(Maai) 改 符号 后 就 是 基 林 型 的 常数 值 , 9aB = —óABO((M.a;). 按 
数学 习惯 取 长 根 的 长 度 平方 为 2, B dr = 1. 这 规定 与 SUN) 群 的 物理 习惯 不 同 ， 
即 根 的 长 度 平方 和 卡 西 米尔 不 变量 都 增 大 了 两 倍 . 


—. Az 李 代数 和 SU(#+1) 群 
A, 李 代数 的 邓 金 图 , 嘉 当 和 矩阵 及 其 逆 甜 阵 和 主要 参数 如 下 : 


C O------ © O 
1 1 3 ?一 2 -1 £ 
2 —- 0 0 0 0 
—- 2 -1 0 0 0 
= 0 -1 2 -1 0 0 
0 0 0 0 2 -1 
0 0 0 0 -1 2 
1: 1- (¢-1) 1:(—2) … 1.2 1-1 
1-(£—1) 2-(£—1) 2- (8-2) … 2.2 2-1 
jas 人 8-1 
《+1 ë ; Fie 7 š 
1.2 2.2 3.2 … (£-1)-2 ((-1):1 
2-1 Wi .. (€-1)1 1 
d,=1, 1<u <, 
Mo=u, Maaj = w = wi + we, 
d(Mo)=£+1, d( Maaj) = #(£ + 2), (A29.1) 
C+ 
Ca(Mo) = +T ° Ca(Maaj) = 2(£ + 1) 


采用 式 (7.85) FAH £ + 1 个 线性 相关 的 矢量 Va 作 基 


bab 1 


£ 
Va Vo TD Ven = = Vi (A29.2) 


这 《+ 1 ARER LERH, Ve 沿 第 一 个 轴 的 负 向 素 根 r; 和 基 
本 主权 w; 可 用 这 组 基 表 出 


r= 2 (V, - Vi), w=ViD U V. 1<n<t (A29.3) 


v=1 
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At 李 代数 的 阶 是 L(4 + 2), 它 共有 (£ + 1) 个 根 , 表 为 V2(V。 — Vo) 的 形式 . 最 高 
权 为 M 的 表示 维 数 为 


£+1 b—1 
ao)= 工 f: +> 21 (A29.4) 
a<b =a 


其 中 , M, 是 最 高 权 M 在 基本 主权 表象 w, 中 的 分 量 . 下 同 . 
=. Be 李 代数 和 SO(2L+1) 群 


作为 李 代数 , Bı =A1, Ba =C2, 本 节 讨 论 4 > 3 的 李 代数 Be, 它 的 邓 金 图 , 嘉 当 
矩阵 及 其 逆 和 矩阵 , 和 主要 参数 如 下 : 


° O se o © > 
1 2 3 £—2 ¿4-1 £ 
2 -1 0 0 0 
-1 2 -1 0 
0 一 2 0 0 
A= : 
0 0 2 -1 
0 0 0 -2 2 
1 1 … 1 1/2 
122. 2 1 
EN E ENUE 3 3/2 
2 3 … -1 (l-1)/2 
123- -1 4/2 
dy=1, igp<l=1, de = 1/2, 
Mo= wi, Madj = @ = WwW2, Ms = w, 


A29.. 
d(Mo)=22+1, d(Maaj) = ((26+1), d(Ms)= 2#, 99) 


C(Mo)=22, —C>(M.aj) =2(22-1), C2(Ms) = (2 +1)/4 
其 中 , Ms 是 基本 旋 量 表示 . B> 李 代数 的 最 大 根 , 即 伴随 表示 最 高 权 w 是 2w2, 而 
不 是 w2, 因而 B2 =C2 归 入 Ce 系列 . 

E £ 维 空间 直角 坐标 系 的 正 交 基 e, 中, 素 根 和 基本 主权 表 为 


Tu = €p — Eptl, 1<pa<(f-1), Te = er, 


n £ A29.6 
w=} e, 1<p<£, w= D e. caa 
s ia 


附录 29 单纯 李 代数 的 重要 人 性质 - 507- 


Be 李 代数 的 阶 为 LUU + 1), 它 共有 2@ 个 根 , 可 表 为 Hep, 十 (es + e,) 和 (e, — e,) 
的 形式 . 最 高 权 表示 M 的 维 数 是 


€—1 
š Me+2》 M, 
p= 和 
am) -JI WASPI FS) 
si e sa (A29.7) 
y Me+》 M, + 5 2M, > Mo 
x 1 £ p= e= 1 + p= 


=. Ce 李 代数 和 USp(24) 群 


作为 李 代数 , C1 =Al, 本 节 讨 论 4 > 2 的 Ce 李 代数 , 它 的 邓 金 图 、 嘉 当 矩 阵 及 
其 逆 矩 阵 和 主要 参数 如 下 : 


2 -1 0 0 0 
-1 2 -1l 0 0 
一 1 0 0 
a-l? 2 
0 0 0 2 -2 
0 0 0 -1 2 
1 1 ... $ 1 
p E ET 2 2 
re 2 3 oe 3 3 
De 1 
1⁄2 1 3⁄2 ... (£—1)/2 4/2 
d,=1/2, 1<a<(ł-1), de=1, 
Mo= wi, Maj = w = 2w1, 
ey s 1 (A29.8) 
d(Mo)=2⁄ , d(M.aj) = (20 + 1), 


Ca(Mo) = 2+1/2， Ca(Maa) = (£+ 1) 
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在 4 维 空间 直角 坐标 系 的 正 交 基 e, 中 , Ce 李 代数 的 素 根 和 基本 主权 可 表 为 
r = /Jl/2(e, — eu) ， 1<pa<(£-1), re = VŽee, 


k A29.9 
=VU5y e, 1<nst ) 


Ce 李 代数 的 阶 为 UU + 1), 共有 242 个 根 , 表 为 /1/2 (e, — er}, +/1/2 (e, + ev} 
和 tve, 最 高 权 表示 M 的 维 数 是 


2 一 1 
x w n Y w+ 2 >` u, 
全 p= p= 
dm = IT! +£ H 1 TETE TETT 
(A29.10) 
m, De 李 代数 和 SO(24) 群 


作为 李 代 数 , D =A1@A1, Ds =As, 本 节 讨论 £ > 4 的 李 代数 De 它 的 邓 金 图 ， 
嘉 当 矩 阵 及 其 道 矩 阵 , 和 主要 参数 如 下 : 


RST 
o—o—o----- —— 
1 2 3 l-3 -2 4 


2 -1 0 0 0 0 0 
-1 2 -1 0 0 0 0 
0'1 2 —1 0 0 0 
A= ; 
0 0 0 O 2 —L = 
0. 0 Ó o -1 2 0 
0 0 0 0 -1 0 2 
和 2 1 1 
244. 4 2 2 
1 2. £. 0 s 6 
4-1 = AER a i i 
246. (l-2) 2-2 l-2 
Epe Aa 42 ((—2)/2 


123- -(—2 (-2/2 /2 
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dy=1, 1<n <, Mo = un, 
M.aj = @ =w, Msı = wi-1, Msz = we, 
d(Mo) = 28, d(Maaj) = 28-1), d(Ms.) =d(Ms2) = 2t-1, 
Ca(Mo)=22£-1, Ca(Maaj) =4(£—1), Ca(Ms1)= Cə(Mso) = #(2£ — 1)/4 
(A29.11) 
其 中 , Msi 和 M s; 是 两 个 不 等 价 的 基本 旋 量 表示 . 
E £ 维 空间 直角 坐标 系 的 正 交 基 en 中 , 素 根 和 基本 主权 表 为 
Tu 二 en 一 en+l， l<n<(f£-1), re=eci+e, 
kaq: > Soe SUSER (429.12) 


11 + Ié 
kaki ep se w 52 e 
De 李 代数 的 阶 为 《24 — 1), 它 共有 UU- 1) 个 根 , 表 为 Hen + e,) 和 (en — e,) 的 
形式 . 最 高 权 表 示 M 的 维 数 是 


v-1 


v-l “ 
A > Mo+》 2M,- Mi-1-Mı >` M, 


“M= II 14 = PEET 1 
(A29.13) 
五 、 G2 李 代 数 
G> 李 代 数 的 邓 金 图 , MAER AEEA EES TF: 
= aef?! 
1 s Na 2 人 入 本 
d=1, dz =1/3, Mo = w, Maj =w =w, (429.14) 
d(Mo)=7, d(Maj)=14, Ca(Mo)=4, C2(Maaj) =8 
在 二 维 空间 直角 坐标 系 的 正 交 基 e, 中 , 素 根 和 基本 主权 表 为 
ri = Viez, ra = VLU6el - /1/2es, TOFA 
wi = V315el + /1/2e> , w2 = V213e i 
G> 李 代数 共有 12 个 根 , 其 余 4 个 正 根 为 
rı +r2 = /l/6ei+ Vi/2es, rı +2r2 = V2/3e, Gaig 


Tri +3r2 = V3/2e1— /l/2e2, 2rı +3r2 = V3/2el+ /1l/2e> 
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G2 李 代数 的 阶 为 14. 最 高 权 表示 M 的 维 数 是 
d(M) = (1 + Mi)(1 + M2)(á + 3Mh + M2)(5 + 3Mı + 2M2) 


(A29.17) 
x(2 + Mı + M2)(3 +2Mı + M2)/120 . 
A, Fs 李 代 数 
Fa 李 代数 的 邓 金 图 , 嘉 当 矩阵 及 其 逆 矩 阵 和 主要 参数 如 下 : 
o— on e 
1 2 3 4 
2 —- 0 0 E r E 3 
A| 2 ao $4-|3642 
0 -2 2 -i 4863 
0 0 -1 2 2432 
d=d=1, ds = d4 = 1/2, 
Momani Mo 0 (A29.18) 
d(Mo) = 26 , d(M.a;) = 52, 
Ca(Mo)=12,  Ca(Maa;) = 18 
在 四 维 空间 直角 坐标 系 的 正 交 基 e, 中 , 素 根 和 基本 主权 表 为 
ri 一 ez 一 es， T2 一 es 一 ed 
73 一 e4， T4 = (el 一 ea 一 es 一 ed)/2， (A29.19) 
wi =e +e, w2 = 2el + e2 + es, 


w3 = (3e; + ez + e3 +e4)/2, w4=e 


Fa 代数 的 阶 为 52, 共有 48 4-8. 它 包含 Ba 李 代数 的 全 部 32 个 根 tep, 士 (ex 十 ev)， 
(e, — ev), 还 有 16 个 如 下 形式 的 根 


ae) + bez + ces 十 de4 (A29.20) 
其 中 , a, b, c fü d 独立 地 取 +1. Ba 是 Fa 的 子 李 代数 , 但 不 是 理想 . 最 高 权 表 示 MT 
的 维 数 是 
d(M) = {1+ (2M, + 4M> + 3Ms + 2M.) /11) (1 + (2M; + 2M2 + M3) /5} 
x (1 + (2M2 + Ms) /3) {1 + M3} (1 + (2Mı + 3M2 + 2M3 + M.) /8} 
x {1 + (M2 + Ms + Ma) /3} (1 + (Mı + 3M2 + 2M3 + Ma) /7} 
x (1 + (Mı + M° + Ms + M4) /4} {1 + (Mı + 2M2 + 2M3 + Ma) /6} 
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x (1 + (Mı + 2M> + Ms + M4) /5) (1 + (M, +2M2+ M3) /4} {1 + Mı} 
x (1 + (Mı + M> + M3) /3) {1 + (Mı + M) /2} {1 + (M2 + M3) /2} 

x {1 + M2} {1 + (2M1-+ 4M2 + 3M3 + Ma) /10} 

x {1 + (2M2 + 2M3 + Ma) /5} {1 + (2Mı + 2M2 + 2M; + M.) /7) 

-x {1 + (2M; + 4M2 + 2M3 + M.) /9) {1 + (Ms + M.) /2} {1 + Ma} 

x {1 + (2M2 + Ms + Ma) /4} {1 + (2M1 + 2M2 + Ms + M4) /6} . 


(A29.21) 
+. Es 李 代数 
Es 李 代数 的 邓 金 图 , 嘉 当 矩 阵 及 其 道 和 矩阵 和 主要 参数 如 下 ; 
PE sas 
1 2 3 4 5 
q 1. 0 UO Q. O 4 5 6 423 
-1 2 -1 0 0 0 5 10 12 8 4 6 
mA 0 -1 2 -1 0 -1 A-1=1 6 12 18 12 6 9 
E 0 0 -1 2 -1 0 ” 3] 4 8 12 10 5 6 
0 0 0 -1 2 0 2 4 6 5 43 
0 0 -1 0 0 2 3 6 9 6 36 
d, = 1, 1 和 HA<6， Mo = uj, Maj = w = we, 
dMo)=27, dMaai)=78,  Ca(Mo) = 52/3，  Ca(Maa;) = 24 
(A29.22) 


引入 六 维 空间 六 个 线性 相关 矢量 Ua EU, = 0. 它们 的 第 六 分 量 都 为 零 , 前 
五 个 分 基 采 用 As 李 代数 中 定义 的 矢量 V。, 1 < a < 6. 再 定义 es, 它 只 有 第 六 个 分 
EA 1, 前 五 个 分 量 都 为 0. 这 样 , 线性 无 关 的 基 共 有 六 个 , 用 这 组 基 表 达 Ee 李 代数 
的 素 根 和 基本 主权 较为 方便 


rı = Ves , r2 = VŽ (U3 +U, + Us) — e6/ V2, 

rs = VŽ(U2 - Us) , ra = V2 (U3 - U4), 

rs = V2 (U4 - Us) , rs = VŽ (U: — Uo), (429.23) 
wi = —V2Us + e6/ V2 , w = -2V2U6 , 


ws = /2(U1 +U2—2U6), w4 = V2(Uı +U2+U3- Us), 
ws = -V2 (Us + Ue), ws = V2 (U; — Use) 
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Es 李 代 数 的 阶 为 78, 共有 72 个 根 . 它 包含 As 李 代数 的 全 部 30 个 根 , 即 V2(U。 — 
Us), 还 有 土 V3ee, 和 如 下 形式 的 40 个 根 


V2(U, +U, +U.) + e /V2 (A29.24) 


其 中 , a, b 和 c 互 不 相等 地 取 1 ~ 6 中 任意 三 个 数值 . As 是 Es 的 子 李 代数 , 但 不 是 


八 、 Er 李 代数 
Er 李 代 数 的 邓 金 图 , 嘉 当 和 矩阵 及 其 逆 矩 阵 和 主要 参数 如 下 : 


2 -1 O 0 0 
-1 2 -1 0 0 0 
0 -1 2 -10 0 -1l 
A=| o0 0 —- 2 -10 0 
0 0 0 —- 2 -1 0 
0 0 0 0 -2 0 
0 0 -1 0 0 0 2 
4 6 8 6 42 4 
6 12 16 12 8 4 8 
8 16 24 18 12 6 12 
E 6 12 18 15 10 5 9 
4 8 12 10 4 6 
2 4 6 8. 8 
4 8 12 各 7 
d,=1, 1<pE<7?, Mo= we, Madj =@ = w, 


d(Mo)=56, d(Maaj)=133, Ca(Mo) =57/2, C>(M.aj) = 36 
(A29.25) 
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采用 Ar 李 代数 中 定义 的 矢量 Va, 1 < a < 8, Vs = — Di Ve, 表达 Er 李 代 
数 的 素 根 和 基本 主权 较为 方便 


r= (Vi 一 Va) ， r2 = V3(V2 — V3), 

ra = V2(Vs— V4) ， ra = V2 (Va — V5), 

rs = V2 (Vs — Vo) , re = V2 (Ve — V), 

r7 = V2 (Va +Vs+V6+V7), w = V2 (Vı — Vs), 

w2 = V2 (Vi +V2- 2V8) , wa = VŽ(Vı +V2 + Vs — 3V8), 
wa = -V2 (Vs + Ve +V7+3Vs), ws=-vV2(Ve+V7+2Vs), 
ws = -V2 (V7 + V8) ， wr = —2V2V 8 


(A29.26) 
Er 李 代数 的 阶 为 133, 共有 126 个 根 . 它 包含 Ar 李 代数 的 全 部 56 个 根 /2(V —- V), 
还 有 如 下 形式 的 70 个 根 


V2(V. +V, + Ve + Vd) 


其 中 , o b, c 和 d 互 不 相等 地 取 1 ~ 8 中 任意 四 个 数值 . Ay 是 Er 的 子 李 代数 , 但 不 
是 理想 . 


A. Es 李 代数 
Es 李 代数 的 邓 金 图 , 嘉 当 和 矩阵 及 其 逆 害 阵 和 主要 参数 如 下 : 


Ye 


© © = 

1 2 3 4 5 6 7 
2 1.0 0 0-0 0-0 
En J 1 
Ü zL. Q RA s S Q í D 
pse 0. 0 A. E O 8 “g 
DO. 0. O 1. 2. =k ' IO. 1 
0 í O D —1 2: —1 0 

0 0 O 0 -1 2 

0u 加 A QOU =L ü 2 
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23 4 5 6 42 3 
3 6 8 1012 8 4 6 
4 8 12 15 18 12 6 9 
jbg 5 10 15 20 24 16 8 12 
6 12 18 24 30 20 10 15 
4 8 12 16 20 14 7 10 
2 4 6 8 10 7 5 
3 6 9 12 15 10 5 8 
d, = 1, 1<u<8, Mo = Maj =w = u, (429.27) 
d(Mo) = 248, C2(Maaj) = 60 


采用 八 维 空间 直角 坐标 系 的 正 交 基 e,,, 1 < p < 8, 表达 Es 李 代数 的 素 根 和 基 
本 主权 较为 方便 


Ti =€2- €s T2 = €3 — €4, T3 = €4 — 65, 
T4 = es — €, Ts 一 e6 — €7, T6 = €7 — €g, 
7 
r7=2-! er+es-) e; , Ts = €7 + es, 
j=2 
w =€, +e2, w = 2el + ez + es, 
4 5 (A29.28) 
ws =3ei +> ej, w=4e1 + ej, 
j=2 j=2 
6 7 
7 1 1 
ws = 5el + ej, w= ser + s; e; — sea, 
5 1 > j 6 = 7e1 522 j = gee 
j=2 j=2 
8 
5 1 
toz = 2e1， Ws = 5e1+5 e, 
7 1 8 ga 2 j 


Es 李 代数 的 阶 为 248, 共有 240 PR. 它 包含 Ds 李 代数 的 全 部 112 个 根 ， 即 
t (eu + ev) 和 (en — er), 还 有 如 下 形式 的 128 个 根 


(二 el + ez + ez + e4 + es + es + e7 + eg) /2 


其 中 , 括号 内 取 偶 数 个 负 号 . Ds 是 Es 的 子 代数 , 但 不 是 理想 . 
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第 四 章 我 们 研究 过 SU(2) 群 克 莱 布 施 - 戌 登 系数 的 对 称 性 质 式 (4.143). 这 些 
对 称 性 质 有 一 定 的 普遍 意义 , 但 由 于 单纯 李 代 数 的 表示 中 存在 重 权 , 使 公式 变 得 比 
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较 复杂 . 这 里 我 们 研究 式 (4.143) 中 两 个 比较 简单 的 对 称 性 , 而 且 假定 表示 M 重 数 
为 1 

第 一 个 对 称 关系 与 交换 直 乘 表 示 的 乘积 次 序 有 关 . 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 通常 都 
用 展开 式 (7.195) 的 方式 给 出 . 当 把 表示 乘积 次 序 颠 倒 时 , 展开 式 不 会 发 生变 化 , 所 
有 的 差别 来 自 于 克 莱 布施 - 戈 登 系数 相位 的 规定 , 因而 它们 最 多 只 能 相差 一 个 符号 


(2) MO MO MG) 
CMa MY Mm = EMCMY Ma Mm (430.1) 


因子 Em = +1 取决 于 在 最 高 权 态 (m = M) 的 展开 式 (7.195) 中 , 两 种 选取 相 因子 
方法 . 例如 , 在 DM? x DM? 约 化 中 选取 展开 式 的 项 mO = MO 系数 为 正 实 
数 , 而 在 DM” x DMO 约 化 中 选取 项 md = M) 系数 为 正 实数 , 则 根据 最 高 权 
态 在 升 算 符 作 用 下 为 零 的 条 件 , 得 


ime (1) M®,M-M®) x: (DACMOM-MOD) 


其 中 , h(M,m) 是 权 m 在 表示 M 中 的 高 度 [ 见 式 (7.159)]. 
第 二 个 对 称 关系 与 复 共 孝 表示 有 关 . 互 为 复 共 罗 的 表示 状态 基 和 生成 元 满足 式 
(7.160) 和 (7.161). 由 于 式 (7.195) 每 一 项 中 两 个 权 高 度 之 和 是 相同 的 
h(M®, m™®) + (MÜ) mO) (A30.3) 


有 关 高 度 的 因子 可 以 提 到 求 和 号 外 面 来 ， 如 果 克 莱 布施 - KERIEN, 对 式 
(7.195) JR tfi, CMe MO 和 CHUMO 都 把 直 乘 表示 MO x MO 约 化 
到 表示 M’, 根据 舒 尔 定理 它们 只 能 相差 一 个 与 m 无 关 的 常数 CM 


MOMO- = MY MD 
Cmo, mi M" -m = CMOm® mtn,M,m 


(A30.2) 


.4 
KAMY m) M® ,ml )—h(M,m) (430:4) 
ÇM = (-1) (. E )+h(. E )-h(M.m) 


JR m = M M m) = MÜ) ,得 
h(M(),m0)) + h(MO),mO)) -—h(M,m) = h|M®, (M — MV) — (A30.5) 
因此 , 一 般 说 来 , cad = CM, 


Mü) MO) MƏMƏ MO MD- 
Cmo ma, Mm = SMCm m, Mm = EMC mO m, M", -m 
MƏ MO» 
= C ma, -m0,M", -m (A30.6) 


HSSERHRREJARMRRE, MO = MO, 克 莱 布 施 - KARRE 
有 一 个 恒 等 表示 0, 它 的 状态 展开 式 为 


110,0) = (damo) P E CiM? m MO, m) |M, -m)  (A30.) 
m 
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7.7 节 已 计算 了 SU(3) 群 两 伴随 表示 直 乘 的 克 莱 布施 - 戈 登 级 数 和 级 数 中 各 表 
示 最 高 权 态 的 展开 式 . 现在 用 方块 权 图 方法 和 降 算 符 作用 , 计算 其 他 权 态 的 展开 式 ， 
即 计算 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 . 表示 (2,2) 的 最 高 权 态 为 
上 (2,2), (232) = 11, DIG, D) 

它 对 乘积 状态 是 对 称 的 . 由 于 最 高 权 中 两 个 分 量 都 是 正 的 , 可 得 一 个 A 三 重 态 和 
一 个 A 三 重 态 . 用 降 算 符 作用 得 

I2, 2), (0, 3)) = V172 P,||(2,2),(2,2)) = /1/2([ |,1)(,2) +|(T,2)0,1)) J, 

I2, 2), (3, 4)) = VI73 F.l|(2,2),(0,3)) = |C, 2), 2)), 

II@2,2),(3,0)) = /1⁄2 Foll(2, 2), (2, 2)) = /1/2 (11,1))1(2, D) + 1(2, DIL, D) }, 

11(2, 2), (4,3) = /1/2 Fall(2, 2), (3, 0)) = |(2, D))|(2, 1) 


其 中 , 出 现 两 个 主权 (0,3) 和 (3,0), 它们 分 别 与 最 高 权 属 于 同一 个 A LES, 因而 
是 单 权 . 与 它们 等 价 的 权 也 是 单 权 , 分 别 是 


(0,3)， (3,3), (3,0) 和 (3,0), (3,3), (0,3) 

由 权 (0,3) 可 得 一 个 Aa 四 重 态 , 包含 的 权 有 (0,3), (1,1), (2,1) 和 (3,3). 由 权 
(3,0) 可 得 一 个 4i 四 重 态 , 包含 的 权 有 (3,0), (1,1), (1,2) 和 8,3). 两 个 四 重 态 中 
都 包含 主权 (1,1), 它 可 能 是 二 重 权 . 设 态 (1,1)1 属于 A 四 重 态 , (1, 1)。 只 能 属于 
A ZES. 

11(2,2), (1, D3) = /1/3 Fl(2,2), (3,0)) 
= V1/6 { V/2|(1,1))(0,0)i) + I, 2))1(2,T)) + (sym. terms) }, 
Eill(2,2), (1,1)2) = 0 


其 中 , (sym. terms) 代表 一 些 对 称 项 , 它们 由 前 面 各 项 交换 两 状态 基 乘 积 次 序 得 到 . 
在 上 式 中 它 代 表 


VY {Valo, MD) +12,2) } 


如 果 是 (antisym. terms), 则 代表 一 些 反对 称 项 , 即 相差 负 号 的 项 , 今后 不 再 加 以 说 
明了 . 设 
Fal\(2, 2), (0,3)) =a) (|(2,2), (1, 1)1) + a2 ||(2,2), (1, 1)2) 
= 2> (|,1))(0,0):) + V3 |(1, 1))|(0, 0)2) + V2 |(2, D)I(T, 2)) + (sym. terms)} 
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有 两 种 方法 来 计算 系数 a, 和 ar. 一 种 是 画 方块 权 图 时 常用 的 方法 , 利用 E, 和 P, 
对 易 
E), ||(2,2), (0,3)) = V3 a) ||(2,2),(3,0)) 
= FB ||(2,2), (0,3)) = 2 ||(2,2), (3,0)) 
定 出 a = V4]3， 选 择 状态 基 ||(2,2),(1,1)) 的 相位 , 使 o 是正 实 数 , 得 o = 
{3 一 路 } = V573. 因此 主权 (1,1) 是 二 重 权 , 并 算得 


8,2,0, Da) = VI75 {F211(2,2), (0,3)) - VIZI, 2,0,1} 
= 1/60 { -|(1,1)) |(0,0):) + V27 |(,1))1(0,0)2) 
+ V3 |(2, D))I(T, 2)) + (sym. terms) } 


另 一 方法 是 利用 克 莱 布施 - KERM EHE 


ll 


a (2,2), (1, 1)ı|| P> ||(2, 2), (0,3)) 


= 1/24 { V2 + /2 + V2 + V3 } = V3 
az 也 可 根据 归 一 化 条 件 和 相位 选择 来 确定 


az ||(2,2), (1, 1)2) = F ||(2,2), (0,3)) — /4/3 II(2, 2), (1, 1)1) 
=6-' (—|(,1))|(0,0)i) + V27 |(1,1))1(0,0)2) + VZ |(2,1))1(,2)) 
+(sym. terms)) 


归 一 化 后 得 oa = V573. 两 种 方法 都 可 选用 , 但 这 里 尽量 采用 新 方法 . 
继续 上 面 两 个 多 重 态 的 计算 . 所 有 与 主权 (1, 1) 等 价 的 权 都 是 二 重 权 


(1,D, G,2), 2D, 9, (2,1), (L,I) 
选择 (1,2)i 和 (1,2) 分 别 属于 前 面 确定 的 A 四 重 态 和 二 重 态 , 得 


(2,2), 2 ) = 2-1 F 11(2,2),(1,1)1) 
V6 (|(1,1))1(2,1)) + VZ I(T, 2))1(0,0)1) + (sym. terms) }, 
(2,2,6,3) = 1⁄3 F ||(2,2), ,2)1) 
VTA ( I@, DC, D) +12, DIT, 2) }, 
11(2,2), 1,2)2) = F; |I(2,2), (1, 1)2) 
= V160 (— 2 |1, DIE 1)) + I(T,2)) |(0,0)1) 
+v?27 |(1,2))|(0, 0)2) + (sym. terms) } 
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权 为 (1,2) 的 两 状态 基 确实 是 互相 正 交 的 . 再 计算 降 算 符 对 高 度 为 2 的 其 他 态 的 作 
用 . 利用 状态 基 的 正 交 性 可 得 
FE, ||(2,2), (2,4)) = /1/2 ( 1(,2))|(0,0):) + V3 I(T, 2)) |(0, 0)2) + (sym. terms)} 
= V373 ||(2,2), (T, 2)1)) + V1073 ||(2,2), (T, 2)2)) 


让 (2,Di 属于 由 (4,2) 构造 的 A 五 重 态 , 而 (2, 了) 只 能 属于 A 三 重 态 


I(2,2), (2,1) = 2-1, 112,2), (43) = /1/2 ( 12,10,01) + 10,012, )}, 
Ex I(2,2), (2,2) =0 
设 = S 
Fa I(2,2), (1, 1)1) = b1 112,2), (2, Th) + ball(2,2), (2, Da) 
= VI76 [ 10, D,D) + 3172 12, D))10,0)1) 
+V373 1(2,T)))1(0,0)2) + (sym. terms) }, 
Fa |1(2,2), (1, 1)2) = bs I2, 2), (2,T)1) + b II(2, 2), (2, D2) 
= VAI5 (v2|(,1)10,2) + V32, T))1(0,0)2) + (sym. terms)} 
由 正 交 性 定 出 


h = ((2,2), (2, D1llF2l|(2,2), (1, 1)1) = /3/2, 
bs = ((2, 2), (2, Ti ||Fal1(2, 2), (1, 1)2) = 0 
选择 状态 基 ||(2,2), (2, D2) 的 归 一 化 系数 , 得 ba = V873 和 
II(2,2), (2, D2) = V3/8F2 ||(2, 2), (1, 1)2) 
= /1/10( /2|(1,1)|(1,2)) + /3|(2,T))|(0,0)2) + (sym. terms)} 
由 此 算得 
bz = ((2,2), (2, Dəllxsl|(2,2), (1 1)1) = V5/6 
在 高 度 为 4 的 权 中 , 有 两 个 单 权 (3,3) 和 (3,3) 是 很 明显 的 . 一 个 单 权 (3 3) 的 
状态 基 展 开 式 已 经 计算 过 , 另 一 个 单 权 (3,3) 的 状态 基 也 容易 计算 
Fa (232 (2 D1 ) = 2-1 { DIAD) +11) 12D) } 
V173 II(2,2), (3, 3)), 
Fa ||(2,2), (2,D)2) = V5/4{ |@,D)0,2) +10,2)) 2,5) } 
= V573 ||(2,2), (3,3)), 
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I2, 2), 8,3) = /1⁄2 { 12; DIC, D) +11,3) (2, D) } 
可 以 验算 


F?II@,2),(0,3) 
=F} { VIB @,2), ,1)) + VSZ NG2,2), (1,1)2) } 
= V3 p, {V373 22) (2, D1) + /5/6 (2.2), 2, D)2) } 
+ V5/3V8/3 P, ||(2,2), (2, 1)2) 
= 6 I(2,2),(3,3)) 


把 P, 作用 到 状态 基 ||(2,2), (2, D1) 和 ||(2,2), (2, 了)2) 上 会 得 到 (0,0) 权 的 态 ， 
把 Fo 作用 到 状态 基 ||(2,2), (T,2)1) 和 ||(2,2), (1,2)2) 上 也 会 得 到 (0,0) 权 的 态 . BE 
然 主权 (0,0) 可 由 四 条 路 径 得 到 , 我 们 应 该 先 假设 (0,0) 权 是 四 重 权 . 让 (0,0): 属 
于 由 (4, 构造 的 A 五 重 态 , (0,0)2 属于 由 (2, 了 ) 构造 的 Ar 三 重 态 , 而 其 余 两 个 
(0,0)s 和 (0,0)4 分 属于 A 单 态 


11(2,2), (0,0)1) = /1/6 F |1(2,2), (2, 1)1) 
= V176 { 1(2,D)) 1,1)) + 2 1(0,0)1) |(0,0)1) + I, D) |(2,D)) }, 
(1(2,2), (0,0)2) = VI73 F; ||(2,2), (2, 1)2) 
= VI6 { I0, D) |G,D) + IG,2)) |(1,3)) + V3 1(0,0)1) 1(0,0)2) 
+ (sym. terms)} , 
B, ||(2,2), (0,0)3) = Bi ||(2,2), (0,0)4) = 0 


它们 确实 是 互相 正 交 的 . 令 


Fa ||(2,2), (1, 2)1) = e, ||(2, 2), (0, 0)1) + c2 ||(2,2), (0, 0)2) 
+ cs ||(2,2), (0,0)3) + ca ||(2,2), (0, 0)4) 
= VU6 (l,1)G,D) +12, DIG, D) + (1,2)0,D)) 
+V3 |(0, 0)2)|(0, 0)1) + (sym. terms) + 2 |(0, 0)1)|(0, 0)1) }, 
Fs 11(2,2), (T, 2)2) = d, ||(2, 2), (0, 0)1) + do |(2, 2), (0, 0)2) 
+ ds ||(2, 2), (0, 0)3) + ds ||(2,2), (0,0).) 
= /1/60 {-V2 (1,1), D) - v2 12, DE, 1D)) + 5V2 6,2)10,2)) 
+2V |(0, 0)1)|(0, 0)2) + (sym. terms) 
+V3 |(0,0)1)1(0,0)1) + 9V3 |(0, 0)2)|(0, 0)2) } 
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由 正 交 性 定 出 
cı = ((2,2), (0,0) ||F2|1(2, 2), T, 2)1) = 1, 
c2 = ((2, 2), (0, 0)2l|F2|1(2, 2), (T, 2)1) = /5/3, 
dı = ((2,2), (0, 0) ||F2|1(2, 2), (T, 2)2) = 0, 
do = ((2, 2), (0, 0)2||F2||(2, 2), (T, 2)2) = V4/3 
代入 上 式 得 


F, ||(2,2), (1,2)1) = /1/6 (I(2,T))1(2,1)) + (sym. terms) + 2 |(0,0)1)|(0, 0)1) } 
+V5/3 /1/10 (|(,1))(,1) +10, D0, D) 
+V3 |(0,0)2)|(0, 0)1) + (sym. terms) } 
= |I(2, 2), (0, 0)1) + V5/3 II(2, 2), (0, 0)2) 


即 cs = c4 = 0. 可 见 权 (0,0) 是 三 重 态 , 取 d, = 0, 得 


ds ||(2,2), (0, 0)3) = Fx |I(2, 2), (1,2)2) — /4/3 II(2,2), (0, 0)2) 

= /1/60 (- 2 (1, 1), D) - v2 |(2, DIE, D) + 5v2 |(,2))10,2)) 
+2V6 |(0, 0)1)|(0, 0)2) + (sym. terms) 
+V3 |(0,0)1)|(0,0):) + 9V3 |(0,0)2)1(0,0)ə) } 
—V2/15 {1(1,1)) lG,D) + G,2)) 1(1,3)) + V3 I(0, 0)1) |(0, 0)2) 
+ (sym. terms)} 

=2 x /1/120 (—3|(1,1) (1,D)) - (2, DIE, D) + 3 (7,2)) 10,3) 
+ (sym. terms) + |(0,0):) |(0, 0)1) + 9 |(0,0)2) |(0,0)2) } 


把 状态 基 归 一 化 后 , 得 ds = 2, 


I2, 2), (0, 0)3) = /1/120 (—3|(1,1)) (1,D)) 一 |(2, DIE, 1)) +3 10,2) lG,2)) 
+ (sym. terms) + |(0,0):) |(0, 0)1) + 9 |(0,0)2) |(0, 0)2) } 


它 正 交 于 另 两 个 权 为 (0,0) 的 状态 基 . 表示 (2, 2) 的 方块 权 图 是 上 下 对 称 的 , 见 图 
A31.1. 余下 的 状态 基 展 开 式 可 类 似 计算 . 


附录 31 SU(3) 群 两 伴随 表示 直 乘 的 克 莱 布施 - 戈 登 系数 -521 


va 


03 yF 
vI, va 


(1) |o] 2,4 (1,1) |a] 42 
1 VE/ 575 |2 2 


(1, 2)2 (2,D)2 全 2) (e Di 


vF T va 

(0,0)s| (0,0) 

al vi 
(1,3)2 
G, 
V3 

va va 
2,2 


图 A31.1 SU(3) 群 表示 (2,2) 的 方块 权 图 


I(2,2),@,1)) = Vi6r ||(2,2),(0,0):) 
V1/2(|(0,0)1)1(,1)) + IE, 1))10,0)1)}, 
11(2,2), (4,2)) = (1/2)F 11(2,2), Ē,1)1) = |(2, 1))1(2 1)》， 
11(2,2), (2 Da》 = Vi2F ||(2,2),(0,0)o) 

= V1/10{V2, 2), D) + Val, 1))1(0,0)2) + (sym. terms)} , 
ll(2,2),(1,2)) = VI73R ||(2,2), (3,3)) 

= V1/6 ( |l@,D)IG,1) + v2 |(0,0):)1(1,2)) + (sym. terms)} , 
Il2,2),G,D) = (1/2)F (2,2),(1,3)1) 

= V6 {v2 |(0,0)1G,D) +1(@,1))1(,2)) + (sym. terms)}, 
11(2,2), (35,0)) = VI/3F 1I(2,2) GD) 

= 1⁄2 {v2 |E, DIC, D +10, DIE D))}, 
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11(2,2), (1,92) = (1/2) F ||(2,2), (0,0)s) 
= V160 (—2|(2,1)) (1,D)) + |(0,0)1) 10,3) 
+3V3 |(0,0)2)|(1,2)) + (sym. terms)} , 
(2,2), (1,2) = F |I(2,2), (1,32) 
= V/60[-l|(0,0):) IT, D+ 3/3l|(0,0)2)1(4, D)+ V212, DIC, 2) 
+ (sym. terms)}, 
2,2) (292) = V30F ||(2, 2, (1, D2) = 1(1,D)0, D), 
ll@,2),(0,3)) = VTZA |(2,2), (2,92) = /1/2 (1,2)1G,D) +10, DA, D}, 
ll2,2),G@,2)) = VTZA II(2,2),(0,3)) = I0, DIC, D) 
根据 上 面 的 计算 , 知道 表示 (2,2) 包含 如 下 主权 : (2,2), (3,0) 和 (0,3) 是 单 权 ， 


(1,1) 是 二 重 权 , (0,0) 是 三 重 权 . 
其 次 , 计算 表示 (3, 0) 和 (0, 3) 的 状态 基 展 开 式 . 最 高 权 态 的 展开 式 已 在 7.7 
节 中 算出 , 现在 通过 降 算 符 的 作用 , 计算 其 他 状态 的 展开 式 . 


(3,0), (3,0)) = 
(3,0), (1, 1)) = 


VIB F 


= V6 {I 
(3,0), (3,3)) = V173 P, 
(3,0), (2, 7)) = F> II(3, 0), 


= VR ( 


(3,0), (0,0)) = /1⁄2 P> 


(3,0), (1,3)) = /1/2 F, 


= VI ( 


(3,0), (2, D) = VI73 P 


1⁄2 {11,1) |2,1) — 


= VI/6 { VŽ | ,1))1(0,0)) + |T, 2) 12,1) + 
(3,0), (T,2)) = 27" F |(3,0), (1,1)) 


= VE 人 


十 (antisym. terms) }, 


12,7) 11,1) }, 
(3,0), (3,0)) 


(antisym. terms) }, 


1,1))|(2,1)) + V2 IT, 2) |(0, 0)1) + (antisym. terms) }, 
(3,0), (1,2)) = V172 { IT, 212,1) — |2, 1) 1T,2)}, 
(1,1)) 

V3 |1,)|1,2) + |2, T) |(0,0)1) — V3 |2, T) |(0,0)2) 


+(antisym. terms) } , 


(3,0), (1, 2)) 
1)|T, T) + |T, 2)|1, 2) + |2,1)|2,1) — V3I(0, 0)1)|(0, 0)2) 


(8,0), (0,0)) 


v2 |2, T) |T, T) — 1(0,0):)11,2) + V3 |(0, 0)2)11,2) 


+ (antisym. terms) }, 


(3,0), (3, 3)) 
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= V1/12 { v2 [l,2) |I, T) + |(0,0):)|2,1) + V3 |(0,0)2)|2,1) 
+ (antisym. terms) }, 
11(3,0), €, D) = 27" F> ||(3,0), (2,1)) 
= 1/12 { |(0,0)) IT, D) + v3 |(0,0)2) [1,D) — v2 |2, 1) |1,2) 
+ (antisym. terms) }, 

18,0), (0,3) = /1/3 F> (3,0), Œ, D) = /1/2 { 13 TD) -I DL } 
(0,3) 表示 的 状态 展开 式 可 类 似 得 到 , 结果 也 很 类 似 , 只 是 把 上 式 所 有 状态 中 权 mMm 
的 两 个 分 量 交换 , 但 |(0,0)1) 和 |(0,0)2) 要 分 别 换 成 (|(0,0)1) + V 引 (0,0)2))/2 和 
(V3 引 (0,0)1) — |(0,0)z))/2， 也 可 按 计算 共 堪 表示 状态 基 的 办 法 式 (7.160), 把 表示 
(3,0) 的 状态 基 展 开 式 作 如 下 变换 : 两 乘积 状态 交换 次 序 , 所 有 权 改 符号 . 例如 


ICO, 3), (0,0)) = VII2 { 11,1) LD + |T, 2) |1,D + 12,1) ,1) 
+V3 | (0,0)1 ) | (0,0)2 ) + (antisym. terms) } 


(1,1) 的 最 高 权 态 展开 式 有 两 个 , 分 别 对 乘积 状态 交换 对 称 和 反对 称 , 以 下 标 S 
和 4 标记 . 在 降 算 符 作用 下 得 到 


(1,1),(1,1))s = V1720 {V311,1) |(0,0)1) + [Ł, 1)1(0, 0)2) 
— V6 |T, 2)|2, T) + (sym. terms) } , 
(,1),(,2))s = P. ||(1,1), (1, D}s 
= 1/20 { v6 |1,1)[2,1) — v3 [1,2)|(0,0):) + [1,2)1(0,0)2) + (sym. terms) }， 
(1,1), (2, D)s = P> ||(1,1), (1, 1))s 
= V1/20 {v6l1, 1)|1,3) — 22, 1)|(0, 0)2) + (sym. terms)} , 
(,1),(0,0))s = V172 F ||ü,1),(2,1))s 
= /1/20 { v3 |1,1)|1, T) + v3 |T, 2)|1, 2) — 2 |(0,0):)|(0,0)2) + (sym. terms)}, 
(LD, 00,0)2)s = /2/5 Í P, 110,1), ,2)s ~ /1/2 II, 1), (0,0)1)s} 
= /1/20 ( |1,1)|1, I) — |T, 2)|1, 3) + 2 |2, T)|2, 1) + (sym. terms) 
— 2 |(0,0))|(0,0)) + 2 | (0,0)2 )|(0,0)2)), 
(1,1), (1,1))a = /1/12 { |1, 1)|(0,0)1) — V3 |1, 1)1(0, 0)2) 
— v3 |T,2)|2, T) + (antisym. terms)) , 
(1,1), (T,2))a = /1/12 { v2 |1,1) |2,1)— |T, 2) |(0,0)) — v3 |T, 2) ((0,0)2) 
+ (antisym. terms) }, 
(1,1), (2, I)a = /1⁄6 {~ |1, 1)11,2) + V3 |2, T)|(0,0)1) + (antisym. terms)} , 
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ll,1),(0,0))4 = /1⁄12 (— ,DD — [,2)1,2) + 2 |2, D2,1) 


+ (antisym. terms) }, 
II(1, 1), (0,0)2)4 = 2-1 { |1, DIT,D) — {1,2)|1,3) + (antisym. terms)} 


其 余 状 态 展开 式 从 略 . 


附录 32 ” 盖 尔 范 德 基 


盖 尔 范 德 (Gelfand) 提出 一 种 统一 的 方法 , 标记 SUN) 群 不 可 约 表示 [A] 的 正 
交 归 一 的 状态 基 , 称 为 盖 尔 范 德 基 . 他 规定 在 出 现 重 权时 先 按 .A1 子 代 数 的 多 重 态 
来 区 分 , 如 再 有 重 权 , 按 A 子 代数 的 多 重 态 来 区 分 , 依 此 类 推 . 在 此 条 件 下 , 他 解析 
地 推导 出 生成 元 ( 谢 瓦 莱 基 ) 在 盖 尔 范 德 基 里 的 表示 矩阵 元 - 

盖 尔 范 德 基 用 N(N + 1)/2 个 参数 was 描写 , 1 < a < b < N. 这 组 参数 排列 成 
一 个 倒置 的 三 角形 


WIN WaN `` WN-DN WNN 
WI(N-1) sre Q(N-1)(N-—-1) 
jua) = a i pue (A32.1) 


对 SU(N) 群 不 可 约 表示 [A 的 一 个 权 为 m 的 基 , 有 


WpN = Àp» wNN = ÀN =0, ra 2 Wa(b—1) 2 W(a+1)b» 
= ma =- S onen +> Wap 一 > wo-D， Wao =0, (A32.2) 
1<aSb<N, 1<pa<(N-1) 
生成 元 谢 瓦 莱 基 的 矩阵 形式 解析 表达 式 为 


H,, |wab) = My |wab) = 5 Soan + Fua- Euo) lwas), 
np 
Ep |wab) = È Avulias) [wab + Sarôbu), 


Fy wab) = > Avu(Wab — Gavdbn) |wab — Savôbu), 


p- 1/2 
Avp(wab) = (i H: wr(p-1) -rt 


附录 32 346328 .525 ， 


AH+1 1⁄2 
H (vour — wun — p + V) 
p=1 


z (A32.3) 


II (Wau — Wup — À + u) (Wau — wun — À + U — 1) 
zwA=1 


用 文字 表述 : H, 的 本 征 值 等 于 盖 尔 范 德 基 中 倒数 第 / 行 的 参数 之 和 的 两 倍 减 去 倒 
数 第 u- 1 行 和 第 utl 行 的 参数 之 和 . E, (Fa) 作用 在 盖 尔 范 德 基 上 得 到 基 的 线 
性 组 合 , 新 基 的 参数 是 把 原 基 中 倒数 第 上 行 的 某 一 个 参数 , 在 满足 式 (A32.2) 的 条 
件 下 , 增加 (减少 )1. 


作为 例子 , 下 面 列 出 SU(3) 群 不 可 约 表示 [2, 1] 的 盖 尔 范 德 基 所 对 应 的 权 和 正 


则 张 量 杨 表 

z 0 2 1 0 
UH hy=| 2 1 J: [2 mag=] 2 1 ): 
2 2 1 

2 1 0 2 1 0 

HD=| 2 0 Js | "y a k 

3 2 3 0 

2 I 0 2 0 
HH- na- ira T Ps]. ra=|2 lo 2 
3 [3| 0 


1 
1T2 1]3 EE) 
AH- mE- o ) 


1 
gna = |(0,0)2) = 


计算 E> 对 态 |1,2) 的 作用 


(A32.4) 


_J-CDOCDC3 2 _ 
人 = 5 


_T-OGOCDV2 _ 
e= [00 A 
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附录 33 SU(N) 群 协 变 和 逆 变 张 量 基 的 互相 转化 


8.3 节 第 三 小 节 已 经 证 明了 完全 反对 称 的 协 变 张 量 基 和 逆 变 张 量 基 的 互相 转化 
公式 (8.59) 和 (8.62). 现在 要 把 它们 推广 到 一 般 形式 式 (8.63). 分 几 步 证 明 . 第 一 
步 把 式 (8.59) 中 完全 反对 称 的 张 量 基 yL"1e@”…" 推广 到 包含 有 协 变 指 标的 无 迹 
张 量 基 情况 . 设 e 是 对 应 表示 [A\[1"]" 的 无 迹 张 量 基 , 其 中 逆 变 张 量 指标 by 
完全 反对 称 , 协 变 张 量 部 分 是 对 应 杨 图 [X] 的 正则 张 量 杨 表 , 杨 图 [X] 的 行 数 不 大 于 
让 一 砚 , c 是 任意 一 个 协 变 指标 , 它 与 每 一 个 逆 变 指标 b; 之 间 都 是 无 迹 的 


下 (433.1) 
N. N. 
LP anita = 0 (A33.2) 
c=1 bj=1 


类 似 式 (8.59), 用 乘 完全 反对 称 张 基 并 把 m 对 指标 收缩 的 办 法 , 可 把 道 变 张 基 变 成 
协 变 张 基 , 属 表示 [1N-""] 


1 
m! 


> (A33.3) 
bba 


Baran-me = 


与 式 (8.59) 不 同 之 处 在 于 Q 原来 就 有 协 变 张 量 指标 , 对 应 表示 A). 现在 两 部 分 协 
变 张 基 要 直 乘 , 直 乘 后 的 表示 应 该 按 式 (8.49) 用 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 . 我 们 
要 证 明 , 原 张 基 基 9e… 的 无 迹 条 件 (A33.2) 会 使 直 乘 表 示 [1] x [A] 的 分 解 
中 只 保留 把 两 表示 直接 粘 在 一 起 的 一 项 [和 


M=M+l 1<k<N-m (A33.4) 


而 按 立 特 武 德 - 理 查 森 规则 计算 的 其 他 项 都 对 应 零 空 间 . 就 是 说 , 要 证 明 至 少 把 一 
个 协 变 指标 c 与 新 产生 的 协 变 指标 a, 全 反对 称 化 的 项 都 是 零 


> Ean-mdidm -ic®, AS 
eerie 


aran -me 


i (433.5) 
i 


Nb 


因为 按 式 (1.14) 


X. cr 


Earann -mbi bm 
a1aN-m 
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等 于 m! 项 之 和 , 每 项 都 是 m 个 ó 函数 的 乘积 , 其 中 分 别 有 一 个 因子 do 由 于 式 
(A33.2), ERRAR (A33.5) 得 零 . 这 样 , 我 们 证 明了 下 面 两 表示 等 价 


DN] = DV] (A33.6) 


杨 图 IX] 是 N — m 行 的 , 去 掉 第 一 列 得 杨 图 [N]. 类似 地 有 [m ND]: = aT. 换 一 
下 符号 , 得 
加" = a-i], Tk = x - 1, 1<k<m (A33.7) 


其 中 , 杨 图 [7] 的 行 数 为 m, 去 掉 第 一 列 后 得 杨 图 [r']. 对 应 式 (A33.7) 的 张 量 基 转 
换 为 

1 
m! 


"Ya 
更 ai ‘aN-m 7 


DDE EE E Ob Me (A33.8) 


bib 


其 中 , 不 可 约 张 基 基 ytrles- me 的 正则 张 量 杨 表 形 如 


|b | 
|è | 
: (A33.9) 
bm 
根据 福 克 条 件 式 (6.69), 正则 张 量 杨 表 满足 
Drleorane… _ > ylab bsid dmb = 0 (A33.10) 


j=1 


条 件 式 (A33.10) 保证 了 张 量 基 Dianon 是 无 迹 的 . 事实 上 
u 1 
DO Boo cmon mn = A Do oescaman-mbbn YO me 


e=) cb br 
(A33.11) 
等 式 右 面 c 和 m 个 与 都 是 求 和 指标 , 而 且 作 为 反对 称 张 量 e 的 下 标 它们 是 反对 称 
的 . 把 求 和 指标 c 和 b; 交换 , 再 在 e 中 把 它们 换 回来 , 其 效果 只 是 把 后 面 的 张 基 基 
做 如 下 替换 


yla bme — yilo bebe dmb 


这 替换 正 是 把 式 (A33.10) 的 第 一 项 换 成 后 面 求 和 式 中 的 任何 一 项 ， 因 此 , 可 把 式 
(A33.11) 左边 的 张 量 基 ye@”*"m” 换 成 式 (A33.10) 的 右边 并 除 以 m + 1, 而 由 
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式 (A33.10) 知 它 为 零 


N 


+ 
Sessea s PE Si Saa SSES 
tai- 1Cli41 Nm T Ta 1 Cat1 "aN —mbi---b,, 
(m+1)! cb 


c=l 


m (A33.12) 
x fr m > yOb bdt bmb; | wt 


j= 


最 后 , 证 明 最 一 般 的 情况 式 (8.63). 设 me" 是 对 应 表示 [ANI] 的 无 迹 张 
EE, 其 中 逆 变 张 量 部 分 对 应 类 似 式 (A33.9) 的 正则 张 基 杨 表 , 协 变 张 量 部 分 是 对 
应 杨 图 A 的 正则 张 量 杨 表 , 杨 图 [7]* 的 行 数 为 m, 杨 图 [X] 的 行 数 不 大 于 N — m, 
d 是 任意 一 个 协 变 指标 , 它 与 每 一 个 逆 变 指标 b; 或 c 之 间 都 是 无 迹 的 . 当 用 完全 反 
对 称 张 基 把 对 应 道 变 张 量 部 分 的 正则 张 量 杨 表 第 一 列 变 为 协 变 指标 时 


Danma = Zi Ya Susa E E e paes" (A33.13) 
~ bib 
更 的 协 变 张 基 部 分 对 应 两 个 杨 图 的 外 积 
[=] x [A] 


在 克 莱 布 施 - 戈 登 级 数 中 , 除了 把 两 个 杨 图 粘 起 来 的 项 [A] 外 , 其 他 项 都 至 少 有 一 
个 原来 的 协 变 指标 (例如 d) 和 所 有 新 的 协 变 指标 a; 完全 反对 称 化 . 把 这 些 指标 反 
对 称 化 , 相当 于 式 (A33.13) 乘 反 对 称 张 量 


ans, id 


并 对 d 和 所 有 a, 求 和 , 这 样 就 会 产生 m 个 5 函数 的 乘积 项 之 和 , 每 一 项 中 都 含 
有 一 个 因子 das 既然 指标 d 和 所 有 b; 都 无 迹 ， 这 样 的 项 为 零 ， 现 在 新 张 量 基 
更 2 oaw_nd… 的 道 变 张 量 部 分 对 应 正则 张 量 杨 表 [7], 协 变 张 量 部 分 对 应 正则 张 量 
杨 表 [N], c 和 d 之 间 本 来 就 无 迹 , c 和 新 协 变 指标 ai 之 间 已 由 式 (A33.12) 证 明 为 
无 迹 , 因而 新 张 量 基 属 不 可 约 表示 AN’). 证 完 . 
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第 七 章 开 始 讨论 的 李 群 和 李 代数 不 可 约 表示 , 实际 只 讨论 了 生成 元 的 表示 矩阵 . 
在 大 多 数 物理 问题 中 , 知道 生成 元 的 表示 矩阵 已 经 够 了 . 如 果 特 殊 问题 确 有 需要 , 群 
元 素 的 表示 矩阵 也 是 可 以 计算 的 . 例如 , 对 SUN) 群 , 用 杨 算 符 投影 的 方法 把 张 量 
空间 分 解 为 不 可 约 张 量子 空间 , 正则 张 量 杨 表 是 张 量 子 空间 的 基 . 当 用 杨 算 符 把 正 
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则 张 量 杨 表 具 体 展开 成 张 量 基 Oaa. 的 组 合 时 , 这 组 合 系数 构成 的 矩阵 X, 正 是 
把 SUIN) 群 自身 表示 的 直 乘 形式 约 化 为 不 可 约 表示 直 和 的 相似 变换 矩阵 


X(uxux--. xu) X = @ dD) (A34.1) 
D) 


其 中 , 杨 图 A 的 格 数 为 n, da 是 置换 群 表示 A 的 维 数 . 采用 这 种 方法 一 般 需 要 借 
用 计算 机 . 

物理 上 更 常用 的 方法 是 利用 外 尔 互 反 性 , 直接 采用 直 乘 表示 的 形式 . 用 杨 算 符 
投影 得 到 的 张 量 基 , 指标 之 间 具 有 确定 的 对 称 性 质 , 而 且 这 种 对 称 性 质 在 SU(N) Æ 
换 中 保持 不 变 . 因此 正则 张 量 杨 表 在 SU(N) 变换 中 仍 可 按 SU(N) 群 自身 表示 的 直 
RREH, 例如 


Ou = DNs x s A (A34.2) 
等 式 右面 出 现 的 非 正则 的 张 基 杨 表 , 可 以 表 为 正则 张 基 杨 表 的 线性 组 合 , 从 而 得 到 
正则 张 基 杨 表 的 变换 矩阵 . 

也 可 采用 更 直接 的 方法 ， 把 李 群 的 群 元 素 分 解 成 若干 个 单 参数 子 李 群 元 素 的 
乘积 , 这 种 分 解 的 方法 , 本 质 上 就 是 在 SO(3) 群 中 根据 群 元 素 的 矩阵 形式 确定 欧 拉 
角 的 方法 的 推广 . 这 些 子 李 群 的 生成 元 取 为 H, 或 -i(E, — F,)/2. 它们 在 A, £ ft 
态 中 的 表示 矩阵 类 似 SU(2) 群 的 2 或 2, 因而 单 参 数 子 李 群 元 素 在 A, 多 重 态 中 
的 表示 矩阵 是 对 角 矩 阵 或 dó 矩阵 . 在 用 方块 权 图 方法 计算 李 群 不 可 约 表示 生成 元 
的 矩阵 形式 时 , 已 经 得 到 状态 基 和 子 代数 A 多 重 态 的 基 之 间 的 组 合 关系 , 这 种 组 
合 关系 就 是 相似 变换 关系 .根据 这 相似 变换 关系 可 以 计算 单 参 数 子 李 群 元 素 在 李 
群 不 可 约 表示 中 的 表示 矩阵 . 

先 复习 一 下 SO(3) 群 中 , 根据 元 素 R 在 自身 表示 中 的 定 阵 形式 确定 欧 拉 角 的 
方法 . RR 矩阵 的 第 三 列 , 作为 列 矩阵 , 描写 三 维 空间 的 单位 矢量 刘 . 设 它 的 极 角 是 p, 
方位 角 是 a, 则 转动 Sla, 8) 把 zs 轴 转 到 多 方向 . 因此 , S(a,b) R 是 绕 zs 轴 的 转 
动 变换 , 记 作 Rë, 2) 

R = S(e,B)R(ës,y) = R(és, a)R(ē2, B)R(ës,7) 


这 方法 的 关键 是 , R 矩阵 第 三 列 是 三 维 空间 的 单位 矢量 ñ, 找 转动 S(a, 8) 1, JE ñ 
方向 转 到 zs 轴 方 向 去 , 从 而 把 SO(3) 转动 RR 简化 为 SO(2) 转动 . 推广 到 SUN) R, 
REK u 的 第 N 列 是 NN 维 复 空 间 的 单位 矢量 , 可 用 u! ESUN) 变换 把 上 述 方 向 
转 到 N 维 复 空间 的 第 N 个 正方 向 , 即 变 成 的 矢量 只 有 第 N 个 分 量 为 1, 其 余 分 其 
都 为 0. 从 而 把 SU(N) 变换 简化 为 SU(N 一 1) 变换 . u 变换 有 2N 一 1 个 参数 , 正好 
是 SU(N) 群 和 SU(N 一 1) 群 的 参数 之 差 


(N2-1)-((N-12-1)=2N-1 
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下 面 我 们 以 SU(3) 群 为 例 , 具体 说 明 这 一 方法 . 


SU(3) 群 有 八 个 生成 元 , 我 们 更 关心 其 中 四 个 生成 元 , 把 它们 表 成 谢 瓦 莱 基 的 
组 合 


2Ts= Hı, ( V3Ts — T3} = H2, 
Tə = (2i)! (E1 一 五 ) ， Ty = (2i)”! (E> — Px) 
它们 生成 的 单 参数 子 李 群 的 元 素 , 在 自身 表示 中 取 如 下 形式 


eiv 0 0 1 0 0 
R (e) = e7: = 0 er oj, Ra(p) 三 eripm = 0 e 0 |, 
0 0 1 0 0 ev 


cos(0/2) —sin(9/2) 


0 
S1(0) =e®Ta = | sin(0/2) cos(0/2) 0 |, 
0 0 1 


1 0 0 
Sa(0) =erigr = | 0 cos(0/2) -— sin(0/2) 
0 sin(0/2) cos(0/2) 


(A34.3) 


现 把 SU(3) 群 任意 元 素 u ff 35 = JS BEp6 30 k rR FE sÇ 


u3 8182r( rz ra 0 

uz3 | = | -enszrarzlra | = Ri(p1)S1(01)R2(%2)S2(82)R2(%3) | 0 

u33 Car273 1 
其 中 , ci = cos(6,/2), si = sin(6,/2) 和 r; = exp(ipi). 提出 这 五 个 变换 后 , u 化 为 
SU(2) 变换 , 它 的 第 二 列 又 可 表 为 


uiz 一 s3r11r5 0 
u | = carars | = Ri (p4)S1(83)Ri (9s) | 1 
0 0 0 


因此 
u = Ri(p1)S1(01)R2(p2)S2(02)R2(23)R1ı (p4)S1(83)R1ı (p5) 
ui u12 sisari ‘rz ra (A34.4) 
= uz u22 —cusə2rir; T3 


82837213 1rar5 ', 82031213 Tas Ca27273 
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un = (clcsril — sıc2s3r3 r3 ra) rilr5l， 
u12 = (—cissrr 1 一 sic2car2 'r3 Ta) rI rs, 
uz = (s1C373! + C1C28372 ry ra) rira’, 
un = (—s1s3r7 + clcacar ry ra) rirs 
根据 第 三 列 矩阵 元 素 定 出 0, 02, pi, wz 和 ys, 再 根据 第 三 行 矩 阵 元 素 定 出 ga, p4 
和 es. 具体 说 , 设 uos 的 模 和 幅 角 分 别 为 pay 和 Bab, 则 
cos (0) /2) = p23/ sin (92/2) ， cos (02/2) = p33, 
cos (83/2) = p32/ sin (02/2) , 0 <0; <x, 
p2 = (— s — Bas +2833 +z) /4 ， p1 = (— ja + Bo — 7) /2, 
p3 = (ja + B23 +2833 — n) /4, ps = (S32 一 S31) /2, 
pa = (32 + $ə)) /2 — @2 + P3 ， =T S Pj STR 


SU(N) BBJR26 83696 TEA ERER RETEK. 对 SU(3) EE, W Aa ERE E 
元 素 可 用 参数 ps 和 os 描写 , 其 余 参数 取 为 零 


u = diag [e ie, (ese), eis}, 


— <o SR, -R Sps ST 
0, =02 = 03 = 0, pı =p = @ = 0 
参数 ps 和 ps 描写 SU(3) 群 的 类 . 


在 用 方块 权 图 方法 计算 得 的 正 交 归 一 基 中 计算 Relo) 的 表示 矩阵 比较 简单 , 只 
要 把 H, 的 本 征 值 乘 上 -iy, 放 到 指数 上 即 可 . S,(0) 的 表示 矩阵, 可 根据 子 李 代数 
Ak 的 多 重 态 , 取 相应 的 SU(2) 表示 矩阵 dš (0) 的 形式 , 其 中 27 + 1 等 于 该 多 重 态 的 
重 数 mk + 1. 例如 , 在 SU(3) 群 表示 [3] 中 , 把 正 交 基 编号 

1: (3,0), 2: (1,1) 3: (1,2, 4:63, 5: (27, 
6: (00), 7: @,1), 8: (1,9, 9: GD, 10: (0,3) 


这 四 个 子 群 元 素 取 如 下 形式 


DBIRi(O)] = diag {er, ei?, er, ea e-i2e, 1, ee ei?, 1}, 


(A34.5) 


DH[Ra(p)] = diag (1, ei?, ei2, e-i, eiv, 1, ei?, e?e, ele, e3}, 
Dll[S1(0)] = d3/2(0) © a1 (0) @ q1/2(0) @ 1 
(A34.6) 
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DBI(S1(0)) 是 四 个 子 矩阵 的 直 和 , d3/?(9) 涉及 的 行 ( 列 ) 是 1, 2, 3 和 4, 1 (0) 涉及 
的 行 ( 列 ) 是 5, 6 和 7, a1/2(0) 涉及 的 行 (Pl) 是 8 和 9, a0(0) =1 涉及 第 10 行 (Pl). 
DBI(s2(9)) 和 DBI(S1(9)) 类 似 , 也 是 这 样 四 个 子 矩阵 的 直 和 , 只 是 d3/2(0) 涉及 的 
行 (P|) 是 4 7, 9 和 10, d! (0) 涉及 的 行 ( 列 ) 是 3, 6, 和 8, d1/2(0) 涉及 的 行 ( 列 ) 是 
2 和 5,do(9)=1 涉 及 第 1 行 ( 列 ). 

再 例如 , 在 SU(3) 群 伴随 表示 [2,1] 中 , 正 交 基 作 如 下 编号 


1: (11) 2: 人 2 3: (21), 4: (0,0), 


s z 2 (A34.7) 
5: @ 1), 6: (00), 7: (1,9, 8: (DT 
这 四 个 子 群 元 素 取 如 下 形式 
DË1(R,(e)) = diag {ei*, e, e-i2e, 1, e?e, 1, e-iv, ele) ， 
DË1(R,()) = diag (e ie, e-i2e, e, 1, e~, 1, ei2r, ele), (A34.8) 


DË21(8)(0)) = d*/?(0) © d’ (0) @ 1 @ d1/2(0) 


DH (S1(0)) 是 四 个 子 矩阵 的 直 和 , 一 个 d1/2(0) 涉及 的 行 ( 列 ) 是 1 和 2, 另 一 个 
d1/2(0) 涉及 的 行 ( 列 ) 是 7 和 8, at (0) 涉及 的 行 ( 列 ) Æ 3, 4 和 5, do (6) = 1 涉及 第 
6 行 ( 列 ). D:11(S,(0)) 的 第 1 和 第 3 行 ( 列 ) 子 矩阵 是 d1/2(0), 第 5 和 第 8 行 ( 列 ) 
子 矩阵 也 是 d1/?(9), 第 2, 第 4, 第 6 和 第 7 行 ( 列 ) 子 矩 阵 到 如 下 形式 


í O 0 0 
d1(0) q _ |o 1⁄2 -v3/2 0 

x( ,jz | Pii 172. 9 (A34.9) 
0 0 0 1 
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在 微观 领域 里 , 由 于 实验 条 件 的 限制 以 及 问题 本 身 的 复杂 性 , 人 们 对 微观 粒子 
的 认识 还 是 很 不 充分 的 , 因而 在 微观 领域 , 对 称 性 的 研究 就 显得 更 为 重要 .对 微观 
系统 各 种 对 称 性 的 认识 常常 会 帮助 我 们 理解 微观 领域 已 发 现 的 物理 现象 , 认识 微观 
领域 的 物理 规律 , 进一步 探索 新 的 物理 现象 . 这 种 对 称 性 包括 严格 成 立 的 对 称 性 , 在 
一 定 条 件 下 成 立 的 对 称 性 和 只 在 一 定 精 度 下 近似 成 立 的 对 称 性 . 这 类 近似 对 称 性 的 
寻找 和 提出 , 需要 有 丰富 的 想像 力 , 在 理论 提出 之 初 , 不 必 苛求 它 的 “合理 性 ”, 重 
要 的 是 它 应 该 解释 某 些 物 理 现 象 . 理论 和 模型 能 否 保留 下 来 , 最 终 是 由 实验 来 判决 
的 . 想像 这 类 新 的 对 称 性 的 思路 之 一 , 就 是 设想 目前 已 知 的 对 称 性 是 某 种 更 大 对 称 
性 的 一 种 表现 , 然后 研究 这 种 更 大 对 称 性 能 否 提供 新 的 物理 信息 , 并 得 到 实验 证 实 . 
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附录 35 和 附录 36 讨论 的 两 个 例子 都 是 历史 上 提出 过 的 理论 模型 , 目前 还 在 一 定 条 
件 下 应 用 , 或 正在 变 着 样子 作 进一步 探索 . 我 们 的 重点 不 在 物理 模型 本 身 , 而 在 于 
从 中 提炼 出 新 的 群 论 方法 , 也 许 它 会 在 别 的 物理 领域 , 对 新 的 物理 问题 有 所 启发 . 
20 世纪 60 年 代 ， 有 人 试图 把 味道 SU(3) 群 和 自 旋 SU(2) 群 结 合 起 来 ,由 
SU(3)@SU(2) 群 扩充 为 SU(6) 群 , 设想 这 种 内 部 空间 和 外 部 时 空 联系 在 一 起 的 SU(6) 
群 是 微观 系统 在 一 定 条 件 下 的 一 种 近似 对 称 性 . 从 数学 上 说 , 这 是 大 群 SU(NM) 与 
其 子 群 SU(N)eSU(M) 的 关系 问题 . 先 在 自身 表示 中 研究 大 群 与 子 群 的 关系 . 一 个 
N 维 么 模 么 正 矩 阵 u 和 一 个 M # 238 Z ESE BE v 的 直 乘 , 是 一 个 NM 维 么 模 么 
EER, 所 有 这 样 矩 阵 的 集合 构成 群 SU(N)eSU(M), 是 SU(NM) 群 的 子 群 . 任意 
NM 维 么 正 矩 阵 不 一 定 可 表 为 一 个 N 维 么 正 挎 阵 和 一 个 M 维 么 正和 矩阵 的 直 乘 . 从 
群 参数 数目 来 看 , SU(NM) 群 有 (NM) 一 1 个 参数 , 而 子 群 SU(N)eSU(M) 只 有 


(N2- 1) £ (M? - 1) =(NM} -1 - (N? -1)\(M? - 1) (A35.1) 
个 参数 . 子 群 的 生成 元 一 般 表 为 
Tax1m, 和 lv x Ip 
除了 这 些 生成 元 外 , 大 群 还 有 如 下 (N? — 1)(M2 — 1) 个 生成 元 
Ia x Ig 


把 SU(N M) 群 的 矢 基 指 标 a 分 解 为 两 个 指标 (a,i), 1 S a < N, 1 < í < M, W 
a 有 NM 个 不 同 的 取 值 

a= (a,i) = 11, 12，…，1M，21，21，.…，2M，.…，N1，N1 …，NM 
a J SU(N) 群 的 矢量 指标 ,; 是 SU(M) 群 的 矢 基 指 标 , 矢量 Toi 在 子 群 SU(N)@SU(M) 
的 变换 中 按 下 式 变 换 


Tai ®S Y (ux u)as Tu = 》 tavijToj (A35.2) 
bj 好 


在 SU(N M) 群 的 变换 下 , RE Tai 做 更 一 般 的 变换 


Tu > 》 UaitjToj (A35.3) 
bj 
对 SU(NM) 群 的 n 阶 张 量 , 用 杨 算 符 投影 后 得 到 用 杨 图 lo] 标记 的 张 量子 空 
间 , 对 应 表示 [e]. 现在 要 讨论 它 关于 子 群 SU(N)@SU(M) 的 分 导 表示 , 如 何 按 子 群 
不 可 约 表示 [À] x [u] 分 解 . 设 在 [w] 分 导 表示 的 约 化 中 含 子 群 不 可 约 表示 [A] x [u], 
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三 个 杨 图 都 是 n 格 杨 图 , 则 在 以 o) 标记 的 张 量 空间 中 存在 这 样 的 张 量 子 空间 , 在 
此 子 空间 中 的 张 量 , 指标 间 都 具有 如 下 特定 的 置换 对 称 性 . 这 n 个 指标 的 每 一 个 都 
分 为 两 部 分 , 把 i 部 分 固定 , a 部 分 具有 以 [N] 标记 的 置换 对 称 性 , 把 a 部 分 固定 , i 
部 分 具有 以 [u] 标记 的 置换 对 称 性 , 两 部 分 都 变 , 具有 以 [w] 标记 的 置换 对 称 性 . BJ 
此 置换 群 表示 ko] 必须 在 置换 群 表示 [A] 和 [u] 的 直 乘 (AR) 约 化 中 出 现 


Dx l= ule 


这 条 件 也 是 SU(NM) 群 的 不 可 约 表示 [o], 作为 SU(N)eSU(M) 子 群 的 分 导 表 示 ， 
在 按 子 群 不 可 约 表 示 分 解 时 , 子 群 表示 [A] x [a] 出 现 的 条 件 . 除了 这 一 条 件 外 , 作为 
么 正 抢 阵 群 的 表示 , 杨 图 [oo] 的 行 数 不 能 超过 NM, 杨 图 A 的 行 数 不 能 超过 N, 杨 
图 [u] 的 行 数 不 能 超过 M. 

现在 以 SU(6) 群 不 可 约 表示 , 作为 SU(3)@SU(2) 子 群 的 分 导 表示 , 按 子 群 不 可 
约 表示 分 解 为 例 来 说 明 这 一 计算 方法 , 其 中 SU(3) 群 的 表示 描写 味道 多 重 态 , SU(2) 
群 的 表示 描写 自 旋 多 重 态 . 这 些 表示 都 用 多 重 态 的 重 数 来 标记 


6 = (3, 2) 


= x e | x — 


15 ~ (3°, 3) @ (6, 1) 


~ |H xt e I x 


21 = (3°, 1) @ (6, 3) 


56 ~ (10, 4) @ (8, 2) 
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jH, 


70 ~ (10, 2) @ (8, 4) @ (8, 2) @ (1, 2) 


sQ- HHHH 


20 = (l, 4) @ (8, 2) 


d -H :HF 
eH HHAH 


35 < (1, 3) @ (8, 1) @ (8, 3) 


我 们 特别 关心 表示 [3] 和 表示 [2,14] = [Y 的 约 化 . 前 者 给 出 低能 重子 可 
能 的 多 重 态 , 即 自 旋 3/2 的 十 重 态 和 自 旋 1/2 的 八重 态 , 而 且 因为 它们 处 在 同一 个 
SU(6) 多 重 态 中 , 所 以 字 称 相同 . 后 者 给 出 低能 介子 可 能 的 多 重 态 , 即 自 旋 1 的 单 
态 , 自 旋 0 的 八重 态 和 自 旋 1 的 八重 态 , 它们 的 字 称 相同 . 这 正好 与 20 世纪 60 年 
代 初 实验 上 已 发 现 的 强 子 相 吻 合 . 现在 发 现 的 强 子 太 多 了 , SU(6) 理论 已 不 能 做 出 
很 好 的 解释 . 此 外 , 在 SU(6) 理论 中 , 用 SU(2) 群 来 描写 自 旋 , 决定 了 这 理论 只 能 是 
非 相对 论 的 , 很 难 解释 高 能 粒子 物理 的 许多 现象 . 


四 x 
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20 世纪 70 年 代 初 , 描写 强 相 互 作用 的 颜色 SU(3) 规范 理论 和 描写 弱电 统一 作 
用 的 SU(2)@U(1) 规范 理论 都 取得 了 重大 的 进展 , 这 些 理论 至 今 仍 是 粒子 物理 中 的 
最 基本 的 理论 模型 , 常 称 为 标准 模型 . 1974 年 乔治 (Georgi) 和 格拉 肖 (Glashow) 把 
两 个 规范 理论 纳入 更 大 的 SU(5) 规范 理论 中 去 , 从 而 试图 把 粒子 物理 中 最 基本 的 三 
种 相互 作用 , 即 强 相互 作用 , 电磁 相互 作用 和 弱 相 互 作用 统一 到 一 个 规范 理论 模型 
中 , 把 重子 和 轻 子 放 在 同一 个 规范 群 的 多 重 态 中 , 称 为 SU(5) 大 统一 模型. 这 理论 如 
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能 成 功 , 前 景 当然 十 分 诱 人 . 正 因为 这 模型 把 重子 和 轻 子 放 在 同一 个 多 重 态 中 , 它 就 
必须 预言 重子 衰变 到 轻 子 的 概率 , 以 解释 为 什么 实验 中 从 未 观测 到 这 类 衰变 现象 . 
如 果 存 在 这 类 衰变 , 质子 的 存在 就 有 一 定 的 寿命 , 遗 刍 的 是 这 模型 预言 的 质子 寿命 ， 
低 于 实验 中 检测 到 的 质子 寿命 的 下 限 几 个 数量 级 , 从 而 遭 到 实验 的 否定 . 目前 还 有 
人 对 这 理论 做 各 种 修正 , 特别 是 引入 超 对 称 理论 , 使 这 理论 还 有 一 定 的 吸引 力 , 但 它 
已 退出 粒子 物理 界 关 心 的 热点 . 

从 数学 上 说 , 这 是 大 群 SU(N + M) 的 不 可 约 表示 [w] 关于 子 群 SU(N)@SU(M) 
的 分 导 表 示 , 如 何 按 子 群 不 可 约 表示 [À] x [u] 分 解 的 问题 . 

先 看 SU(N + M) 群 的 自身 表示 . 一 个 N Ht Z IESEEE u 和 一 个 M HZ IESS: 
v 的 直 和 , 是 一 个 N+ M 维 的 么 正 矩 阵 . 从 群 论 的 角度 看 , SUN) 群 的 元 素 足 N 维 
KERR u 与 M 维 单位 矩阵 的 直 和 , SU(M) 群 的 元 素 是 N 维 单位 矩阵 和 M H: Z 
EHRE v 的 直 和 . 分 属 这 两 群 的 元 素 乘积 可 以 对 易 , 所 有 这 样 的 元 素 乘积 的 集合 构 
成 群 SU(V)@SU(U), 它 是 SU(N + M) 群 的 子 群 . 从 群 参数 数目 来 看 , SU(N + M) 
群 有 (N + M)? - 1 个 参数 , 而 子 群 SU(N)@SU(M) 只 有 


(N? — 1) + (M? — 1) = (N + M}? — 1 — (2NM +1) (A36.1) 


个 参数 . 这 余下 的 2NM TERRE AMERRE IERNAT, 而 最 后 一 个 参数 描 
m F x AERE 


i ly 
i 1LNeie/N 0 -= 0 
-iYe = = a 
e ( a aaye J UY i (A36.2) 


这 样 的 对 角 和 矩阵 的 集合 构成 子 群 U(1). 在 SU(5) 大 统一 模型 中 , 这 生成 元 Y 称 为 弱 
超 荷 , 或 简称 超 荷 . 当 o 等 于 2r 整数 倍 时 , 这 对 角 和 矩阵 同时 属于 子 群 SU(N)8SU(M) 
和 子 群 U(1). 因此 , SU(N + M) 群 包含 子 群 SU(N)eSU(M) 和 子 群 U(1), 但 不 包 
AR SU(N)eSU(M)@U(1). 

子 群 SU(N)@SU(M) 的 生成 元 可 表 为 


Ia 0 0 0 
(人 
除了 这 些 生成 元 外 , 群 SU(N + M) 还 有 式 (A36.2) 给 出 的 生成 元 Y 和 如 下 形式 的 
2NM 个 生成 元 
0 x 
Xt 0 


把 SU(N + M) 群 的 矢量 分 基 指 标 o 的 取 值 分 成 两 部 分 


1<Sa<N, (N+1)<i<(N+M), 1<a<(N+M) 
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a Jë SU(N) 群 的 分 量 指标 , š 是 SU(M) 群 的 分 量 指标 , 而 o 或 者 等 于 a, 或 者 等 于 i 
在 子 群 SU(N)SSU(M) 的 变换 中 , 当 a = a 时 矢量 Ta 按 SU(N) 群 变换 , 当 a = i 
时 矢量 Ti 按 SU(M) 群 变换 , 只 有 在 SU(N + M) 群 的 变换 下 , 两 类 指标 的 矢量 分 
基 才 会 相互 组 合 . 

对 SU(N + M) 群 的 n 阶 张 量 Toran 用 杨 图 ko] 标记 的 杨 算 符 V 投影 后 ， 
得 到 的 张 量 子 空间 对 应 SU(N + M) 群 的 不 可 约 表示 [ul]. 现在 讨论 表示 o| 关于 子 
群 SU(N)eSU(M) 的 分 导 表示 , 如 何 按 子 群 不 可 约 表示 [A] x [a] 分 解 . 任意 给 出 一 
个 张 量 分 量 , 设 有 ma 个 指标 取 值 在 前 N 个 数 中 , 称 为 a 类 指标 , na = n — n 个 指 
标 取 值 在 后 M 个 数 中 , 称 为 i 类 指标 . 用 子 群 的 杨 算 符 VANYA 投影, 其 中 杨 图 [A 
是 m 格 的 , 杨 算 符 VO 作用 在 a 类 指标 上 , 杨 图 [Hj 是 na 格 的 , 杨 算 符 yu) 作用 
在 i 类 指标 上 . 这 样 得 到 的 张 量子 空间 对 应 子 群 不 可 约 表示 [A] x [n]. 设 


yteliylyu)p. a, A0, tE Sn+m 群 代数 


则 在 VU 投影 构成 的 张 量 空间 中 , 有 属于 子 群 SULN)@SU(M) 不 可 约 表示 [À] x [u] 
的 子 空间 , 即 在 表示 [o] 关于 子 群 的 分 导 表示 约 化 中 出 现 子 群 表 示 [A] x [u]. 因此 这 
分 导 表示 的 约 化 , TALERE - 理 查 森 规则 来 计算 


@ ag, {A x a} 


(A36.3) 
dw [SU(N + M)] = > a$, dia [SU(N )]dyj[SU(M)] 
三 个 杨 图 分 别 描写 三 个 不 同 的 么 正和 矩阵 群 的 表示 , 三 个 杨 图 o), [A 和 lu) 的 行 数 分 
别 不 能 大 于 N + M, N 和 M. 在 分 导 表 示 [o] 的 约 化 中 , 杨 图 [X] 的 格 数 n 和 杨 图 
lu] 的 格 数 n ERAEN, 只 要 求 它 们 之 和 等 于 杨 图 |o] 的 格 数 n. 对 约 化 的 每 一 
项 , 由 式 (A36.2) 可 确定 U(1) 子 群 的 量子 数 , 它 等 于 (n/N + no /M), 在 大 统一 模 
型 中 , 这 量子 数 就 是 弱 超 荷 了 
下 面 讨论 SU(5) 群 的 不 可 约 表示 作为 子 群 SU(3)@SU(2) 的 分 导 表示 , 按 子 群 
不 可 约 表示 的 分 解 .在 物理 上 的 大 统一 模型 里 , 前 一 表示 描写 颜色 SU(3) LES, 
后 一 表示 描写 弱电 SU(2) 多 重 态 , 这 些 表示 都 用 多 重 态 的 重 数 来 标记 . 下 标 给 出 Y 
HPH. 在 SU(5) 大 统一 模型 中 , 电荷 Q 等 于 弱电 SU(2) 的 第 三 个 生成 元 和 YY 
之 和 
Q=Ts+Y = diag (0, 0, 0, 1/2, —1/2) 
+ diag (—1/3, —1/3, —1/3, 1/2, 1/2} 
= diag{—1/3, —1/3, —1/3, 1, 0} 
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xf ]x [0] e | x 


5 ~ (8, 1D)-uvys @ (1, 2)i/2 


= x [0 e x @ [0] x 


10 = (3°, U-2/s @ (3, 2)ye ® (1, D1 


e° x e x 


24 = (3, 2)-s/e @ (1, 3)o @ (1, 1)o @ (8, 1)o @ (3°, 2)5/6 


在 SU(5) 大 统一 模型 中 , 粒子 区 分 左手 态 和 右手 态 , 分 别 填充 到 5 维和 10 维 多 
重 态 中 . 第 一 代 粒 子 的 填充 法 如 下 


d, 0 uç —w wu d 
do 0 wu wu də 
d | ， O ws ds 
es 0 e 
HIR 2 


其 中 ,上 标 c REWRMS, FIRRA L 表 右手 态 和 左手 态 . 10 维 表示 是 反对 称 张 
量 表 示 , 因而 只 需 填 出 上 半 个 矩阵 的 粒子 态 . 24 维 表示 是 伴随 表示 , 对 应 规范 粒子 ， 
这 里 不 再 列 出 . 
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由 生成 元 组 成 , 又 能 与 所 有 生成 元 对 易 的 算 符 称 为 卡 西 米尔 (Casimir) AF, € 
的 本 征 值 称 为 卡 西 米 尔 不 变量 卡 西 米尔 算 子 在 物理 和 数学 中 都 十 分 重要 . 物理 中 ， 
它 与 守恒 其 有 密切 联系 . 数学 中 , 它 可 用 来 标记 不 可 约 表示 . 数学 中 证 明 , 李 群 独立 
的 卡 西 米尔 算 子 数目 等 于 李 群 的 秩 数 , 即 李 群 中 能 互相 对 易 的 生成 元 的 最 大 数目 . 
对 SU(N) 群 , 有 N 一 1 个 独立 的 卡 西 米尔 算 子 , 其 中 用 得 最 多 的 是 二 阶 和 三 阶 卡 西 
米尔 算 子 , 它们 分 别 可 表 为 生成 元 的 二 次 和 三 次 齐 次 多 项 式 . 二 阶 卡 西 米尔 算 子 及 
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其 不 变量 在 第 七 章 已 有 详细 讨论 , 见 式 (7.144). (7.145) 和 (7.147). 本 附录 重点 讨论 
SU(N) 群 三 阶 卡 西 米尔 不 变量 . 

BIN 是 SU(N) RER DN(w) 的 生成 元 , 则 它们 构成 伴随 表示 的 基 [ 见 式 
(7.8)] 

DAWIDA) = Y Dia (A37.) 
0 

其 中 , 用 到 伴随 表示 是 实 正 交 表示 . 对 自身 表示 , I 取 Ta, DA(u) 取 u. 由 自身 表 
示 生 成 元 TA 可 以 构造 出 对 变换 式 (A37.1) 的 一 个 三 阶 对 称 张 量 fasc 和 一 个 三 阶 
反对 称 张 量 daBc[ 见 式 (7.78) 和 (A26.3)] 


fasc = —2iTr (Ta [Tp, Tc]) = -2iTr (TATgTc — TATcTp), 
dagc = 2Tr (TA (Tp, Tc)) = 2Tr(TaTBTc + TATcTp) 
fasc 和 danc 都 是 关于 伴随 表示 的 不 变 张 量 . 以 fasc 为 例 来 证 明 
fapc — Y Dx) DË) Do(u)fapc 


A'B'C' 
= —2iTr (u` Tau [u 1Tpu, u-1Tcu]) = fasc 


间接 地 , 这 两 个 张 基 也 可 看 成 是 SU(N) 群 的 不 变 张 量 . 根据 立 特 武 德 - 理 查 德 森 
规则 , 除了 N = 2 外 , SUIN) 群 的 两 个 伴随 表示 直 乘 的 克 莱 布 施 - ERYR, 
只 包含 一 个 恒 等 表示 和 两 个 伴随 表示 , 因而 三 个 伴随 表示 直 乘 后 只 包含 两 个 恒 等 表 
示 , 即 关于 伴随 表示 不 变 的 三 阶 张 量 只 有 这 两 个 张 量 . 换 句 话说 , 关于 伴随 表示 不 
变 的 三 阶 反 对 称 张 量 一 定 与 f pc 成 比例 , 关于 伴随 表示 不 变 的 三 阶 对 称 张 量 一 定 
与 dhBc 成 比例 . 对 SU(2) 群 , daBc = 0, 三 个 伴随 表示 直 乘 后 只 包含 一 个 恒 等 表 
示 , 关于 伴随 表示 不 变 的 三 阶 张 基 一 定 是 反对 称 张 基 , 而 且 与 fasc 成 比例 . 

现在 把 式 (A37.2) 中 的 自身 表示 生成 元 TA 换 成 任意 不 可 约 表 示 [A] 的 生成 元 
I 内 ,同样 可 证 等 式 右面 的 张 晤 是 关于 伴随 表示 不 变 的 三 阶 反对 称 或 对 称 张 量 , 因此 
它们 一 定 与 fasc 或 dasc 成 比例 , 比例 系数 依赖 于 所 取 表 示 


(A37.2) 


—2iTr (Gy 2 19]) = 2T ([A]) faeo (A37.3) 
2 (1 {P,ag ) = 4(D) aaac (A37.4) 
前 式 左面 的 对 易 关 系 可 用 结构 常数 表 出 


-aiT (r) LB, t|) =25_ fosc (1018) 
D 


比较 得 
Tr (NID) = oy (A) 
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它 通 过 式 (7.147) 与 二 阶 卡 西 米尔 不 变量 C2([A) 相 联 系 
di (SU(N)) C2 (A) = (N? — 1) Tx (DN) (A37.5) 


CAIN) 可 由 式 (7.145) 计算 . 这 里 简单 介绍 用 附录 36 给 出 的 结果 计算 Ta (A) 的 方 
法 . 根据 定义 式 (A37.3), 等 价 表示 的 T 相等 , 表示 的 直 和 和 直 积 有 


TN S [u]) = TN) + Ta), TA x H) = d TCA) + doyTy([a]) (A37.6) 


其 中 , di) 是 表示 [A] 的 维 数 . 把 SU(2) 群 的 T, (IN) 记 作 TÍ) (A), 直接 计算 得 


和 /2 
TOMA) = Tr jery] = ` 只 =AA+DOA+2)/12 (A37.7) 
n=—A/2 


把 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 [A], 作为 子 群 SU(N 一 2)xSU(2) 的 分 导 表 示 , 按 附 录 36 
给 出 的 方法 分 解 为 子 群 不 可 约 表示 的 直 和 


A= mx (A37.8) 


其 中 , [u] 是 SU(N — 2) 群 的 表示 , [u] 是 SU(2) 群 的 表示 . ER (A37.3) 中 , W 4 = 3, 
B=1 l C = 2, W 


TOD =n [PN) | -E sun- — (Asr9 


在 量子 场 论 中 , A) 与 重 整 化 反常 有 关 , 它 与 三 阶 卡 西 米尔 不 变量 有 直接 的 
联系 . 为 了 具体 计算 AN), 先 研究 它 的 基本 性 质 . 等 价 表示 的 A 相等 . 恒 等 表 示 有 
AM”) = 0, 自身 表示 有 AM) = 1. ERR [À] 的 复 共 思 g 表 示 A", 生成 元 取 转 
置 并 差 负 号 , 因而 AMA) = 一 A(IA). 对 表示 的 直 和 和 直 积 有 


ACA] @ Ln) = ACA) + Alla), AD]x (A)= dAN) + dn A) (A37.10) 


SU(2) 群 的 daac = 0, 因而 只 有 当 N > 3 时 AM) 才 有 意义 . 对 SU(3) 群 , 把 A([A]) 
记 作 AVIA), 在 式 (A37.4) 中 取 A = 8, B = C = 3, dass = V13, 得 


AO (AN]) = 4V3Tr (rapa) (A37.11) 


在 平面 权 图 中 属 同一 水 平 线 的 权 , TIN 的 本 征 值 相同 , 把 这 些 权 对 应 的 (ZY) B 
公式 (A37.7) 先 算出 来 , 然后 再 对 各 水 平 线 求 和 , 可 以 算得 AOA). 对 一 行 的 杨 图 ， 
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IDO 的 对 角 元 分 别 取 VH7I5(A- 3m), 0 < m < À 


入 
AG([X,0]) = —AG9([X,0]*) = 2 ` (À — 3m)T29 ([À — m]) 
m=0 


= (1/6) > A-3mA-mA-m+)A-m+2) (A3742) 
m=0 


= (1/120)A(A + 1)(A + 2)(A + 3)(2A + 3) 


最 后 一 式 可 以 这 样 得 到 : 求 和 式 必定 可 表 为 X 的 五 次 代数 式 , 而 且 无 常数 项 , 然后 
用 入 = 1 至 5 代入 比较 即 可 确定 有 关系 数 ， 对 两 行 的 杨 图 (A +r) r] = AN], 
T < À, 根据 式 (A37.10) 有 
A + 7,7]) = AV (fA, OL, 0]*) 
= AW ([A,0] x [r,0]*) — AW (ÐA — 1,0] x [r — 1,0]*) 
A (A, 0] x [r,0]*) = di [SU(3)])A®([A, 0)) — diy [SU(3)}A® (fr, 0)) 


= (AINA +2)(r + 1)(r +2) x (X(À + 3)(2) +3) — T(r + 3)(2r + 3)} 


由 此 算得 


AWA +7,7)) = 5 (A+1)(r+1)Q — r) +r +2)(A + 2r +3)(2A +r +3) 
(437.13) 
当 À = + 时 , 杨 图 [A,A] 的 平面 权 图 对 原点 对 称 , 故 AO ([2A,A]) = 0, 因而 式 
(A37.13) 包含 因子 (入 一 7). 
把 SU(N) 群 的 不 可 约 表示 [A], 作为 子 群 SU(N 一 3)@SU(3) 的 分 导 表 示 , 按 附 
录 36 给 出 的 方法 分 解 为 子 群 不 可 约 表示 的 直 和 


B= @ m x a (A37.14) 
其 中 , [u] 是 SU(N — 3) 群 的 表示 , [u] 是 SU(3) 群 的 表示 . ER (A37.4) 中 , W A = 8, 
B=C=3, 则 
4(N) = 4V3Tr fn (8) = 1 dlSU(N — 3) AO (f) (A37.15) 
例如 , 对 反对 称 表示 [1"], 有 
AMI) = {dnr-y(SU(N -3)- dhr-a(SUCN — 3))} A%(1) 
re (N —3)! _ (N —3)! 
 (r—-1DMN C r-2) (r-—2)(N —r- 1)! 


_ (W-3((N r - D - r — D) 
B (r— 1)!(N —r — 1)! 


- 542- 附 录 


= (N 20) ( 太一 ) (A37.16) 


(r—1) 7 一 2 
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对 任意 N 个 粒子 构成 的 孤立 系统 具有 空间 平移 对 称 性 , 势能 函数 V 在 空间 平 
移 变换 中 保持 不 变 ，N 个 粒子 的 坐标 矢量 和 质量 分 别 用 re 和 mk (k = 1,2,--- , N) 
标记 , 定 态 薛 定 廖 方程 为 


h2 - n 
-FAY+Vy= Ey, A= milAr, (A38.1) 
其 中 , Ar, 是 关于 坐标 矢量 rk 的 拉 普 拉 斯 算 符 . 
引进 N 个 雅 可 比 坐标 矢 基 Ri 0 < j < (N — 1)| 


N 
Ro = M-1⁄25” Tnkrk 


k=1 


N 
B= rn- E T (A38.2) 
k=j+1 J+ 


N 
Mj = 了 m, Mi =M 是 总 质量 
k=; 
其 中 , Ro 描写 质心 的 运动 , 忌 ， 描 写 第 一 个 粒子 相对 其 余 粒子 质心 的 运动 ，R 描写 
第 二 个 粒子 相对 后 N - 2 个 粒子 质心 的 运动, 以 此 类 推 .为 方便 起 见 ,我 们 让 雅 可 比 


坐标 矢量 包含 一 个 附加 的 因子 M, 以 消除 变换 后 方程 中 的 质量 参数 . R 前 面 的 
“ “折合 质量 "jj 由 下 面条 件 定 出 


N N-1 
D m=) R (A38.3) 
k=1 j=0 
可 选取 特殊 情况 具体 确定 折合 质量 py;. 设 在 质心 系 中 前 j -1 个 粒子 在 原点 , 后 
N 一 j 个 粒子 重合 , 有 
Tk = 0, 1<k<j 


Ttl = r;+2 = `: = TN = —mj;r;/M;+i 


于 是 
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得 


N 

2 
> mer? = mjr? + Msn (mr;/Min) = (my Mj/Myn) 2 
k=; 


= R} = n; [ri +mjr;/M;+i]? = n; [|M;r; /M;+a 
由 此 算出 第 ; 个 粒子 的 折合 质量 pj 为 


g = Masi 
j= 
M; 


为 了 计算 变量 替换 后 拉 普 拉 斯 算 符 和 总 轨道 角 动量 算 符 的 表达 式 , 我 们 引入 变 
换 矩 阵 X, 把 式 (A38.2) 表 为 


(A38.4) 


N N-1 
Rj=D Xml ra Ve, =m 3 XkVR, (A38.5) 
k=1 j=0 


代入 式 (A38.3) 
N N-1 N-1 
D merk= B= (mem rer Y XRD 
k=1 j=0 kt j=0 
可 见 X J: 3: E3658BE, 且 
N-1 
rk =m; 》 RX; (A38.6) 
j=0 
由 此 , 拉 普 拉 斯 算 符 A TZ SE GEEA L 可 直接 用 雅 可 比 坐标 矢量 表 出 
N 
A = > mvh 
a N N-1 
= > vr Vn, 3 m (Xam?) (Xrm?) => Vk; 
好 k=1 j=0 
s ð ð 
La = -iJ fragm me} 


=DD {8 (Xam) (Xram) z 


k=1 j=0 了 =0 ə 
“Rs (Xram) (Kamt?) a} 
n-l 
ç ð 8 

= z {ak 一 Raze} 


(A38.7) 
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于 是 方程 (A38.1) 经 变换 后 ,Ro 可 以 分 离 出 去 . 换 句 话说 , 在 质心 系 中 , Ro = 0, N 
体系 统 的 薛 定 兽 方程 (A38.1) 简化 为 


At=Y Art =- (g V) b (A38.8) 


雅 可 比 坐 标 矢 基 Rj; 的 3(N — 1) 个 分 量 在 拉 普 拉 斯 算 符 中 地 位 平等 , 因此 拉 普 拉 斯 
算 符 具有 OBN 一 3) 2SO(3)xO(N - 1) 对 称 性 , 其 中 子 群 SO(3) 就 是 通常 的 三 维 
空间 转动 群 , 子 群 O(N - 1) 包含 空间 反 演 和 N 个 粒子 间 的 置换 变换 . 改变 雅 可 比 
坐标 矢 基 的 定义 也 相当 一 个 O(N - 1) 变换 . 这 里 特别 要 讨论 一 下 置换 变换 .在 置 
换 (k, k +1) H, m — mepi Ñ rk — Tey, A 


R, = R, j#k k+l, 


1/2 N 
a M Pe ~ A ú 了 
R, = = (m. + 5 可 区 + Mk42)Tk+1 — mkrk > mr] 


j=k+2 
= —R,cosóñk + Rp41 sin Ôk, 


1⁄2 N 
mk 
R; = [| Mk+2rk 一 TT 
EFA (mk + Mk+2) Mk+2 jiria > ki 
j=k+2 
= RksinO. + Rk. cosOk, 


PON [ mkrnk+1 l” sa; = [ Mi Mk+2 | 
Mk+l(mnk 二 Mk+2)] “ Mi+1 (mk 十 Mk+2) 


(A38.9) 
这 显然 属于 O(N - 1) 变换 . 对 全 同 粒子 体系 , cos9x = (N 一 月 一. 
容易 得 到 式 (A38.2) HIWERA 
M, 1⁄: k-1 y _ 
T= EA ks > baa] PAAR 


1/2 1 s 1/2 1/2 
nor = [ate] Ry. S [ mi ] -| “ | R, (A38.10) 


Ferrel MiMi+ı mi;Mj+1 


通过 式 (A38.10) 可 以 把 势 函数 V 表 为 R; 的 函数 , 与 Ro ZX. 
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在 N 维 空间 引入 球 坐标 


z! = rcos,)sin02--.sin0s-_1, 


z? = rsin sin b2- -sin ĝn—1, 


z? = rcosðs-ı sinp- -sinĝn-i, —3<b<N-1, (439.1) 
ZN = rcosĝy-1, 
N 
> (ze)2 =r? 
a=1 
W = 方向 的 单位 矢量 记 作 ê = z/r. 组 态 空间 的 体积 元 为 
N N-1 
a pN- pes Pa a-l 
He =rN-ldrdn, dn H (sin 0,)° dO, (A39.2) 
O<r<eo, -rsb<sr OSes, 2<b<N-1 
按照 文献 [11] 的 符号 , 把 狄 拉克 方程 推广 到 任意 N 维 空间 和 一 维 时 间 
S (2 ZE t) = M (z, t (A39.3) 
D 7 (Z+ a (2,t) = Tt) .. 


其 中 , M 是 粒子 质 基 . 为 简化 起 见 , 取 自 然 单位 ,万 = c= 1. N+1 w M BW 
对 易 关系 


yy + Y = 271 (A39.4) 
其 中 , 度 规 张 直 mv 为 
A 当 p=0 
yh A39.5 
ý 1. 当 p40 Z 


讨论 一 个 特殊 情况 , 规范 势 A,, 只 有 第 零 分 量 不 为 零 , HARRIEK 
eAo=V(r),  Aa=0, 当 azx0 (A39.6) 
系统 哈密 顿 量 H(z) 表 为 


N 
2 =- == Pa 0 
ia (z, t) = H(z)b(z,t), — H(z) = 22 Viga + V(r) +M 


(A39.7) 
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轨道 角 动 量 算 符 Lan 自 旋 角 动量 算 符 S., 和 总 角 动 量 算 符 Jo 分 别 定义 为 


aa O 228. z 
Lab = —Loa = ifa z 5 ~ Zb =a ° Sab = —Sba = iYa%/2, 
Jab = Lab + Sab, 1<a<b<N, 
N N N 
Per Jan Pey, Iio D5 (439.8) 
a<b=2 a<b=2 a<b=2 


直接 验算 可 知 存在 一 个 守恒 基 算 符 «, 它 与 Jo, 和 H(z) 都 对 易 


K = +° 位 iyt La, + (N 一 oo =% (J2- L? — S2+(N-1)/2) (A39.9) 
a<b 
把 谢 瓦 莱 基 式 (9.15) 和 (9.20) 中 的 Tas W Jan, Lab 或 San, 就 得 到 角 动 量 算 
符 的 谢 瓦 莱 基 . 下 面 分 别 讨论 它们 的 本 征 状 态 . 
在 轨道 空间 , 因为 只 有 一 个 坐标 矢量 z, 不 能 构成 反对 称 组 合 , 所 以 对 应 轨道 
角 动 基 的 不 可 约 表示 只 能 是 由 一 行 杨 图 标记 的 表示 , [4d = [&,0,…:], 最 高 权 为 (6) = 
(4,0,…,0). N 维 空间 的 轨道 角 动 基本 征 函 数 , 即 HL) 的 共同 本 征 函 数 , 就 是 球 
谐 函 数 YS) 
H, (LYH) = m YI) (ë) (A39.10) 
最 高 权 态 的 球 谐 函数 已 由 式 (9.49) 给 出 , 其 他 权 状 态 球 谐 函数 可 用 降 算 符 F,,(L) fE 
用 得 到 . 球 谐 函数 YL (e) 对 应 的 卡 西 米尔 不 变量 已 由 式 (9.41) 给 出 


LYKE) =E) O= L(t+N—2) (A39.11) 
34 N 为 奇数 时 , 取 
?0=osxl 7° =(io2)x Ba, l<a<N (439.12) 
其 中 , 奇数 个 矩阵 B。 满足 反对 易 关系 
` BB, + bB. = 2601, a, b=1, 2…，N (A39.13) 


可 取 式 (9.66) 和 (9.78) 形式 , 维 数 为 2(N-1D/2. 在 此 表象, 自 旋 算 符 S., fü x 算 符 
变 成 方块 矩阵 


Sami xD, S, = —i6,6,/2 (A39.14) 
k=03xR, R=2)_ Sala + (N —1)/2 (A39.15) 
a<b 


算 符 Sa 和 算 符 Sas 的 关系 相似 于 狄 拉克 自 旋 算 符 和 泡 利 自 旋 算 符 的 关系 , 分别 
称 为 在 全 旋 其 空间 和 固有 旋 基 空间 的 自 旋 算 符 .在 固有 旋 量 空间 , 对 应 基本 旋 基 
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表示 (s) = (0,…,0,1) 的 基本 旋 量 为 x(m), 由 式 (7.145) 算得 卡 西 米尔 不 变量 为 
Ca[(s)] = (N? — N)/8. 
球 谐 函 数 和 基本 旋 量 函数 的 乘积 , 对 应 两 表示 的 直 乘 , (0) x (s). 按 式 (9.113) 有 


(O) x (s) = (£0, ---,0,1)® (£— 1,0, ---,0,1) 


因此 , 可 有 两 种 方法 来 构造 属 表 示 (7) = (4,0,…,0,1) 的 总 角 动 基本 征 函数 , 它们 
对 应 不 同 的 天 本 征 值 . 由 式 (7.145) 算得 表示 (a) 的 卡 西 米尔 不 变量 为 


Cs) = L(+ N—1)+(N?— N)/8 (A39.16) 


因为 系统 是 球 对 称 的 , 所 以 我 们 只 需要 写 出 最 高 权 态 的 波 函数 . 根据 式 (9.17). (9.23). 
(9.46) 和 (9.47) 和 最 高 权 态 的 条 件 式 (7.123) 可 算得 
Arro) = YENE) = Crer (a! +iz2)4x[(s)， 
IK| = Cal(2) ~ Cal(O] — Col(s)] + (N — 1)/2 = (2 + N — 1)/2, 
$-I 9) (£) = D YI (&)x|() — mE + 1), m, (8), (G) — mG), G) 
= Desn 
N+2⁄ 
十 (z2N-1 +jiz2N)x[(0,...,0,1,T)] 
十 (z2N-3 +iz2N-2)x|(0,-..,0,1,1,1)] +++ 
+(z3 + iz*)x[(1,7,0, -++ ,0,1)] + (z! + iz?)x[(T,0, -+ -,0,1))}, 
-IK| = Ca[()) - Cae + 1) — Co[(s)] + (N — 1)/2 = (22+ N -— 1)/2 


1/2 
) Ones at + i) {aPN xo) 


(A39.17) 

在 全 旋 基 空间 , 对 应 表示 (G) 6 Š fB 3 htik W SUR BS 3 Prole) 表 为 

Y t) = r=(N-1)/26-iEt F(r)ġk, g (ê) ) 
(9 ° ( iG) (ë) 
kgk (z) = Kk olz) K = +(20+ N — 1)/2 (A39.18) 
代入 狄 拉 克 方 程 (A39.3), 得 径 向 方程 
460) , K + 元 GO = [E - V(r) - MJF(P), 
dp K (A39.19) 
+ Kp) = [E — V(r) + M|G(r) 


此 式 对 N = 3 也 成 立 . 
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当 N 是 大 于 2 的 偶数 时 , 有 
P=pnys V =BsaBo 1l<agN (A39.20) 


奇数 个 B, 矩阵 满足 式 (A39.13), 由 式 (9.66) 和 (9.78) 定义 , Bn+1 是 对 角 和 矩阵 , 对 偶 
ZUN 的 SO(N) 群 , 旋 量 表示 分 解 为 两 个 不 等 价 的 基本 旋 量 表示 (+s) = (0,0,…,0,1) 
和 (-s) = (0,0,…,0,1,0) WEM, 由 式 (7.145) 算得 卡 西 米尔 不 变量 都 为 C2[( 土 3)] = 
(N? — N)/8. V 是 对 角 和 矩阵 , 一 半 对 角 元 为 +1, 另 一 半 为 -1. V 把 全 旋 量 空间 分 
解 为 两 个 固有 旋 基 空间 的 直 和 . 现在 自 旋 算 符 Sa 和 x 算 符 都 是 与 Yo 维 数 相同 的 
矩阵 , 且 与 ?2 对 易 , 因而 都 是 两 个 子 矩 阵 的 直 和 , 分 别 属于 两 个 固有 旋 量 空间 . 在 
两 个 固有 旋 基 空间 的 基本 旋 量 x. (m) 分 别 对 应 基本 旋 量 表示 (+s) 和 (—s), 满足 


TOx+(m) = +x+(m) (A39.21) 


在 每 一 个 固有 旋 基 空间 , 6362236 ARER RR, 对 应 两 表示 的 直 乘 , (0) x 
(+s). B (9.114) 有 
(O x (+s) = (6,0,-:-,0,1) @ (£ —1,0,--.,1,0) 


(A39.22) 
(O x (-s)=(60,.-..,1,0)@ (£ — 1,0,...,0,1) 


因此 , 总 角 动 其 状态 对 应 表示 有 两 类 , (j1) = (4,0,…,0,1) 和 (j2) = (6,0,---,0,1,0), 
由 式 (7.145) 算得 它们 的 卡 西 米尔 不 变量 都 是 
C,[(à)] = Cal(j2)] = LL + N — 1) + (N? — N)/8 (A39.23) 


按 式 (A39.22), 属 表示 (J1) = (6,0,…,0,1) 的 总 角 动 基本 征 函 数 有 两 组 , 它们 
的 最 高 权 态 分 别 为 
dirigo (ê) = YI) Exs) = Cv. (zl + is?) x (+s) 


bir) = Y YR (&)x-[(ji) -mE + 1),m,(—s),(à) — ml), (11)) 


1 1⁄2 
= {名} caaeyrcetan +y tx) 


+ (22N-3 + iz?N-2)x_[(0,---,0,1,T,0)] 

十 (z2N-5 + iz2N-4)x_[(0,.…,0,1,1,0,1)] +-+- 

+(z3 +izt)x-[(1,7,0, ,01+(z +iz?)x-[(T,0,.…,0,1)]} 
(A39.24) 
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属 表示 G) 的 总 角 动 量 本 征 函数 也 有 两 组 , 它们 的 最 高 权 态 分 别 为 
$-I, 09) (&) =F YR Exa) — m]((£ + 1), m, (+s), G2) — m(ja), (j2)) 


1/2 
= fD) Cyes Hat Hia?) (02N — iN) [la] 


+(z2N-3 + iz? N-2)x [(0, +- ,0, 1,0, D)] 
+(22N-5 + iz?N-4)x; [(0,---,0,1,1,1,0)] +--+ 
十 (73 +izt)x+[(1,T,0,---,0,1,0)] + (z! + iz?)x+[(T,0, + -,0, 1,0)]} 


hirra ê) = YI) (&)x-[(—s)] = Cuer! (a! + iz?)tx-[(—8)] 
(A39.25) 
根据 轨道 角 动量 为 (6) 还 是 (E+ 1), 算得 卡 西 米尔 不 变量 分 别 为 


Caf) — Col(0)] — Cə|(+s)] + (N —1)/2 = (2£+ N —1)/2, 


Calljw)) — Cə[(I + 1)] — Cə[(+s)] + (N — 1)/2 = —(26 + N — 1)/2 (A39.26) 


其 中 , w = 1 或 2. 在 全 旋 量 空间 , 对 应 不 可 约 表示 (Go) 的 总 角 动 基本 征 函 数 的 最 高 
权 态 波 函数 为 Vk, (z) 


Hirig) (®t) = N+/2e E {Flr gE) + iGO) (£2)}, 


KG (2t) = rN +e Et [ p(r)ó_Ig|,G) (ë) +iG(r)gKlGa)( 他 )}， 


K ÜK Gu) (z) = K Wk,G.)(z), 


_ ] 1+N-1/2, 当 w=1 
xÍ -1- N + 1/2, 34 w=2 (A39.27) 
代入 狄 拉克 方程 (A39.3) 得 径 向 方程 

dG(r) 


+= rem- [E - V(r) -MPO)， 
dz (A39.28) 
kurs si E FG) = [E — V(r) + M]G(r) 


38 N = 4 BJ, SO(4) 群 同 态 于 SU(2)xSU(2), 表示 (+s) 和 (s) 分 属 两 个 不 同 的 
SU(2) 子 群 . 当 N = 2 时 , SO(2) 群 是 阿 贝 尔 群 , K = +j = +1/2, +3/2, ---. 然而 ， 
式 (A39.28) 仍 适用 那些 情况 . 
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附录 40” 李 群 的 指数 映照 


如 果 李 群 的 每 一 元 素 都 属于 一 个 单 参数 子 李 群 , 则 称 该 李 群 存在 指数 映照 . 对 
REER, 如 果 它 的 任意 群 元 素 都 可 表 为 矩阵 的 指数 函数 形式 , 且 指 数 属 对 应 实 李 
代数 , 则 此 李 群 存在 指数 映照 . 紧 致 李 群 都 存在 指数 映照 . 非 紧 致 李 群 不 一 定 存在 指 
数 映照. 常见 的 非 紧 致 李 群 中 


SO(2,1) ~ SL(2, R) ~ SU(1,1), Lp ~ SL(2, C) 


SO(2,1) 群 和 Lp 群 存在 指数 映照 , 而 SL(2, R) 群 , SU(1, 1) 群 和 SL(2, C) 群 不 存在 
指数 映照 . 

SL(2, C) 群 由 二 维 么 模 复 矩 阵 组 成 , 在 自身 表示 中 实 李 代数 由 无 迹 矩 阵 的 集合 
构成 . 例如 , 如 下 元 素 不 能 表 为 指数 函数 形式 


A2 i eq = entio, ja zieg A1 = -e7 tios 
0 -1 -1 = 


SL(2, R) 群 是 SL(2,C) 群 的 子 群 , 由 二 维 么 模 实 矩 阵 组 成 , 在 自身 表示 中 实 李 
代数 由 无 迹 实 和 矩阵 的 集合 构成 . 元 素 4 也 属于 SL(2, R) 群 . SU(1,1) 群 是 SL(2, C) 
群 的 子 群 , 由 满足 utosu = cs 的 二 维 么 模 矩 阵 4 组 成 , 在 自身 表示 中 实 李 代数 的 基 
为 mi, o2 和 ios. 元 素 B 也 属于 SU(1,1) 群 . 此 外 , SL(2, R) 群 和 SU(1, 1) 群 还 包含 
一 些 群 元 素 , 如 属 此 两 李 群 的 公共 元 素 C, 它 虽 可 表 为 指数 函数 形式 , 但 指数 上 的 矩 
阵 不 属于 此 两 李 群 的 实 李 代数 ， 


Z= ( 一 cosh(w) 一 sinh(w) 


sinh(w) — cosh(w) ) = exp{oi (w + in)} 
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